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Agenda

Q Definiciones y Propiedades Basicas
@ Entropia
@ Divergencia, Entropia Relativa, o Distancia KL

e Propiedades
@ Desigualdad de Jensen
@ Desigualdad Log Sum

e Cadenas de Markov
@ Desigualdad de Fano
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Definicion de Entropia

Definicién
X ~ pvariable aleatoria con valores en un alfabeto finito X’.

H(X) = Ep[—logpoc)]
H(X) = - pla)logp(x

Logaritmos son en base 2 y convenimos 0log0 = 0.
La entropia se expresa en bits y es una medida de la incertidumbre, o la cantidad de
informacién de X en promedio.
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Definicion de Entropia

Definicién
X ~ pvariable aleatoria con valores en un alfabeto finito X’.

H(X) = Ep[—logpoc)]
H(X) = - pla)logp(x

Logaritmos son en base 2 y convenimos 0log0 = 0.
La entropia se expresa en bits y es una medida de la incertidumbre, o la cantidad de
informacién de X en promedio.

@ H(X)>0yaque —logp(z) >0
@ Sip(z) =1/|X| paratodo z, H(X) = log | X|.
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Entropia como funcioén de una distribucion

Definicion
Si p es un vector de probabilidad, p = (p1 . .. pm), |2 entropia de p esté dada por

H(p)=—) pilogp;
=1

Definicion

En particular cuando m = 2, p es de la forma p = (p,1 — p), p € [0, 1]. La entropia de
p como funcién del escalar p se denomina funcidn de entropia binaria, y la denotamos

H(p),
H(p) = —plogp — (1 — p)log(1 — p)
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Entropia binaria

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 A
p
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Algunas propiedades y desigualdades que usaremos en varias

demostraciones

@ Regla de la cadena: p(z, y) = p(z)p(ylz) = p(y)p(zly)
@ Logaritmo: log(zy) = log(x) + log(y)
@ Sumatoria con variable muda: Y, P(X = z;,Y =y;) = P(X = ;)

ey P@y)f(x) =32, f(2) 22, p(z,y) = 32, p(z) f(2)
@ Jensen:si f convexa, E[f(z)] > f(Ex).

@ LogSum: ailoggt + azlogy® > (a1 + az)log((giigj)
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Entropia conjunta y condicional

Definicion

H(Xv Y) - Ep(z,y) [ - lng(X7 Y)]
H(X,)Y) =

= > plz,y)logp(z,y)

TEX yeY

o F = = DA
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Entropia conjunta y condicional

Definicion
H(X,Y) = Epy|—logp(X,)]

=3 p(x,y)logp(x,y)

TEX yey

H(X,Y)

Definicion

H(Y|X) Epe) | — logp(Y|X)]

> > (@, y) log p(y|x)

zEX yey

= = p(x))_ plylz)logp(ylx)

TeEX yey

= > p@HY|X =2)

zeX

H(Y|X)
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Regla de la cadena
Teorema

H(X,Y)=H(X)+ H(Y|X)

o F = = DA
(Facultad de Ingenieria, UdelaR) Teoria de la Informacion



Regla de la cadena

Teorema
H(X,Y)=H(X)+ H(Y|X)

Demostracion.

p(X,Y)

—logp(X,Y)

Epy) [~ logp(X,Y)]
H(X,Y)

p(X)p(Y]X)
—log p(X) — log p(Y'|X)

Ep(zy) [ log p(X)] + Ep(z,y) [~ log p(Y|X)]

H(X)+ H(Y|X)
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Regla de la cadena

Teorema
H(X,Y)=H(X)+ H(Y|X)

Demostracion.

p(X,Y) = pX)p(Y|X)
—logp(X,Y) —log p(X) — log p(Y'|X)
Epy) [~ logp(X,Y)] Ep,y) [~ logp(X)] + Epz.y) [~ log p(Y]|X)]
H(X,)Y) = H(X)+H(Y|X)

Corolario
H(X,Y|Z) = H(X|Z) + H(Y|X, Z)
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Informacién conjunta e informaciéon mutua

H(X,Y)
H(X)

H(Y)

H(X,Y) <= HX)+H(Y) HX,Y) = HOO+H(YIX) = ...
1(X;Y) = HO)-H(X]Y) = HY)-H(Y]X)

o F = = E DA
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Regla de la cadena

Corolario
H(X:1...Xy5) = Y, H(Xi|Xi-1,
H(X:...X,|2) =

" H(X| X,

o F = = DA
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Regla de la cadena

Corolario
H(X:...X,) = Y0 HXi|Xi1,...,X1)
H(X1...Xn|2) = S0 HXi|Xi-1,...,X1,2)
Demostracion.
La prueba es por induccion
H(X1...X5) H(X1)+ H(Xz ... Xn|X1)
H(X1)+ Y H(Xi|Xio1... X2, X1)
=2
> H(XilXio1,..., X1)
=1
O
V.
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Regla de la cadena (2)

Corolario
H(X1...Xy) = 3" H(Xi|Xi-1,...,X1)
H(X:1...Xn|2) = Y H(XiXi1,...,X1,2)
Demostracion.
La prueba es por induccion
H(X:1...X,|Z) = H(X1|2)+ H(Xz...Xn|X1,2)
= H(X|Z)+ ) H(Xi|Xi1...X2,X1,7)
1=2
= Y H(XiXi,...,X1,2)
i=1
O
v
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Ejemplo

P(X, Y) T X2 xrs3 T4 P(Y)
I T RN RN I
Y1 8 1633 33 1
1 I 1 1 1
Y2 16 3 33 33 1
L 1 1 1 1
Y3 6 16 16 16 1
1 T T T
PX) 5 3 5 &

[m] = = =
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Ejemplo

P(X, Y) T1 ) xrs3 T4 P(Y)
I T RN RN I
Y1 8 1633 33 1
1 I 1 1 1
Y2 16 3 33 33 1
L 1 1 1 1
Y3 6 16 16 16 1
Ya 2 0 0 0 1
1 T T T
PX) 5 3 5 &

H(X)=1, H(Y)=2bit

u]
o)

I

ul
it
N
»
?
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Ejemplo

P(X, Y) T1 ) xrs3 T4 P(Y)
I T RN RN I
Y1 8 1633 33 1
1 I 1 1 1
Y2 16 3 33 33 1
L 1 1 1 1
Y3 6 16 16 16 1
Ya 2 0 0 0 1
1 T T T
PX) 5 3 5 &

H(X)=1, H(Y)=2bit
Regladelacadena: P(X = z;,Y =y;) = P(X = z;,)P(Y = y;)| X = )

u]
o)
I
ul
it
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Ejemplo

PX,)Y) =z =z =x3 xa PY)
I T RN RN I
Y1 8 1633 33 1
1 I 1 1 1
Y2 16 3 33 33 1
L 1 1 1 1
Y3 6 16 16 16 1
Ya 2 0 0 0 1
1 T T T
PX) 5 3 5 &

H(X)=1, H(Y)=2bit
Regladelacadena: P(X = z;,Y =y;) = P(X = z;,)P(Y = y;)| X = )

PX|Y) x1 x2 x3 x4
T 1 1 1

T R
vz +—3F—5F—F%

Y3 by 1 1 1

Ya 1 0 0 0
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Divergencia, Entropia relativa, o Distancia KL

Definicién
La Divergencia, Entropia Relativa, o Distancia de Kullback Leibler entre dos
distribuciones de probabilidad sobre un mismo alfabeto X esta dada por

D@ll)) = E [mg :

[
(]
=
&,
&
0]
=
S

Convenimos 0log0/q = 0 para todo g, y plogp/0 = oo para p # 0.
La Divergencia se expresa en bits.
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Divergencia, Entropia relativa, o Distancia KL

Propiedades

@ D(p||g) > 0 con igualdad si y sélo si p = ¢g. Sin embargo no es simétrica y no
cumple la desigualdad triangular.

® D(pllg) = Ep [~ log ¢(X)] — Ep [~ log p(X)].
En este sentido la divergencia mide la ineficiencia por usar ¢ cuando la verdadera
distribucién es p.

e Desigualdad de Pinsker: D(p||q) > 515 Ilp — ql/F
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Entropia relativa conjunta y condicional

Definicion

D@ W@ y) = Enwm [mg

p(X, Y)}
q(X,Y)
Dip(@ylla@y) = > > p@ylog, P, y;
TEX yey
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Entropia relativa conjunta y condicional

Definicion
D(p(z,y)lla(z,y)) = Epey [log qg 1{”
D(p(x,y)llg(x,v) = > > n ’y)log ;
zeX yey y
Definicion
D(p(ylo)llq(ylz)) = Epay [bgzgfﬁ
Dp(yio)layle) = 3 p(e) 3 plyle)log || ;

TEX yey
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Regla de la cadena

Teorema

D(p(z,y)lla(z,y)) = D(p(z)|la(z)) + D(p(y|z)lla(ylz))

o F = = DA
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Regla de la cadena

Teorema

D(p(z,y)llq(z,y)) = D(p(z)|lq(x)) + D(p(ylz)|lq(y|z))

Demostracion.
p(X,Y) _ p(X)p(Y[X)
q9(X,Y) a(X)q(Y]X)
xXYy) _ (X) (Y]X)
log Z(X’Y) = log Z(X) + log Z(Y‘X)

XY
Epa.y) [log 5EX,Y§:|

D(p(x,y)llq(x,y))

X Y|X
= Lip(z,y) [log ZEX;] + Epe.y) [log ZEY,X;]

= D(p(=)l|q(x)) + D(p(y|z)llq(y|x))
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Funciones convexas
Definicion

Una funcién f es convexa en un intervalo (a, b) si para todo z1,z2 € (a,b) y todo
A€ [0,1],

f()\acl + (1 = )\)12) < )\f(l’l) + (1 = )\)f(l'z)

u]

o)
I

ul
it
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Funciones convexas

Definicién
Una funcién f es convexa en un intervalo (a, b) si para todo z1,z2 € (a,b) y todo
A€ o,1],

FOz1 4+ (1= Nz2) < Af(z1) + (1= N f(22)

Definicion
f es estrictamente convexa si la desigualdad es estricta en A € (0, 1).

Definicion

f es (estrictamente) concava si — f es (estrictamente) convexa.

(Facultad de Ingenieria, UdelaR) Teoria de la Informacion Afio 2023
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Condicion suficiente para la convexidad

Teorema

Si una funcién f tiene derivada segunda no negativa (positiva) en un intervalo (a, b),
entonces f es convexa (estrictamente convexa) en (a, b)
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Funciones convexas

(Facultad de Ingenieria, UdelaR)

Teoria de la Informacién

N



Desigualdad de Jensen

Teorema

E[f(X)] =z f(E[X])

Desigualdad de Jensen: Si f es una funcion convexa y X una variable aleatoria,

(Facultad de Ingenieria, UdelaR)
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Desigualdad de Jensen

Teorema
Desigualdad de Jensen: Si f es una funcién convexa y X una variable aleatoria,
E[f(X)] > f(E[X])

Si se da laigualdad y f es estrictamente convexa, X = E [X] con probabilidad 1 (X es
una constante)
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Desigualdad de Jensen

Demostracion.
PB (dos puntos):

p1f(z1)

Pl (k puntos): definimos p;

Ef:l plf(wl)

+ paf(x2) > f(pr21 + p2z2)

pef(r) + (1 —px) Y

kl/(

i1 Pif

conv.

i)

> pef(@) + (1 —po)f (T pia)  ind.
> fprxr+ (1 —pr) Zf:_f p;xi) conv.
k
= f(Xim pixi)
O
o’
(Facultad de Ingenieria, UdelaR) Teoria de la Informacion Afio 2023 22/41




Desigualdad de la Informacién

Teorema
Desigualdad de la Informacion: D(p||q) > 0 con igualdad siy sélo sip = ¢

Demostracion.

Definimos Y = { g(X)/p(X) 2: gg?; z g
D(plla) = Ep[-logY]
—log E, [Y] Jensen

—log Zp(z);ﬁo p(z) ae)

p(z)
—log Ep(m);so q(z) > 0

vl
O
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Desigualdad de la Informacién

Teorema
Desigualdad de la Informacion: D(p||q) > 0 con igualdad siy sélo sip = ¢

Demostracion.
ini _J aX)/p(X) Sip(X)>0
Definimos Y = { 0 Si p(X) = 0
D(pllg) = E,[-logY]

> —logEp[Y] Jensen -
= —108 Y, (a)z0 P(¥) 2
= —log Ep(m);eo q(z) >0

Si D(p||q) = 0, entonces E, [Y] = 1. )
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Desigualdad de la Informacién

Teorema
Desigualdad de la Informacion: D(p||q) > 0 con igualdad siy sélo sip = ¢

Demostracion.

Definimos Y = { g(X)/p(X) 2: zg§; z g
D(pllg) = Ep[—logY]

—log E, [Y] Jensen

—log 37, 0y 40 P(2) 533

—log Ep(m);so q(z) > 0

vl
O

Si D(p||¢) = 0, entonces E, [Y] = 1. — log estrictamente convexa = Y = ¢/p =1 )
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Vale para la divergencia condicional

Corolario

D(p(y|z)||q(y|z)) > 0 con igualdad siy sélo si p(y|z) = q(y|z) para todo y y todo = con
p(z) >0

v

Demostracion.

De la definicién, D(p(y|z)||q(y|z)) es un promedio de valores no negativos.

Dollaelz) = 3 p(z) 3 plyla) log U

TEX yeyY y|x

~

~
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Entropia maxima

Teorema

H(X) < log|X| con igualdad si y sélo si X tiene distribuciéon uniforme sobre X.

o F = = DA
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Entropia maxima

Teorema
H(X) < log|X| con igualdad si y sélo si X tiene distribuciéon uniforme sobre X.

Demostracion.

Sea u(z) = 3 la distribucién uniforme sobre X'

Dpllu) = By [log 25| = By [log 5]
= log [ — H(X)
>0
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Cota de Independencia

Sean X, ... X, con distribucién p(X1, ... X,)

H(X:1...X,) <Y1, H(X;) con igualdad si y s6lo si las variables X; son
independientes.
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Cota de Independencia

Sean X, ... X, con distribucién p(X1, ... X,)
H(X:1...X,) <Y1, H(X;) con igualdad si y s6lo si las variables X; son
independientes.

Consideremos la divergencia entre dos conjuntos de probabilidad: p(X1,...,X,)y
p(X1)...p(X,). Ambos son conjuntos de probabilidad.

D(X1, ., X Ip(X1) - P(X0)) = Epxy, . [log 223X ]
D(p(Xy,..., Xn)l[p(X1) ... p(Xn)) >0

Epxy,...x,) log(p(X1, ..., Xn))] = —H(X)

Bpixy,...xn) [log((p(X1) ... p(Xn))] = Ep(x,,....x,) [20; log(p(X3)] =
> i Epxy,.xa) logp(wi)] = 32, Epx,) [log p(Xs)] = =32, H(X:)

(Facultad de Ingenieria, UdelaR) Teorfa de la Informacion Afio 2023
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Cota de Independencia

Sean X, ... X, con distribucién p(X1, ... X,)
H(X:1...X,) <Y1, H(X;) con igualdad si y s6lo si las variables X; son
independientes.

Consideremos la divergencia entre dos conjuntos de probabilidad: p(X1,...,X,)y
p(X1)...p(Xn). Ambos son conjuntos de probabilidad.

D(p(Xi, o, Xo)lI(X1) - P(Xn)) = Epxy..ox,) [l08 220552

EP(XL ,Xn) [IOg(p(Xla“'vX"))] = _H(X)
Epxy..x) log((p(X1) ... p(Xn))] = Ep(x,....x,) [ 22 log(p(Xi)] =
> i Bpxy.x,) logp(ai)] = 37, Epx;) [log p(Xi)] = — >, H(X;)

Cota de independencia condicional

H(X:1...Xn|Z) <37 | H(X:|Z) conigualdad si y sélo si X; son condicionalmente
independientes dado Z.
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Condicionar reduce la entropia

Teorema

H(X|Y) < H(X) con igualdad si y sélo si X,Y son independientes.

o F = = DA
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Condicionar reduce la entropia

Teorema
H(X|Y) < H(X) con igualdad si y sélo si X,Y son independientes.

Demostracion.

H(X) H(X|Y) =
H(X)+H(Y) - (H(Y)+ H(X]Y))
= H(X)+H®Y)-HX,Y)

= Epuy [logﬁ + log ﬁ] Epa) { (Xl Y)]

= Botew 08 51575077~ Brte 98 507
= D(p(z,y)|lp(z)p(y)) =0

(Facultad de Ingenieria, UdelaR) Teoria de la Informacion Afio 2023
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Cota de Independencia
Teorema

H(X:1...X,) <> " H(X;)con igualdad siy solo si X; son independientes.

o F = = DA
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Cota de Independencia

Teorema
H(X:1...X,) <> " H(X;)con igualdad siy solo si X; son independientes.

Demostracion.
H(X:1...Xp)= Y0 H(Xi|Xi—1...X1)
< Z?:l H(Xz)

La desigualdad se da término a término = cuando hay igualdad, cada X; debe ser
independiente de X;_1 ... X, O

v
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Cota de Independencia condicional
Teorema

independientes dado Z.

H(X:1...X,|Z) <>, H(X:|Z) conigualdad si y sélo si X; son condicionalmente

(Facultad de Ingenieria, UdelaR)
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Cota de Independencia condicional

Teorema

H(X:1...X,|Z) <>, H(X:|Z) conigualdad si y sélo si X; son condicionalmente
independientes dado Z.

Demostracion.

H(X1...Xn|Z)= Y0, HXi|Xio1...X1,2)

< Yin H(Xi|Z)

La desigualdad se da término a término = cuando hay igualdad, cada X; debe ser
independiente de X;_; ... X; dado Z.
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Cota de Independencia condicional

Teorema

H(X:1...X,|Z) <>, H(X:|Z) conigualdad si y sélo si X; son condicionalmente
independientes dado Z.

Demostracion.

H(X1...Xn|Z)= Y0, HXi|Xio1...X1,2)

< Yin H(Xi|Z)

La desigualdad se da término a término = cuando hay igualdad, cada X; debe ser
independiente de X;_; ... X; dado Z.

También se puede ver como la divergencia entre p(X1,... X,»|Z)y
p(X1]Z)...p(Xn|Z).
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Desigualdad Log Sum

Teorema
Sean ai ...a, Yy b1 ...b, nUmeros no negativos.

Z a; log (Z al) log &=

con igualdad si y s6lo si a;/b; es constante.
Nuevamente 0log0 = 0, alog ¢ = cosia #0,y Olog =0

(Facultad de Ingenieria, UdelaR) Teoria de la Informacion
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Desigualdad Log Sum

Demostracion.

Sea X va.en X = {J}Z zai/bi 29 = 1l

enx > 0:

..n}. f(z) = zlogx es estrictamente convexa

E[Xlog X] > E[X]log E [X]

Para una distribucién p; = E”ibj

b; i i
i () 3 log

Ziailog‘;—: >

Igualdad siy sélo si X = cte

(=i (%) 1) s (2

(Z az) log Zl =

a;
b;
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Desigualdad de la Informacion (1)

Teorema
D(pl|q) > 0 con igualdad siy sélosip = ¢g

Demostracion.
D(pHQ) = ZP IOg q(i
> (Tp())log &53 O
= 1llogi 1= O
o = = = 9ac
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Desigualdad de la Informacién (1l)

Teorema
D(pl|q) > 0 con igualdad siy sélosip = ¢g

Demostracion.
D(pl|q)

ZP IOg @
! ﬁy(z)

>p(= ng(m) O
1log * 1= O

v

Si se da la igualdad, § = cte = 1 porque ambas suman 1. J
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Convexidad de D(p||q)

Teorema

D(pl|q) es convexa en el par (p, q), es decir

para0 <A <1

D(Ap1 + (1 = Np2|[Aq1 + (1 = N)g2) < AD(pi|lgr) + (1 = X\)D(p2lg2)

=} F = = DA
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Convexidad de D(p||q)

Teorema
D(pl||q) es convexa en el par (p, q), es decir

D(Ap1 + (1 = Np2||Agi + (1 = N)gz2) < AD(pillgr) + (1 = A)D(p2]lgz2)

para0 <A <1

Observacion
D(p||q) es convexa en p para q fija y viceversa.
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Convexidad de D(p||q)

Demostracion.
P1(x — A)p2(T
(Ap1(@) + (1 = A)p2(2)) log Agi(z) + (1= N)g(z
N—— —————
b1 b2
< (o) log T2 4 (1~ V(o) tog T IP2E)
O
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Convexidad de D(p||q)

Demostracién.
A ‘“( ) + ( /C\L)2 (z)
> Opi(@) + (1 = N)pa(z)) log /\1; (i) T 1- ,\)1;)22 (i)
xT - b\/ b
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Concavidad de la entropia

Teorema
H(p) es una funcién céncava de p, es decirpara 0 < A < 1

H(Ap1 + (1= M)p2) > AH(p1) + (1 — A\ H(p2)

o F = = DA
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Concavidad de la entropia

Teorema
H (p) es una funcién concava de p, es decirpara0 < A <1

H(Ap1 + (1 = A)p2) > AH(p1) + (1 — N\ H(p2)

Demostracion.
Sea X ~ p, u distribucién uniforme en X

D(pllu) =, [log 5] — By oz ]

= log|X| - H(p)

La concavidad de H surge de la convexidad de D.
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X—=Y 7

Definicién
XY, Z forman una cadena de Markovy se denota X — Y — Z si la distribucion
condicional de Z depende sélo de Y.

p(z, 9, 2) = p(z)p(ylz)p(z|y)
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X—=Y 7

Definicién
XY, Z forman una cadena de Markovy se denota X — Y — Z si la distribucion
condicional de Z depende sélo de Y.

p(z, 9, 2) = p(z)p(ylz)p(z|y)

En general p(z,y, z) = p(x)p(y, z[x) = p(«)p(y|z)p(2[y, z)
Es decir, si es Markov, p(z|y, ) = p(z|y)
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X—=Y 7

@ X —»Y — Zsiysblosi X, Z son condicionalmente independientes dado Y.

(=) pla,2ly) = Kot = BEBECD — gy p(zly)

prly
() plelyne) = 2l = bl (el
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X—=Y 7

@ X —»Y — Zsiysblosi X, Z son condicionalmente independientes dado Y.

(=) pla,2ly) = Kot = BEBECD — gy p(zly)

prly
() plelyne) = 2l = bl (el

XY >Z&Z->Y X
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X—=Y 7

@ X —»Y — Zsiysblosi X, Z son condicionalmente independientes dado Y.

(=) pla,2ly) = Kot = BEBECD — gy p(zly)

prly
() plelyne) = 2l = bl (el

XY >Z&Z->Y X
eSiZ=fY),X—->Y—>Z
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X—=Y 7

@ X —»Y — Zsiysblosi X, Z son condicionalmente independientes dado Y.

(=) pla,2ly) = Kot = BEBECD — gy p(zly)

prly
() plelyne) = 2l = bl (el

XY Z&SZ-Y X
eSiZ=fY),X—->Y—>Z
@ SiX =Y — Z, entonces H(Z|Y) = H(Z|X,Y) < H(Z|X)
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Desigualdad de Procesamiento de Datos

Teorema

SiX - Y — Z, entonces I(X;Y) > I(X; Z)

o F = = DA
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Desigualdad de Procesamiento de Datos

Teorema
SiX - Y — Z, entonces I(X;Y) > I(X; Z)
Demostracion.
I(X;Y,2)= I(X;2) + I(X;Y|2)
= I(X;Y) + I(X;Z|Y)
———
=0

=} F = = DA
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Desigualdad de Procesamiento de Datos

Teorema
SiX - Y — Z, entonces I(X;Y) > I(X; Z)
Demostracion.
I(X;Y,2)= I(X;2) + I(X;Y|2)
= I(X;Y) + I(X;Z|Y
———
=0
Corolario
I(X;Y|2) < I(X;Y)

(Facultad de Ingenieria, UdelaR)
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Desigualdad de Procesamiento (Determinista) de Datos

Corolario

En particular I(X;Y) > I(X; f(Y))

Demostracion.

X,Y,Z = f(Y) forman una cadena de Markov

=} F = = DA
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Desigualdad de Fano

Teorema

Sean X, Y variables aleatorias y X = f(Y) una estimacion de X. Entonces X, Y, X
son una cadena de Markov. Sea P. = P{X # X}

H(P.) + P.log(|X| — 1) > H(X|Y)
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Desigualdad de Fano

Teorema

Sean X, Y variables aleatorias y X = f(Y) una estimacion de X. Entonces X, Y, X
son una cadena de Markov. Sea P. = P{X # X}

H(P.) + P.log(|X| — 1) > H(X|Y)

Corolario

1+ P.log(|X| — 1) > H(X|Y)
p > HXY) -1
log(|X] — 1)
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Desigualdad de Fano

Demostracion.

- 1 siX#X

Definimos E = L

efinimos PR
=0

—_——
H(E,X|Y)= H(X]Y) + H(EX.Y)
= H(ElY) +  H(X|EY)
—— S———
< H(P.) < P.log(]X]| — 1)
H(X|BE,Y)= (1-P)H(X|Y,E=0) + P.HX|Y,E=1)
< 0 +  P.log(]¥|—1)
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