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Informacién Mutua

Definicién
La Informacién Mutua entre dos variables aleatorias X, Y con distribucién conjunta

p(x,y) se define como la divergencia entre la distribucién conjunta y la distribucién dada
por el producto de las marginales p(z)p(y).

I(X;Y)

Doz, )llp(z)p(0)
- X Dt

TEX yeY
p(X,Y)
= FE,z.log —~~—~
bt 8 4 0p(¥)

La Informacién Mutua se expresa en bits.
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La Informacién Mutua es No Negativa

Lema

I(X;Y) > 0 con igualdad si y sélo si X, Y son independientes.

Demostracion.

De la definicién, I(X;Y) = D(p(z,y)||p(z)p(y)) > 0 con igualdad si y sélo si
p(z,y) = p()p(y)- o
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Relaciones entre Informaciéon Mutua y Entropia

I(X;Y) = D(p(z,y)llp(z)p(y))
1 1
= Epa,y log PXp(¥) Epz,y) log PX,Y)
1 1 1
= By (log m + log m) — Epz,y) log P(X,Y)
I(X;Y) = H(X)+H®Y)-HX,Y) |
I(X;Y) = H(X)+H®Y)-HX,Y)
= HX)+H®Y)-(HY)+ HX|Y))
I(X;Y) = H(X)- HX|Y)=H®Y) - HY|X) = I(Y; X)

I(X;X) = H(X) - H(X|X) = H(X)
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Diagrama de Venn

HX,Y)
I(X;Y) =H(X)+H(Y)-H(X,Y)
= H(X) - H(X|Y)
=H(Y) - H(Y|X)
=I(Y; X)
HX) HY)
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Informacién Mutua Condicional

Definicidn
I(X;Y|Z) = D(p(=,yl2)||p(z|2)p(yl|2))

- log —2XY1Z)
= Lip(z,y,2) 108 5(X[2)p(Y|2)

= H(X|2) - H(X]Y, Z)
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La Informacién Mutua Condicional es No Negativa

Lema

I(X;Y|Z) > 0 con igualdad si y sélo si X,Y son condicionalmente independientes dado
Z.

Demostracion.

De la definicién, I(X;Y|Z) = D(p(z, y|z)||p(x|z)p(y|z)) > 0 con igualdad si y sélo si
p(z,y|z) = p(z|z)p(y|z) para todo z tal que p(z) > 0. O

v
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Regla de la Cadena

Teorema
I(X1... Xn;Y) =30 I(X5; Y| X1, .. X1)
Demostracién.
I(X1... X, Y) = H(X:...X,)—H(X1...X,|Y)
= > HX|Xi...X1) =Y H(Xi|Xi1...X1,Y)
i=1 =1
= Z(H(XJXi_l LX) — H(X| X1 ..X1,Y)>
1=1
= > I(XsY[Xi1,... X2)
=1
DJ
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Desigualdad de Procesamiento de Datos

Teorema
Si X - Y — Z, entonces I(X;Y) > I(X; Z)

Demostracion.

IX;Y,2)= I(X;2) + I(X;Y|2)
= I(X;Y) + I(X;Z]y)
————

Corolario
I(X;Y|Z) < I(X;Y)
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Desigualdad de Procesamiento de Datos

Corolario
En particular I(X;Y) > I(X; f(Y))

Demostracién.
X,Y,Z = f(Y) forman una cadena de Markov.
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Concavidad/Convexidad de I(X;Y)

Teorema

Sea (X,Y) ~ p(z,y) = p(z)p(yl|z).
Dada p(y|z) fija, I(X;Y) es una funcién céncava del vector de probabilidad p(z).
Fijado el vector de probabilidad p(z), I(X;Y') es una funcién convexa de p(y|z).
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Desigualdad de Fano

Teorema

Sean X,Y variables aleatorias y X = f(Y') una estimacién de X. Sea P. = P{X # X}

H(Pe)+Pelog(|X| _1) > H(X|Y)

Corolario

1+ P.log(|X| — 1) > H(X|Y)
H(X|Y) -1

e 2 T, X| > 2.
og(lX]— 1) !
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Desigualdad de Fano

Demostracion.

mmmmE:{é :§i§
-0
—_——
H(E,X|Y)= HX|Y) + H(E|X,Y)
= H(ElY) +  H(X|EY)
——— ———
<HP.)  <P.log(X|—1)

La cota sobre H(X|E,Y) surge de que, como H(X|Y =y, E =0) =0 para todo y € ),
entonces

H(X|EY) = Y PY=yE=1)HX|Y =y, E=1)
yey
< > P(Y =y, E=1)log(|x| - 1)
yeyY
= Pelog(]X|-1)
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