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Definicién de Entropia

Definicién (Entropia de un variable aleatoria)

La entropia de un variable aleatoria X ~ p con valores en un alfabeto finito X se define
como

H(X) = Ep|~logp(X)]

= —> p(z)logp(z).
TEX
Logaritmos son en base 2 y convenimos 0log 0 = 0.

La entropia se expresa en bits y es una medida de la incertidumbre, o la cantidad de
informacién de X en media.

m H(X) >0 ya que —logp(x) > 0.
m Si p(z) = 1/|X| para todo z, H(X) = log|X]|.
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Entropia como funcién de una distribucién

Definicién (Entropia de un vector de probabilidad)

Si p es un vector de probabilidad, p = (p1 ...pm), la entropia de p estd dada por

H(p)=—> pilogp;.
=1

Definicién (Entropia binaria)

En particular cuando m = 2, p es de la forma p = (p,1 — p), p € [0, 1]. La entropia de p
como funcién del escalar p se denomina funcién de entropia binaria, y la denotamos H (p),

H(p) = —plogp — (1 —p)log(1 —p).
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Entropia binaria
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Entropia conjunta y condicional

Definicién (Entropia conjunta)
H(X,Y) = By —logp(X,Y)|

= => > plz,y)logp(x,y)

TeEX yeY

Definicién (Entropia condicional)

H(Y|X)

Ep(w,y) |: - lng(le)]

- > plz,y)logp(yle)

TEX yey
= = p(x))_ plylz)logp(ylx)
TEX yey
= Z p(z)H(Y|X = z)
TEX
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Regla de la cadena

Teorema (Regla de la cadena)
H(X,Y) = H(X)+ H(Y|X)

Demostracion.

p(X,Y) = p(X)p(Y]X)
—logp(X,Y) —logp(X) — log p(Y|X)
Ep(z,y) [=logp(X,Y)] Ep(z,y) [~ log p(X)] + Ep(z,y) [~ log p(Y|X)]
H(X,Y) = H(X)+H(Y|X)

Teorema
H(X,Y|2) = H(X|Z) + H(Y|X, Z)

(Facultad de Ingenierfa, UdelaR) Teoria de la Informacién 7/33



Regla de la cadena

Corolario
H(X:...X,) = Y0 H(X|Xio1,...,X1)
H(X:...Xa|2) = ", H(Xi|Xio1,...,X1,2)
Demostracién.
La prueba es por induccién
H(Xan) H(X1)+H(X2...Xn|X1)
H(X1)+ Y H(Xi|Xio1... X2, X1)
=2
S H(Xi|Xia,..., X1)
=1
DJ

(Facultad de Ingenierfa, UdelaR)

Teoria de la Informacién

8/33



Regla de la cadena (2)

Corolario
HX:...Xn) = X" HXi|Xi-1,...,X1)
HX:1...X.Z) = Y, H(Xi|Xi-1,...,X1,2)
Demostracién.
La prueba es por induccién:
H(X1...Xn|2) H(X1|2)+ H(Xa2 ... Xn|X1,2)
H(X1|2)+ > H(Xi|Xi-1... X2, X1,2)
=2
S H(Xi|Xia,...,X1,7)
=1
DJ
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Divergencia, Entropia relativa o Distancia KL

Definicién (Divergencia, Entropia Relativa o Distancia de Kullback Leibler)

La Divergencia, Entropia Relativa, o Distancia de Kullback Leibler entre dos
distribuciones de probabilidad sobre un mismo alfabeto X’ estd dada por

D(pllq)

I
S
=
<)
®

[
(]
=
)
3
o
=

Convenimos 0log0/q = 0 para todo ¢, y plogp/0 = co para p # 0.
La Divergencia se expresa en bits.
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Divergencia, Entropia relativa o Distancia KL

Propiedades

m D(p||q) > 0 con igualdad si y sélo si p = ¢. Sin embargo no es simétrica y no
cumple la desigualdad triangular.

m Desigualdad de Pinsker: D(p||q) > 515 Ilp — ql|T-

= D(pllq) = Ep [~ log q(X)] — Ejp [ log p(X)].
En este sentido la divergencia mide la ineficiencia por usar ¢ cuando la verdadera
distribucion es p.
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Entropia relativa conjunta y condicional

Definicién (Entropia relativa conjunta)

BeHe) = By [log

> s e

TEX yeY

p(X,Y) }
q(X,Y)

Definicién (Entropia relativa condicional)

3 p(Y|X)
D(p(ylz)lla(ylz)) = Epay) [1°g q(Y|X)}

B N ) 1o PWI2)

— g;(p( )yze;P(?A ) log o)
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Regla de la cadena

Teorema (Regla de la cadena para D)

D(p(z,y)llq(z,y)) = D(p()|lq(x)) + D(p(y|)|lq(y|z)) -

v
Demostracion.
p(X,Y) _ p(X)p(Y[X)
9(X,Y) a(X)q(Y]X)
xy) _ (X) Y|X)
log Gx'yy = log qixy + 108 Gy
O

p(X,Y)]

X Y|X
Epa.y) [log ax,y)| = Powy [log %] + Ep(a.y) [log ZEY:X;]

D(p(z,y)llg(z,y)) = D(p(z)llg(z)) + D(p(ylz)|la(y|z))
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Funciones convexas

Definicién (Funcién convexa)

Una funcién f es convexa en un intervalo (a,b) si para todo z1,z2 € (a,b) y todo
A € [0, 1] se cumple

FQz1 4+ (1= Nz2) < Af(z1) + (1= A)f(x2).

Af(z1) + (1 = A) f(22)
‘ ~—‘;»<i/
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Funciones convexas

Definicién (Funcién convexa)

Una funcién f es convexa en un intervalo (a,b) si para todo z1,z2 € (a,b) y todo
A € [0,1] se cumple

fAz 4+ (1= Nz2) < Af(2a) + (1= M) f(22).

Definicién (Convexidad estricta)

f es estrictamente convexa si la desigualdad es estricta en A € (0,1).

Definicién (Funcién céncava)

f es (estrictamente) céncava si —f es (estrictamente) convexa.

Teorema (Condicién suficiente para la convexidad)

Si una funcién f tiene derivada segunda no negativa (positiva) en un intervalo (a,b),
entonces f es convexa (estrictamente convexa) en (a,b).
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Funciones convexas
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Desigualdad de Jensen

Teorema (Desigualdad de Jensen)

Si f es una funcién convexa y X una variable aleatoria, se cumple
E[f(X)] = f(E[X]).

Si se da la igualdad y f es estrictamente convexa, entonces X = F [X] con probabilidad
1 (X es una constante).
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Desigualdad de Jensen

Demostracion.
PB (dos puntos):

prf(x1) + paf(xe) > f(prx1 + paz2) (convexidad).

Pl (k puntos): definimos p; =

k k—1
> pif(w) = pef(ar)+ (1 —px) Zpif ;)
=1

=

k—1
> pef(ze) + (1 —pr)f ( P (induccién)
=1
k—1
> f (pkwk + (1 — px) me) (convexidad)
=1
k
= i (Z piwi) .
i=1
O
v
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Desigualdad de la Informacién

Teorema (Desigualdad de la Informacién)

D(pl|q) > 0 con igualdad si y sélo si p = q.

Demostracion.

Definimos Y = { g(X)/p(X), : §§§§ z 8,

D(pl|q) E, [~logY]

—log Ep [Y]
—10g 3 p(x) L2

p(z)#0 p(z

= —log > q(z)>0.

p(x)7#0

Y

~

(Jensen)

Si D(p|lg) =0, entonces E, [Y] =1.

Como — log es estrictamente convexa, entonces Y = ¢/p=1.
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Vale para la divergencia condicional

Corolario

D(p(y|z)||g(y|z)) > 0 con igualdad si y sélo si p(y|z) = q(y|z) para todo y y todo x con
p(z) > 0.

v

Demostracion.

De la definicién, D(p(y|z)||g(y|x)) es un promedio de valores no negativos

D(p(ylz)llg(ylz)) = > p(x) > p(ylz)log plylz)

=5 q(ylz)

(Facultad de Ingenierfa, UdelaR) Teoria de la Informacién 20/33



Entropia maxima

Teorema

H(X) < log|X|, con igualdad si y sélo si X tiene distribucién uniforme sobre X

Demostracion.

Sea u(z) = 1z; la distribucién uniforme sobre X'

0 < D(plu)
_ p(X)
- 5|l
= Ep[-logu(X)] — Ej [~ logp(X)]
= log|X| - H(X)
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Cota de Independencia

Teorema
Sean X; ... X, ~ p. Se cumple

iH(Xi) > H(X1... X)),

con igualdad si y sélo si X; son independientes.

Demostracion.

(iH(XJ) —H(Xl...Xn) = (zn:Ep [—logp(Xi)]> —Ep [— logp(X1 Xn)]

_ & p(Xl coo Xn)
- 5 el |
= D(pllg)
> 07
donde q(z1...2zn) =[], p(xi). O
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Cota de Independencia condicional

Teorema
Sean X;...X,,Z ~ p. Se cumple

Zn:H(Xi|Z) > H(X:...Xn|Z),

=1

con igualdad si y sélo si X; son condicionalmente independientes dado Z.

Demostracion.

(i H(Xi|Z)> —H(X:...X,|2)

(ZE —log p(X; |Z)]> — By [~logp(Xi ... Xn|Z)]

p(X1...X,|2)
Ey g H;;lmxy-m}
= D(p(z1...zn|2)||lg(z1...20]2)) >0,

donde g(z1...2zn|2) =[], p(xi|2). O
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Condicionar reduce la entropia

Teorema
H(X|Y) < H(X), con igualdad si y sélo si X,Y son independientes.

Demostracion.

H(X|Y) = HX,Y) - H(Y) = (H(X, Y)— H(Y) - H(X)) +H(X)<HX). O

Teorema

H(X|Y,Z) < H(X|Z), con igualdad si y sélo si X,Y son condicionalmente
independientes dado Z.

Demostracion.

H(X|Y,Z) = H(X,Y,Z)—H(Y,Z)
H(X,Y|Z)+ H(Z)— H(Y|Z) — H(Z)
= (H(X, Y|Z) - H(Y|Z) - H(X|Z)) + H(X|Z) < H(X|Z).
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Desigualdad Log Sum

Teorema (Desigualdad Log Sum)

Sean ai...an y b1 ...b, nimeros no negativos. Entonces, se cumple

Zal log— > (Zal> log =—— S

con igualdad si y sélo si a;/b; es constante.
Nuevamente 0log0 =0, alog § = cosia #0, y Olog% =0.

z la"

1 bi
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Desigualdad Log Sum

Demostracion.

Sea X v.a.en X = {z; = a;/b; : i =1...n}. Como la funcién f(z) = zlogz es
estrictamente convexa en x > 0, entonces, por la desigualdad de Jensen, tenemos

E[XlogX] > E[X]log E [X] .

En particular, para la distribucién dada por p;, = %, obtenemos
37

= () et (2 () ) e (u2)

> ai log‘;—: > (X, ai) log & E’ -

y la igualdad se da si y sélo si X es constante.
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Desigualdad de la Informacién (II)

Teorema (Desigualdad de la Informacién)

D(pl||lq) > 0, con igualdad si y sélo si p = gq.

Demostracion.

D@pllg) = > n( log 3

> (Tol) 10 E2Y

1
= 1llog-=0.
08 1

Si se da la igualdad, % es constante, necesariamente igual a 1 porque p y ¢ suman 1. J
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Convexidad de D(p||q)

Teorema (Convexidad de la divergencia)

D(pl|q) es convexa en el par (p,q), es decir, para 0 < A < 1 se cumple

D(Ap1 + (1 = Np2l|Agi + (1 — N)g2) < AD(p1l|g1) + (1 — A)D(p2]lg2) -

Observacién

D(pl|q) es convexa en p para q fija y viceversa.
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Convexidad de D(p||q)

Demostracion.

Para cada z € X, por la desigualdad Log Sum tenemos

A . ) + (1 zz
(Ap1(2) + (1 = A)p2(2)) log ,\Zi Ez) + El - A;Z((Z))
b b

< 1 (2) log 48 + (1= Npa(a) log (T2 )
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Convexidad de D(p||q)

Demostracion.

Sumando en z € X obtenemos

A al( ) + (1 z: (z)
P1(T — A)p2(T
;(/\pl(w) + (= Xpae)) log
—— —_————
b1 b
Ap1 () (1 = Np2(x)
S)\;pl(m)log)\ 1( )—i—(l—)\);(pz(:c)log( Naa (o)
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Concavidad de la entropia

Teorema (Concavidad de la entropia)

H (p) es una funcién céncava de p, es decir, para 0 < X\ < 1 se cumple

H(\p1 + (1 — Np2) > AH(p1) + (1 — N\ H(p2) .

Demostracion.

Sea u la distribucién uniforme sobre X' y sea X ~ p. Entonces podemos escribir

_ p(X)
Dol =, [0g 250 ]
= Ep[-logu(X)] — Ep [~ logp(X)]
log |X| — H(p) .
La concavidad de H surge de la convexidad de D. O
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X—-Y—~>Z

Definicién (Variables que forman una cadena de Markov)

X,Y, Z forman una cadena de Markov y se denota X — Y — Z, si la distribucién
condicional de Z dadas X,Y depende sélo de Y. En este caso podemos escribir

p(z,y,2) = p(z)p(ylz)p(z|y) -
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X—-Y—~>Z

m X - Y — Z siysélosi X, Z son condicionalmente independientes dado Y.

(=) p(z,z2ly) = p(zzy) _ pl@y)pizlz,y) _ p(@y)p(zly) _ p(|y)p(zly)

Y _ pelbeiim pw)
(<) plzlz,y) = B = BPERR . — p(z]y)

p(zly) p(zly)
B XY —>Zsiysélosi Z—-Y — X.
SiZ=fY),X->Y—>Z

mSi X Y — Z entonces H(Z|Y) = H(Z|X,Y) < H(Z|X).
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