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Definicion

Definicion (Canal Gaussiano)
Canal de tiempo discreto cuya salida en el tiempo 7 esta dada por

Yi=X;+Z

donde X; es una sefial continuay Z;, ~ N (0, N) es i.i.d. e independiente de X; para
todo .

Z
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Restricciones

@ Sino se incorpora ningun tipo de restriccion, la capacidad de este canal es infinita.
@ En general se restringe la potencia media de X

Ly 2<p
E;%‘_
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Capacidad de Informacién

Definicién
La capacidad de informacién de un canal con restriccion de potencia P es

C= mix I(X;Y)
fiEp[X2]<P
Definicién informacional
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Capacidad de Informacién del Canal Gaussiano

Teorema

Para un canal Gaussiano, se cumple C = 1log (1 + %)

Demostracion.
I(X;Y) = h(Y)=h(Y|X)=h)-h(X+ Z|X)
= h(Y)-h(Z|X)
= h(Y)—=h(Z)

var(Y)=FE [Y?] - E[Y]? < E[Y?]

E[Y?]=E[X+2)] =E[X*]+2B(X|E[2]+ E[2*] <P+ N

Como h(Y) < 1log(2mec?), donde o = var(Y) < P + N, obtenemos

h(Y) < = log(2mwe(P + N))

N —

Es una cota.
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Capacidad de Informacién del Canal Gaussiano (2)

Demostracion.

Para X ~ N (0, P), Y es la suma de dos variables independientes, X, Z, cada una
con distribucién normal. Por lo tanto

Y ~N(0,P+N),
con lo cual se alcanza el maximo, h(Y') = 3 log(2re(P + N)).

I(X;Y)

hY) —h(Z)
= % log(2we(P + N)) — % log(2meN)

1 P
= Zlog(14+=

Es alcanzable.
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Cédigos para un Canal Gaussiano

Definicion (Cédigo (M, n) con restriccion de potencia P)
@ Un conjunto de indices {1,2... M}

@ Una funcién de codificacion z : {1,2... M} — X",
z(w) = z1(w), z2(w) . . .z, (w), tal que

%Zx?(w)gP, Yw e {1,2... M}

=1

© Una funcién de decodificacion g : Y — {1,2... M}
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Capacidad del Canal Gaussiano con Restriccion de Potencia P

Definicion (Tasa alcanzable)

Una tasa R es alcanzable para un canal Gaussiano con restriccion de potencia P si
existe una sucesion de cédigos (2"%,n) que satisfacen la restriccién de potencia Py
tienen probabilidad méaxima de error A(™ — 0.

Definicién (Capacidad)

La capacidad de un canal Gaussiano con restriccion de potencia P es el supremo de
las tasas alcanzables.

Definicion operacional
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Intuicién - Empaquetado de Esferas

@ Si emitimos (x1 ...zx), recibimos (Y1 ...Y,) conY; = z; + Z; y tenemos que

1 1
EZ(K—xif:gZZf—)E[Zﬂ:N.

Con gran probabilidad, 3" (Y; — z;)? < n(N +¢), (Y1...Y,,) esta contenido en
una esfera de radio \/n(N +¢€) y centro (z1...zn)
@ De forma similar,

%ny = fZX-I-Z ZX2+2XZ + 77

< P+EZZX,-ZZ-+EZZ,-2.

Si {X;} son i.i.d., con gran probabilidad (Y ...Y5,) esta contenido en una esfera

de radio \/n(P + N + ¢) y centro en cero.
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Intuicién - Empaquetado de Esferas

El volumen de una esfera de radio r es C,,r", por lo que la cantidad maxima de
esferas de radio vnN que pueden empaquetarse en una de radio y/n(P + N) es

n
2

Ca(n(P+M) " (Hz}\j)g bi(ieE)

Cn nN)%

de donde surge que R ~ % log (1 + &)
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Teorema de Capacidad del Canal Gaussiano

Teorema

La capacidad del canal Gaussiano con restriccion de potencia P es C' = 3 log (1 + ﬁ)J

Probamos primero que la tasa es alcanzable.

@ Generamos un cédigo aleatoriamente sorteando X;(w) ~ N (0, P — ¢), i.i.d,

i=1,2...n, para las palabras w = 1,2...2"%. El cddigo es conocido tanto por el
codificador como por el decodificador. Cada palabra es un vector n dimensional
cuyas coordenadas son normales.

@ Caodificacion: El mensaje w se codifica como X" (w) = (X1 (w) ... Xn(w)). Si
X" (w) no satisface la restriccion de potencia se emite una palabra arbitraria.

© Decaodificacion: Se recibe Y. Si existe un unico w tal que X" (w) satisface la
restriccion de potencia y es conjuntamente tipica con Y, decodificamos W = w.
De lo contrario tomamos una decision arbitraria.
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Teorema de Capacidad del Canal Gaussiano

Consideramos un mensaje arbitrario, w, y los siguientes eventos:

— 1n 2
By, = {nZXj(w)>P},
Jj=1
Buow = {(X"(u),Y")eA§">},1gu§2”R,
Ew = {W#w}.

Observamos que
Ew C BuUE; U | Buu,
uFEWw

y por lo tanto, para £ = {W # W}, se cumple que

P(EIW = w) < P(Bw|W =w) + P(E, |W = w) + Y P(Eyu|W = w)
uFw
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Teorema de Capacidad del Canal Gaussiano

PEIW =w) < P(Buw|W=w)+ P(E;, ,[W=w) + Y P(Eyu|W=w)

uFw
< edet Z o= n(I(X5Y)=3¢)
uFw
€ + ¢+ 2"Ro—nI(X5Y)=3¢)
et et o nU(XY)=3e—R)
< 3e

paran grandey R < I(X;Y) —3e = L log (1 4+ £5) — 3e.
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Teorema de Capacidad del Canal Gaussiano

Para cada w, P(E|W = w) < 3¢, entonces, promediando obtenemos
1
o D> PEIW =w) < 3e.

La probabilidad de error promediada sobre todos los codigos y todas las palabras de
cédigo esta acotada por 3e. Por lo tanto, existe algun codigo, C, tal que

PM(C) < 3e,

donde P§")(C) es la probabilidad de error promediada sobre todas las palabras de
codigo, para el codigo C.
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Reciproco

(n)

Consideramos una secuencia de cadigos (2"%,n) con P — 0.

Con la distribucion uniforme sobre W, podemos escribir
nR=H(W)=IW;W)+ HW|W)
Por Fano, H(W|W) < 1+ nRP™ = ne,, por lo que
nR < I(W;W) + nen
Tenemos W — X" (W) — Y™ — W y por lo tanto

nR < I(X™Y")+ne,
= Rh(Y")—h(Y"|X"™) + ne,
h(Y™) = h(Z"™) 4 nen

IN

ih Z™) + nen
Zh —Zh(Zi)—i-nen

i=1
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Reciproco

La distribucion uniforme sobre W induce una distribucion uniforme sobre las palabras
de codigo. Por lo tanto, para P; = E [X7],

1
P = E[X]] :ﬁzx?(w)

var(v,) = B [v?] - B[V < B [7]
B[v?) = [<x+z>] B[X?] + 2B (X E(Z] + E[22] = P+ N

h(Y;) < % log 2e(P, + N)

Zh Vi) = > h(Zi) + nen

Z 3 log 2me(P; + N) — Z 3 log 2meN + nep

leo 1+& + ne
98 N "

nR

IN

IN
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Reciproco
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Donde la ultima desigualdad surge de que

1 n
w2 P
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Canal Gaussiano de Ancho de Banda Limitada W

@ Canal de tiempo continuo.

@ Por el Teorema de Muestreo existen 2WW grados de libertad por segundo. El canal
se puede discretizar sin pérdida de capacidad.

@ En tiempo (0,7') tenemos 2WT muestras con potencia media PT/2WT = P/2W

@ Ruido blanco Gaussiano de ancho de banda W hertz y densidad espectral de
potencia Ny/2. Cada muestra tiene ruido Gaussiano independiente de varianza
No/2

@ La capacidad por uso de canal es

1 P/2W 1 P .
C= 5log (1 + No/2 ) 21 (1 + N W) bits por uso de canal

@ Como hay 2W muestras por segundo, la capacidad en bits/seg es

P P
C = Wlog (1+ W) — —loge cuando W — oo
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Consideraciones sobre la capacidad

La capacidad en bits/s es C = W log (1 + NOLW)

@SiP—o00,C —
@sSiNg—0,C — 0
Mediante transformaciones se puede transmitir en un ancho de banda diferente del de
la sefal original, como en FM por ejemplo.
A la entrada del detector se recibe:
CR = BTIOg (1+ Pr )

NoBr )*

A la salida se reconstruye la sefial de ancho de banda . La tasa de transferencia de
informacion es:
P
R < Wlog (1 + N—g)
El mejor caso es Cr = R.

Brlog[l + (%) 5] = Wlog[l + (%) -

Si Br > W entra mas ruido pero se puede mejorar la relacion senal ruido detectada.
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