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Escribir con lapicera o lapiz con buen contraste, que se lea bien. Las soluciones no son
s6lo cuentas; desarrolle en forma prolija y explique lo que va haciendo.

Problema 1 (5 puntos)

Considere este enunciado: Sea C un cédigo D-ario instantaneo para una variable aleatoria

X ~ p. Se cumple L(C) > Hp(X), y se da la igualdad si y solo si p; = D% para todo i.
Complete una demostracién del enunciado justificando los siguientes pasos.

1. Para cada i sea ¢; = D7% /K, donde K = ...
2. D(p|lqg) = —Hp(X)+ L(C) + logp K.
3. Si p; = D7% para todo 4, entonces L(C) = Hp(X).

4. Reciprocamente, si L(C) = Hp(X), entonces p; = D7 para todo i.

Solucion:

1. Para cada i sea ¢; = D7'/K, donde K = Y, D%,

2. Operando a partir de la definicién de divergencia tenemos

Dplle) = > pi logpf; =2 _pilogppi = 3 pilogp ¢

= _HD(X) _Zpi logp
= —Hp(X) _Zpi log, D" +Zpi10gDK
= —Hp(X) —l—Zpl-li—l—logDK

= —Hp(X)+ L(C) +logp K .



Por lo tanto se cumple
L(C) = Hp(X) = D(p|lg) — logp K > 0, (1)

donde la desigualdad surge de que la divergencia es no negativa y, como
por la desigualdad de Kraft tenemos K < 1, el término — log,, K también
es no negativo.

3. Si p; = D7l para todo i, entonces K = >, p; = 1, por lo cual ¢ = p;
para todo i. Esto implica que los dos términos de la derecha en (1) son
0 y en consecuencia L(C) = Hp(X).

4. Reciprocamente, si L(C') = Hp(X), entonces cada término de la derecha
en (1) debe ser 0, ya que ambos son no negativos. El hecho de que
—logp K = 0 implica que K = 1y por lo tanto ¢; = D! para todo i.
Por otra parte el hecho de que D(p||q) = 0 implica que p; = ¢; para todo
i, con lo cual concluimos que p; = D~ para todo i.

Problema 2 (5 puntos)

Se te dan 6 botellas de vino, by, bo, ... ,bg, de las cuales exactamente una estd en mal

estado. A partir de la inspeccion de las botellas se determina que la probabilidad p; de que

la i-ésima botella esté en mal estado estd dada por (p1,ps, ..., ps) = <§, 30 55 557 537 2—3)
Para determinar el vino malo se realizan mezclas de vinos, probando cada mezcla

para confirmar o descartar la presencia del vino malo en la mezcla, y procediendo con

diferentes mezclas hasta determinar cudl es el vino malo.

1. ;Cuél es el minimo nimero esperado de pruebas requeridas para determinar el vino
malo?

2. Supongamos que el vino malo es by. Siguiendo una estrategia que minimiza la can-
tidad esperada de pruebas, ;qué secuencia de pruebas de mezclas se realiza hasta
encontrar el vino malo?

3. ;Cual es la secuencia si el vino malo es b47

Solucion:

1. Sea X € {by, by, ... ,bs} una variable aleatoria que representa al vino
malo. Un posible cédigo de Huffman para X asigna las palabras de cédigo
(00,01,10,110,1110,1111). El largo esperado de cédigo es

S 6 4 9 9 1
Leox (2424 2 Lo (Lt =935,
x(23+23+23)+3X23Jr ><(23+23> 39

Partiendo de un conjunto de candidatos S inicialmente igual a {by, by, ... , bg},
realizamos pruebas de mezclas secuencialmente, descartando elementos



de S en cada paso, hasta llegar a un conjunto S con un tnico elemento,
que es necesariamente el vino malo.

Un algoritmo concreto para identificar el vino malo es el siguiente:
1. Hacer S = {bl,bQ, ,bﬁ}, 1= 1.
2. Mezclar los vinos del conjunto M formado por todos los vinos de S
cuya palabra de codigo tiene 0 en la posicion i.

3. Probar la mezcla M. Si sabe mal, hacer S = M; en caso contrario

hacer S =S5\ M.

4. Si § tiene un solo elemento, b, terminar: b es el vino malo. En caso
contrario incrementar ¢ y pasar al paso 2..

2. Probamos la mezcla {by, by }. Como sabe mal, probamos by, que sabe bien
y por lo tanto deducimos que by es el vino malo.

3. Probamos la mezcla {by,by}. Como sabe bien, deducimos que el vino
malo estd en S = {bs, ... ,bs}. Probamos b3, que sabe bien y por lo
tanto deducimos que el malo estd en S = {by, ... ,bs}. Probamos by y lo
identificamos como el vino malo.

Problema 3 (5 puntos)
Sea X una variable aleatoria sobre un alfabeto de cuatro simbolos, X = {a,b, ¢, d}, con
distribucién p = (%, 3D %)
1. Muestre que hay cédigos de Huffman para X con largos de cédigo (1,2,3,3) y
(2,2,2,2).

2. Concluya que existen codigos 6ptimos tales que a alguno de los simbolos del alfa-
beto le asignan una palabra de codigo mas larga que la asignada por un cédigo de
Shannon.

Solucion:

1. Al juntar los simbolos ¢ y d, que tienen probabilidades 1/4 y 1/12,
en el algoritmo de Huffman obtenemos un nuevo simbolo, llamémosle
e, con probabilidad 1/3. A continuacién se prosigue recursivamente con
el alfabeto {a,b,e} con distribucién uniforme (1/3,1/3,1/3), que tiene
mas de una solucién dependiendo de cémo se desempate para realizar
la siguiente agrupacién de simbolos. Una solucion asigna largos (1,2, 2),
que al desagrupar el simbolo e nos da largos (1,2,3,3) para X. Otra
solucién posible asigna largos (2,2,1), que al desagrupar el simbolo e
nos da largos (2,2,2,2) para X.



2. El simbolo ¢ recibe una palabra de cédigo de largo [—log ﬂ = 2 en
un codigo de Shannon. Por otra parte, como vimos en la parte anterior,
existe un cédigo de Huffman (que es 6ptimo), que asigna una palabra de
codigo de largo 3 al simbolo c.




