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Definicion
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Definicion (Entropia diferencial)
Para una variable aleatoria X con densidad de probabilidad f(z) de soporte S, se

define como:
h(X) :—/Sf(x) log f(z)dx £y [-Le f{z)I

@ Para variables aleatorias continuas

@ Similar a la entropia discreta

@ Algunas diferencias importantes, hay que usarla con cuidado.
@ Puede no existir para ciertas f(x).
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Ejemplos

Ejemplo (Distribucién uniforme en (0, a))

h(X):—/0 %logidleoga

@ Paraa < 1, h(X) = loga es negativa
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Teorema (AEP)
X1...X, variables i.id., X; ~ f(x)

~10g f(Xi, Xz, .-, Xa) = B[~ log f(X)] = h (X)

Definicién (Conjunto tipico)

AP = {(ml,mg,...,zn) e s":

_%logf(mha:g,...,xn)—h(X)‘ ge}

,,/’;) Zu@ f(xq,xt %) = J: ? L’7 ,FC%() — «Effrﬁa?f[x)] =
= Jﬁ»(x)
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Propiedades de A™

Propiedades
o P (AE”)) > 1 — e para n suf. grande
@ Vol (AE”)) < 2"((X)+9) para todo n

@ Vol (AE")) > (1 — €)2""X)=9) para n suf. grande

Las pruebas son andlogas a las demostradas para el conjunto tipico de una variable
aleatoria discreta.
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Algunas observaciones

@ El volumen del conjunto tipico es aproximadamente 2"", o sea el volumen de un
cubo n-dimensional de lado 2".

@ Esto da una interpretacién de h(X) como el logaritmo del lado de un cubo, que
tiene el mismo volumen que un subconjunto del soporte de X que concentra la
mayoria de la probabilidad.
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Entropia diferencial y Entropia discreta (1)

@ Dividimos el soporte S de X ~ f(z) en intervalos de ancho A

@ Para f continua, por Teorema del Valor Medio podemos tomar en cada intervalo

un punto z; tal que

@ Definimos X4 =z; & iA < X < (i +1)A

%)
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Entropia diferencial y Entropia discreta (2)

o Pr{x® =u;} = [(FV2 f(a)dz = Af(x:)
@ X2 es una variable aleatoria discreta con entropia dada por:

oo
—> pilogp;
—o0

_ZAf(xi)log (Af(x:))

H (XA)

_ZAf x;) log (f ZAf x;) log (A)

- Z Af(x:)log (f(x:)))— log A
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Entropia diferencial y Entropia discreta (3)

Teorema (h(X) vs H(X?))
Si f(z)log f(z) es integrable Riemann,

H(X?) +log A — h(f) = h(X) cuando A — 0

@ Sitomamos A = 27", vemos que h(X) + n es aproximadamente la cantidad de
bits promedio necesarios parar codificar X con n bits de precisién.
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Entropia diferencial y Entropia discreta (4)

Ejemplo (X ~ U(0,a), h(X) = loga)
@ Si X ~U(0,1), h(X) = 0 entonces h(X) + n = n coincide con la cantidad
necesaria de bits para describir X con n bits de precision.
@ X ~ U(0, ) Representando X en binario, los 3 bits a la derecha del punto

quedan en 0, o sea que describir X con n bits de precision requiere sélo n — 3
bits, que coincide con h(X) +n = log1/8 + n.

0,000 LD (L~~~

(Facultad de Ingenieria, UdelaR) Teoria de la Informacion Afio 2020 12/20



Entropia diferencial conjunta y condicional

Definicién (Entropia conjunta)

i 4 i 8

Definicion (Entropia condicional)

h(X|Y) = — / F(z,y) log £ (zly)didy

Regla de la cadena

De forma similar al caso discreto, obtenemos

h(X,Y) = h(X) + h(Y]X) yle)+ b (X1%)
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Entropia relativa e Informaciéon mutua

Definicion (Distancia de Kullback-Leibler)

D(fllg) = / flogg

Notar que D es finita s6lo si el soporte de f esta contenido en el de g.

Definicion (Informaciéon mutua)

fly)
I(X;Y) / z,y) lo dxd
f(z,y)log -7~ 7)) 2V
Por definicién se obtiene, al igual que para el caso discreto, que
I(X;Y) = h(X) — h(X]Y) = h(Y) — h(Y|X)

I(X;Y) =D (f(z, 9|l f(2) ()
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Definicion general de informacién mutua

Definicién (Informacion mutua)
Sean X, Y los soportes de X, Y, respectivamente.

I(X;Y) = iugf([X]P; [Y]e)

Donde P = {Pi}i=1..n, ¥ Q = {Q:}i=1...n, SON particiones finitas de X, )/,
respectivamente, y se cumple

Pr{[X]p =i} =Pr{X € P}; Pr{lY]lo=i}=Pr{Y €Qi}.

@ Esta definicién aplica a variables discretas, continuas, y mezclas de uno y otro
tipo.

@ Si P’ refina P, [X]» es funcién de [X]p/, por lo tanto podemos escribir
[Y]o — [X]ps — [X]p y por la desigualdad de procesamiento de datos

I([X]pr; [Y]e) = I([X]P; [Y]e)
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Definicion general de informacién mutua

@ Cuando X,Y son discretas de alfabeto finito, para particiones Py Q
suficientemente finas se cumple que

H([X]p) H(X)
H([Y]e) = H(Y)
H([X]p, [Y]le) = H(X)Y)
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Definicion general de informacién mutua
Varzble F s ﬂ’%forﬁ%;%&‘efm

@ Cuando X continua, Y discreta de alfabeto finito, consideremos particiones Py Q
a intervalos regulares de ancho A. Entonces,

I(X% v =

(Facultad de Ingenieria, UdelaR)

H(X®) +log A — (H(X2|Y®) +log A)
H(X®) +log A —

—Zp =i ( (X2Y2 =) +10gA)

Para A suficientemente chico,

H(X?) +logA —

n_\./——/

—ZP =Y ( (XA|Y =) +logA)
-

> Y —yl( XIY—yz))

h(X) — h(X]Y)

v
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Definicion general de informacién mutua

Xeq = vas

@ Cuando X,Y continuas, también puede verse que
I(X2Y2) = h(X)+h(Y) - h(X,Y) = I(X;Y)
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Propiedades

@ | D(f]||lg) > Ofcon igualdad sii f = g/en casi todo punto

Q| I(X;Y) > 0O[con igualdad sii X,Y independientes —— D

Q I(X;Y)=h(X)—h(X|Y) = h(g) -k (tix)

. @ h(X) > h(X]Y) conigualdad sii X,Y independientes  crn Al eltovney
Q h(X1,Xo,..., Xn) =30 WXl X1, ..., Xi1) e

Q h(X1, Xo,..., Xn) <D R(XH)

Q@SiX—-Y—Z IX;Y)>I(X;2) b ceSon, Aelod

Q (X +c¢) =h(X)

Q h(aX) =loglal + h(X)

@ Para un vector X, h(AX) = log|det A| + h(X)
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La distribucién normal maximiza h para varianza dada

Teorema

Sea X € R™ con media cero y covarianza K = E [XX']. Entonces
h(X) < L log[(2me)™|K]] con igualdad sii X tiene distribucion normal.

Demostracion.

Sea g densidad de probabilidad con media cero y covarianza K.
_ 1 —1xTK-1x

Sea ¢(x) = 7(5)"\/®e 2

D(gll¢) = /glog9/¢= —h(g)—/glog¢

—h(g) — Eg [log ¢(X)]

—h(g) — By [log ¢(X)] porque Ey [X:X;] = B, [X; X}]
—h(g) + h(9)
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La distribucién normal maximiza h para varianza dada Ex*_.p

Teorema k- g%

Sea X € R™ con media cero y covarianza K = E [XX']. Entonces

h(X) < L log[(2me)™|K]] con igualdad sii X tiene distribucion normal.

Demostracion.

Sea g densidad de probabilidad con media cero y covarianza K. 0w tune Viey. K5 G*

Sea =1 3K 'x T _
#() (vam) VIRl © M lsgﬁ Ax < t7 (Lﬁ%);& A(@

S
D(gll¢) = /glog9/¢=—h(9)—/glog¢ &Wﬂg 37 ~

codiene | Kip X%
~hlg) = B [log (X)) i

~h(g) ~ Ey log 6(X)] poraue E, [X.X,] = E, [X.X,] =
—h(g)@ >0

. A y g A b A O)

M@ = za?zwc £ i —
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