
Introducción a la Teoría de la Información
Entropía diferencial.

Facultad de Ingeniería, UdelaR

Año 2020

(Facultad de Ingeniería, UdelaR) Teoría de la Información Año 2020 1 / 20

=> 2024



Distribution Densidad

--
>

K

F(x) = P(X(x) f(x) = F'(x)

F(x) creciente Guid = 1

Ej uniforme



Definición

Definición (Entropía diferencial)
Para una variable aleatoria X con densidad de probabilidad f(x) de soporte S, se
define como:

h (X) = �
Z

S

f(x) log f(x) dx

Para variables aleatorias continuas
Similar a la entropía discreta
Algunas diferencias importantes, hay que usarla con cuidado.
Puede no existir para ciertas f(x).
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Epilogpi

Ef(-tog f(x)]



Ejemplos

Ejemplo (Distribución uniforme en (0, a))

h (X) = �
Z a

0

1
a

log
1
a
dx = log a

Para a < 1, h (X) = log a es negativa
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Ejemplos

Ejemplo (Distribución Normal X ⇠ �(x) = 1p
2⇡�2

e
�x2/2�2

)

h (X) = �
Z

�(x) log �(x) =
1
2
log(2⇡e�2)bits
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una variable

=

media p = 0 n =
=f(x)

(xf(x)dx
verianza t p = Ef((X-r))



·

mejor user en f(x)=
en

. f(x) =
In

r logaea
-

- Jf(x) In f(x) di =* ((2n 02 + + =

-N

↳ he
= ten (2re +2) note

I

= Elog Ere+2) bits . (cambio de base)



Multidimensional f(x) =te
covarianze k = E(xx

+ ] kij = E[XiXj)

h(X) = &log ((2+ e) " (1)

# i

*
= (X, Xc .. - Xn) faussians

Ef(x) = p



AEP

Teorema (AEP)
X1 . . . Xn variables i.i.d., Xi ⇠ f(x)

� 1
n
log f(X1, X2, . . . , Xn) ! E [� log f(X)] = h (X)

Definición (Conjunto típico)

A
(n)
✏ =

⇢
(x1, x2, . . . , xn) 2 S

n :

�����
1
n
log f (x1, x2, . . . , xn)� h (X)

����  ✏

�
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so son iid
,
f(x,, xz -- xn) = f(x) f(x2) - - -f(x)

- t log f(xx ... xn) = 1 Elogf(xi) -> Eg[ologf(x)) =
= h(x)



Propiedades de A
(n)
✏

Propiedades

P

⇣
A

(n)
✏

⌘
> 1� ✏ para n suf. grande

Vol
⇣
A

(n)
✏

⌘
 2n(h(X)+✏) para todo n

Vol
⇣
A

(n)
✏

⌘
� (1� ✏)2n(h(X)�✏) para n suf. grande

Las pruebas son análogas a las demostradas para el conjunto típico de una variable
aleatoria discreta.
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h(x) -E1 -1 log f(x... kn) = h(x) + E

- h(x) +E > logf(m ... (n) < - h(x) - E

-n(h(x) - n (h(X) +z)
2 3 f(x.. - - n) 2



V
. A . discrete : carding v.A contina

-
volumen

Defi vorA = J)S dredez ... de

1 = (sflx , ... ] da--dan) fla --n) dan--dan ?
A

Sam
-n(h(y) +z) -nTh(x)+E]

Vold2
da .

-den = 2

E

VolA2nth(x + 2)



Algunas observaciones

El volumen del conjunto típico es aproximadamente 2nh, o sea el volumen de un
cubo n-dimensional de lado 2h.
Esto da una interpretación de h(X) como el logaritmo del lado de un cubo, que
tiene el mismo volumen que un subconjunto del soporte de X que concentra la
mayoría de la probabilidad.
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Entropía diferencial y Entropía discreta (1)

Dividimos el soporte S de X ⇠ f(x) en intervalos de ancho �

Para f continua, por Teorema del Valor Medio podemos tomar en cada intervalo
un punto xi tal que

�f(xi) =

Z (i+1)�

i�

f(x)dx

Definimos X
� = xi , i�  X < (i+ 1)�
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Entropía diferencial y Entropía discreta (2)

Pr
�
X

� = xi

 
=
R (i+1)�

i�
f(x)dx = �f(xi)

X
� es una variable aleatoria discreta con entropía dada por:

H

⇣
X

�
⌘

= �
1X

�1
pi log pi

= �
1X

�1
�f(xi) log (�f(xi))

= �
1X

�1
�f(xi) log (f(xi))�

1X

�1
�f(xi) log (�)

= �
1X

�1
�f(xi) log (f(xi))� log�
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Entropía diferencial y Entropía discreta (3)

Teorema (h(X) vs H(X�))
Si f(x) log f(x) es integrable Riemann,

H(X�) + log� ! h(f) = h(X) cuando � ! 0

Si tomamos � = 2�n, vemos que h(X) + n es aproximadamente la cantidad de
bits promedio necesarios parar codificar X con n bits de precisión.
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Entropía diferencial y Entropía discreta (4)

Ejemplo (X ⇠ U(0, a), h(X) = log a)
Si X ⇠ U(0, 1), h(X) = 0 entonces h(X) + n = n coincide con la cantidad
necesaria de bits para describir X con n bits de precisión.
X ⇠ U(0, 1

8 ) Representando X en binario, los 3 bits a la derecha del punto
quedan en 0, o sea que describir X con n bits de precisión requiere sólo n� 3
bits, que coincide con h(X) + n = log 1/8 + n.
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Entropía diferencial conjunta y condicional

Definición (Entropía conjunta)

h(x, y) = �
Z

S

f(x, y) log f(x, y)dxdy

Definición (Entropía condicional)

h(X|Y ) = �
Z

f(x, y) log f(x|y)dxdy

Regla de la cadena
De forma similar al caso discreto, obtenemos

h(X,Y ) = h(X) + h(Y |X)
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soporte de les dos

↑ (x) + h(X(y)



Entropía relativa e Información mutua

Definición (Distancia de Kullback-Leibler)

D(f ||g) =
Z

f log
f

g

Notar que D es finita sólo si el soporte de f está contenido en el de g.

Definición (Información mutua)

I(X;Y ) =

Z
f(x, y) log

f(x, y)
f(x)f(y)

dxdy

Por definición se obtiene, al igual que para el caso discreto, que

I(X;Y ) = h(X)� h(X|Y ) = h(Y )� h(Y |X)

I(X;Y ) = D (f(x, y)||f(x)f(y))
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f(EX]

D(f(q) = Eb = If l - E(f(x))
-

-D (f19) = If log = Ef log Ef Jensen
concave

= log Ef() = lo /X = log (g = log) = 0

La divergencia o distencia KL es positive



Definición general de información mutua

Definición (Información mutua)
Sean X , Y los soportes de X,Y , respectivamente.

I(X;Y ) = sup
P,Q

I([X]P ; [Y ]Q)

Donde P = {Pi}i=1...Np y Q = {Qi}i=1...Nq son particiones finitas de X , Y,
respectivamente, y se cumple

Pr {[X]P = i} = Pr {X 2 Pi} ; Pr {[Y ]Q = i} = Pr {Y 2 Qi} .

Esta definición aplica a variables discretas, continuas, y mezclas de uno y otro
tipo.
Si P 0 refina P , [X]P es función de [X]P0 , por lo tanto podemos escribir
[Y ]Q ! [X]P0 ! [X]P y por la desigualdad de procesamiento de datos

I([X]P0 ; [Y ]Q) � I([X]P ; [Y ]Q)
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& 'refire 1 C

2
T &----- ~ representante
-~~ - &

del subconjunto
↓

~-
~+



Definición general de información mutua

Cuando X,Y son discretas de alfabeto finito, para particiones P y Q
suficientemente finas se cumple que

H([X]P) = H(X)

H([Y ]Q) = H(Y )

H([X]P , [Y ]Q) = H(X,Y )

sup
P,Q

I([X]P ; [Y ]Q) = H(X) +H(Y )�H(X,Y ) = I(X;Y )
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Definición general de información mutua

Cuando X continua, Y discreta de alfabeto finito, consideremos particiones P y Q
a intervalos regulares de ancho �. Entonces,

I(X�;Y �) = H(X�) + log�� (H(X�|Y �) + log�)

= H(X�) + log��

�
X

p(Y � = yi)
⇣
H(X�|Y � = yi) + log�

⌘

Para � suficientemente chico,
= H(X�) + log��

�
X

p(Y = yi)
⇣
H(X�|Y = yi) + log�

⌘

! h(X)�
X

p(Y = yi)
⇣
h(X|Y = yi)

⌘

= h(X)� h(X|Y )
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variable y su discretizacion.

y:

-

-

-

ruido decuantificacion



Definición general de información mutua

Cuando X,Y continuas, también puede verse que
I(X�;Y �) ! h(X) + h(Y )� h(X,Y ) = I(X;Y )
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Xe7 continues



Propiedades

1 D(f ||g) � 0 con igualdad sii f = g en casi todo punto
2 I(X;Y ) � 0 con igualdad sii X,Y independientes
3 I(X;Y ) = h(X)� h(X|Y )

4 h(X) � h(X|Y ) con igualdad sii X,Y independientes
5 h(X1, X2, . . . , Xn) =

Pn
i=1 h(Xi|X1, . . . , Xi�1)

6 h(X1, X2, . . . , Xn) 
P

h(Xi)

7 Si X ! Y ! Z, I(X;Y ) � I(X;Z)

8 h(X + c) = h(X)

9 h(aX) = log |a|+ h(X)

10 Para un vector X, h(AX) = log | detA|+ h(X)
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T

-> D*
= h(y) -a((x)

- condiciona
...

codena

procesam.
datos



La distribución normal maximiza h para varianza dada

Teorema
Sea X 2 Rn con media cero y covarianza K = E

⇥
XXt

⇤
. Entonces

h(X)  1
2 log [(2⇡e)n|K|] con igualdad sii X tiene distribución normal.

Demostración.
Sea g densidad de probabilidad con media cero y covarianza K.
Sea �(x) = 1

(
p

2⇡)n
p

|K|
e
� 1

2xTK�1x

D(g||�) =

Z
g log g/� = �h(g)�

Z
g log �

= �h(g)� Eg [log �(X)]

= �h(g)� E� [log �(X)] porque E� [XiXj ] = Eg [XiXj ]

= �h(g) + h(�)
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La distribución normal maximiza h para varianza dada

Teorema
Sea X 2 Rn con media cero y covarianza K = E

⇥
XXt

⇤
. Entonces

h(X)  1
2 log [(2⇡e)n|K|] con igualdad sii X tiene distribución normal.

Demostración.
Sea g densidad de probabilidad con media cero y covarianza K.
Sea �(x) = 1

(
p

2⇡)n
p

|K|
e
� 1

2xTK�1x

D(g||�) =

Z
g log g/� = �h(g)�

Z
g log �

= �h(g)� Eg [log �(X)]

= �h(g)� E� [log �(X)] porque E� [XiXj ] = Eg [XiXj ]

= �h(g) + h(�)
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EXT = P

k = 22
S

-

On line ver . Ke 52

(gloggdx = Eg(logg)hy
logt E k-1continue I ij XiXj-

-

=

00
-

A

loge
*

= loge he =
etc. A
=



Las paginas que siguen descrollan y explican

la deduccion de la entropia de
la normal y

la demostacion de que
la normal marjora

la entropia pere una verianza
dade-



- 2/282
varianze y entropic f(x) =+- e

+

XvN(0 , i) unidimensional h(x) = &log(2+est
↑

~ Nn(0
,
2) multidimensional evarrange k = t[xxt]

-

C 2

f(x) :Fi
it k"s Trijtixixi)

h(X) = & log[(e) 1) tcate
Nota : K es simetriza i si seg



Idin
-> X f(x) Ef(x) Ef(x2) v2= EX - (EX)2

udim[ f(x .. - x) E(x)= k = E(xx)
f

- E(x+ x x)

-> (5) = [i(x)e cor . K-

Ep[xiXj] = Kij = Eg(xixi) Matrig Covarianza



Mayorante
Pera aligerar , supongamos sog que restances la mediz

medic n = E[X] ↓ (i)= stkx

+a Fennik

h(f) = (f(x)(2xt k +x - - (u))2(x1))dx
- --

① = Eh(2)41k)

① = te(i(kijxj) =

= Eli (Kij) = & Ele) (kij
=

=E Ki(k")ij = & &(kk jj = En = Inhe
↑

trage de I

h(d)= en)(2+e)" 1k1) nots



↑ducto de matrices

En general , 2 = AxB Zij = Air Bej
↑

ste eso Kilkip = killetij =

= (kk +
jj
= Etjj = n(taga)
j



Las que siguen son exteutos
auxiliares o

eprcicion .



2

X-f(x) r2 = Ef(x2] H(f) = H(b)
- x7/252

& (x)
↓
↓ 2 [d(xz) = 52-

T

D(f(d)30D(f10) =(fb() =

=
) -St = -H)H,
-

Ef (log()

Ep(log4)
- H($) -



+V + 15

-V
#10

& &

- X

*

I
X X X

X

-

X X



X
,
y v

.
a - X Ulo , at yo 10 , 33

? Soforte (x , 7)

y ? sedesea evantificar Xen n bits precision

h
Y m

1) Dibry sopota of te
evant ficion

2) Expression bare las v .
d -

X
*

Y4

3) Relationer #(X*, YK) con H(X , 4)

h +) Cuandos digitos pere (x , 7) countabits

i



- e-z/zv
.
a . C N R Zert o mess A X

-

X
1 =5 % e

-zdz
= A)->c * ))

1) h(z)
=A) 1 = A = 1

2) W v
.
a . 30 W f de medica

*

↳ dem .
h (W) h(z)

+ +
- z/

E media =(2) = 10 z dz =+ze-Sole de

i = o - xe
-

z()
+ 0

= d

h(z) nats = Je Gle
-

z/)dz =j( +2)

= end + +) = In ed nots h(z) bits = log(de)



conferer on w de desided f (w) Exponencial
-

D(811g)20 (1819) : Eflg() = - h(f) -Ey(2gg)

Constigo le exponencial q(E) = +e-on >= E(W)
Es delir ignal media·
Ef(logg) = Ef[stes + terminos linecles)

=

· = (A + Bz) = Eg(bgq) = h(g)
f
-

zambio sencialh Entonces h (g) >, h(f)



Uniformes h(x, 7) = h(x) +h(Y)

H(x*
, ya) = H(X*) + H(y4)

: H(x0 , ya) = (x, 4) + n + m

h(x) = loga
a

h(x)= logd

H (x4) =
h(x) - log2

= "

= h(x) + n

A(y
*) = h(y) + m

Son independientes.




