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Ejercicio 1

Se considera la estructura mostrada en la figura. Las barras son perfectamente rigidas y los re-
sortes elasticos lineales con constantes elasticas dadas en la figura. La estructura es perfecta, es decir
recta y sin tensiones en los resortes cuando P =0y 6 = 0.

P

Se sugiere trabajar con los grados de libertad indicados en la figura, pero se aceptan grados de
libertad alternativos.

a) Escribir la expresion de la energia potencial total para la estructura dada y bosquejar la curva
carga-desplazamiento fundamental (P > 0).

b) Determinar la carga critica y el o los modos de pandeo correspondientes.

c¢) Determinar cual es la condicion que debe cumplir ky para que, al alcanzar la carga critica, el
tipo de bifurcacion sea estable. Sugerencia: utilizar que

N AN
o0 d62 \sin(0) ) ~ 3

Ejercicio 2

Se tiene una estructura cuyo vector de fuerzas internas esta dado por f;,;(u), donde u es un
vector columna de tamano n con los desplazamientos nodales incognitas. Se quiere encontrar los
desplazamientos de equilibrio de la estructura para una cierta carga cuasi-estatica dada por el vector
de fuerzas externas f.,;. La condicion de equilibrio esta dada por el siguiente sistema de ecuaciones
no lineales:

fint(u) - fe:vt = 0.



Asumiendo que existe el equilibrio estable de la estructura y que usted cuenta con una estima-
cion de la solucién dada por u(®: presente un método iterativo para la resolucion del sistema de
ecuaciones no lineales y al menos dos criterios de parada.

Ejercicio 3

Se considera el sistema estructural mostrado en la figura, donde en el instante ¢ = 0 el proyectil
de masa m; impacta sobre la masa ms con velocidad v. El impacto es inelastico, es decir, que la masa
ms v el proyectil se mueven en conjunto a partir del impacto (su velocidad para a ser la misma). Se
considera la accion de la gravedad.

mq mao

B—
g = 9,81 m/s?
mi = 0,1 kg

L mo = 5 kg

L=3m
K = 300 Nm/rad
v = 100 m/s

Utilizando el principio de D’Alembert, se puede mostrar que la ecuacion que regula el movimien-
to luego del impacto para cualquier magnitud de 6 es:

(my 4+ mo) L*0(t) + KO(t) — (mq + ma)gLsin(6(t)) = 0. (1)
Se pide:

a) Encontrar la expresion de la frecuencia angular de vibracion del conjunto masa-proyectil res-
pecto a la configuracion de equilibrio (# = 0) para pequenos valores de 6.

b) Se integrara en el tiempo usando el Método de Diferencias Centradas con At = 0,25 s. Estimar
el At,, y estudiar la estabilidad del método para el problema considerado.

c) Utilizar la discretizacion de diferencia centrada en la Ecuacion (1) y obtener la expresion
explicita para calcular la solucion numerica del problema.

d) Para poder iniciar el Método de Diferencia Centrada, se considera la siguiente aproximacion
de G,At:

. 1.
Q,At == 90 - eoAt + 500At2
calcule (o estime) los valores 6 y 6, y utilicelos para obtener 6_a;.

e) Obtener numeéricamente los valores 6 para los tiempos desde ¢t = 0 hastat = 1,25 s (inclusive),
utilizando el incremento indicado en la parte b).



Solucion

Ejercicio 1
a) Energia potencial total

1 1
V() = §kuL2 sin(6)? + 5/{992 — P(2L — 2L cos(0))
b) Considerando la aproximacion de segundo 6rden de la energia se tiene
V(0) = L 1262 + Lo0? — P2L 2
2" 2" 2
la derivada de la energia esta dada por:
V'(0) = (k,L* + kg)0 — P2L0

por lo tanto se debe cumplir
(kyL* + kg —2PL)0 =0

por lo tanto
=0

Por otra parte, la derivada segunda esta dada por:
V() = k,L* + kg — 2PL

por lo que la carga critica esta dada por

Ry L? 4 kg

PCT’
2L

Este mismo resultado también puede ser obtenido sin realizar la aproximacion de segundo orden.

Respecto a los modos, dado que el sistema tiene un tnico grado de libertad, el modo de pandeo
es uno y corresponde a la deformada que se muestra en la letra del problema (§ = 1).

c) Se vuelve a trabajar con la expresion de la energia potencial total sin aproximacion

V'(0) = k,L*sin(f) cos(0) + ke — 2P L sin(6)

y se calcula la relacion carga-desplazamiento de equilibrio despejando de la condicion v/(6) = 0,
obteniendo:

k. L*sin(0) cos(0) + ke 1 1 0
P9) = = —k,L 0) + —fp——
(6) 2L sin(6) phulocos(9) + 5rke

Calculando las derivadas e imponiendo la condicion:

lfm P"(6) > 0

0—0

se obtiene la conclusion

kg > 3k, L?

Al verificarse la condicion anterior, la bifurcacion se corresponde con dos ramas estables y una
rama inestable que continua la fundamental luego de superar la carga critica. La suavidad de la
funcion de energia potencial total es la que garantiza que las ramas simeétricas de la bifurcacion sean
estables.

Ejercicio 2 ver apuntes.



Ejercicio 3
a) Dado que se desea tener una estimacion para peguenos angulos, se linealiza la ecuacion, ob-

teniendo )
(my 4 mo)L*0 + KO — (my +my)gL =0

Dada la condicion inicial #(0) = 0 se puede considerar directamente una solucién de la forma
0(t) = Asin(wt). Sustituyendo en la ecuacion se tiene:

[—w?(m1 +mo)L? + K — (my + my)gL] sin(wt)A =0
usando que sin(wt) # 0 se tiene que necesariamente se debe cumplir

K — (my +mg)gL)
o \/ (my + mg)L? B07rad/s

b) Se recuerda la definicion de At., del Método de Diferencia Centrada para un problema lineal:

Tt
Atcr == =0
T

Usando la parte anterior y los parametros, se calcula 7j:

2
Ty = 2L — 34745

Wo

Se tiene entonces
At,, =1,1s > 0,25s = At.

El problema que se resuelve es no lineal, por lo que esta verificacion no es una garantia de
estabilidad numérica, si no que es una indicacion fuerte de que no habrian problemas de estabilidad
numerica.

¢) Dado que se comienza a trabajar en la solucion numerica, se utiliza el subindice ¢ para indicar
el tiempo correspondiente a las magnitudes.

La aproximacion de diferencia centrada para la aceleracion es:

i, — Orine — 20, + 0,y
t (At)”

Sustituyendo en la ecuacion de movimiento y despejando 6, A, se tiene:

KAt? gAt?
0 =12—— |6 — 0,
t+At (i +ma) 2] % At Tt

sin(6;)

d) Por conservacion de cantidad de movimiento se tiene la velocidad inicial de las masas acopla-
das es:

my
Vg = ———v
my + mo
por lo que la velocidad angular inicial es:
== "1 Y _(654rad/s

L mi+mylL

A partir de la ecuacion que gobierna el movimiento y sustituyendo §y, = 0 se tiene que by = 0.
Usando estos valores en la expresion dada en la letra y At = 0,25s, se tiene que:

0_a; = —0,163 rad

e) Usando las partes anteriores se tienen los valores numeéricos de la solucion numeérica

4



k t 0,

-1 -0.25 -0.163
0 0.00 0.000
1 025 0.163
2 050 0.293
3 075 0.362
4 1.00 0.356
5 125 0.275

Se verifica que la solucion es estable numeéricamente.



