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�������� �

������� � ��������������

���� ���������� �� ����� �������� � �������

������������ �� ������� � ������� ���� ���� ��� ���� �� ����� ������� �� �������������� ��
�� ����������� ��������� �x� ���������� ����������� �� ���� �d�� �������������� ��� ������
�� �������� ��������� �� ���� �����

���������������� � ������ �� �� ����������� �� ������������ �� ������� ������� �������
������ ��� �������������� ��� �� ����� ��������� � ����� �� ����� �� ������ ������ ��
��������������� ������� ������� �������� �� ����������� ���������� �� �������� ����������
�� ����� ������ �� �������� ��������� ���������� ����������� �������� ������������

������������ �������������� ���������� ������������ �� ��� �������� ������� �� �����
��� �������� ��������� ����������� ��� ������� � ��������� �� �������������� �� ������
��������� � ������ ��� ��� �� ������� ��������� �� ������� �������� ����� ��������� � ����
�������� �� �������������� �� ��� ��������� ������ ���������� �� ����� ��� �������� ��
������� ���� �� ����� ��� ������

�� �� ������ ��� �� ����������� ��� ��� ������� �����������

������ ���� ���������� ��� ���������������
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������� �� �������� ��������� ������ ���������� ������� ��������������� ������� ������� �����
��� �� �� ��������� ������� �� ��� ������� �� ����� ��� ���������� ��� ��� ����������

������� �� �������� �� ��� ����� �� ������� ��� ������ ���������� �� ������ � �� �������
�� ��� ������������

������� �� �� ������ ���������� ��������� ������������� ��������� ��� �� �� ������� � ��
����������

������� �� �� ������ �������� ��� �������� �� �������� ���������� ������ �� �������������
������������� �����

������� �� ��� ����������� �� ����� ������� ������ ���������������

����� ������ �������� �� ������������� � �� ������� ��������� �� ����������

�� ���� �������� ��� ����������� �� ��� ������� �� �������������� �� ����� ������� � �� ������
������ ����� ������� ������������� �� ����� ��������

���� ����� �� ����������� �� �������� ���������� �� ����� ����
�����

���� �������� ��� ��������� ������������� ������������ �� ��������� ������ ��� ������� �������
��� ���� ����� �� ���������� ���������� �� �������� �� ������� �������������� �� ������ ���
�� ������ ������� �� � ������� �� ����� ������ � �� ������ �������������� � �������������� ���
������� �� ��������� �� ������ x �������� ������� ����� ������ ������� � ���� �� ���
������ �� ������� ����� ������������ ���� ����� �������� �� ���� ����� ���������� �� �������
���������� �� ������� �������

��������� ����� �������� ������������ ��� ��� ���� β ∈ N ��� β ≥ 2� � ��� x �� ������ �����
�������� ����� ��� ������� ����

x = dn · βn + dn−1 · βn−1 + · · ·+ d0 · β0 + d−1 · β−1 + . . . di ∈ N 0 ≤ di ≤ β − 1 i = 0 . . . n

������ ���� ��������� ����� ������ ����������� ���� 0,999 · · · = 1��

��������������� ������������ ��� �������� ������� � ������� ���������������� � β ����� � �� � ��
����������������

������� ������� ���� �� �� ������� ��������� ������������� ���� ����������� �������� ��
����� �� �� ���� �� 10� ���� �� ������� � �������������

5432, 05 = 5 · 103 + 4 · 102 + 3 · 101 + 2 · 100 + 0 · 10−1 + 5 · 10−2

�� �������� �� ���� ������������ �� �� ���������� �� �������� �� 2� ��� �� ����� �� ���������
������� �������� �� ������� ��� ������� ���� �� �� ���� �� ������� ������� ��������

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



�������� �� ������� � �������������� �

���� (+) �������� (·)
0 + 0 = 0 0 · 0 = 0
1 + 0 = 1 1 · 0 = 0
0 + 1 = 1 0 · 1 = 0
1 + 1 = 10 1 · 1 = 1

������ ���� ����� �� ����������� ��������

������� ������� �� ���� ������� �� ��������������� �� �������� �� ������� �� ������ � � � ��
���������� ��� �� ����� �������� ��� ����������� ���� � �������� ��� ������ ����� ����� ���
�� ����� ����

���������� �� ������� �� ��������������

� ������ �� �� ������� ������� ���� �������� �� ���������� ����� ��������� �������� ���� ������
������ �� ����� �������

������� ����� ����������� �� ������� ������� � ��������� ����������� �� �������������� ���
����� ��� ������ 176, 524�

(176, 524)10 −→ (?)2

����� ������� ���������� ��� ��������� �� ����� ������ ���������� ��� ����

������� ��������� �������� �����
��� � �� �
�� � �� �
�� � �� �
�� � �� �
�� � � �
� � � �
� � � �

������� �� ������ ��������� ����� ����� ��� ������ ����������� ����� ������ �� ������ ������ ��
���� ���� ������������ 10110000� ���� �� ����������� ��

(176)10 = 2 · 88 = 22 · 44 = 23 · 22 = 24 · 11
. . . = 24 + 24 · 10 = 24 + 25 · 5
. . . = 24 + 25 + 25 · 4 = 24 + 25 + 27

(176)10 = (10110000)2

����� ����������� ����� ������������ �� ����� ���������� � �� ������������� ��� 2 ����������
������ ��������� ��� ������� �������� �� ������� �� ��� ��� ���������� ���� � �� ������� ��� ��
���� �� �������� �� ��� ���������� �����������

(0, 524)10 −→ (?)2

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



���� ���������� �� ����� �������� �

0, 524 · 2 = 1, 048 ≥ 1 ⇒ d−1 = 1

0, 048 · 2 = 0, 096 ≤ 1 ⇒ d−2 = 0

0, 096 · 2 = 0, 192 ≤ 1 ⇒ d−3 = 0

0, 192 · 2 = 0, 384 ≤ 1 ⇒ d−4 = 0

0, 384 · 2 = 0, 768 ≤ 1 ⇒ d−5 = 0

0, 768 · 2 = 1, 536 ≥ 1 ⇒ d−6 = 1
���

(0, 524)10 = (0, 100001...)2

��� �� ����� ��������� �� ���������� ��� �������

(176, 524)10 −→ (10110000, 100001 . . . )2

�

������ �������������� �� ����� ���

��� ������� ������ ��� �������������� �� ����� ��� �� ���� β ��������� �� ������ ��� ��
��������� � ����� ����� ��� �� ��������� ����������

��(x) = (−1)s · dn dn−1 . . . d0 , d−1 d−2 . . . d−m

������

s� ��������� ��� ������ �������� ����� � � ��

0 ≤ di ≤ β − 1�

��� ������ �� �� ������� �� �������� �� ���������� n+m+ 2 ���� ���� ���� ���������������

������ �������������� �� ����� �������

��� ������� ������ ��� �������������� �� ����� ������� ����������� �� ���� β ����� �����
��� �� ��������� ����������

��(x) = (−1)s · 0, a1 a2 . . . ap� �� �
�������� m

·βe = (−1)s · m · βe−p

������

0 ≤ ai ≤ β − 1�

L ≤ e ≤ U �

s� ��������� ��� ������ �������� ����� � � ��

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



�������� �� ������� � �������������� �

m� ��������

e� ����������

�� ������������� ����� �� �� ����� �� ��� β−1 ≤ m < 1� �������� ��� ��� ������� ������
��������� ���������������� ���������

�� β �� �� m ������ p ���� ���������� e ������ q ���� ���������� � s ������ � ��� ��������� ��� ��
��� �� ���� �� ���� ��������� ���� N = 1+ q + p� �� ������ ��� ���� ��������� ���� ���� ��� ��
����� ���������� ��������� ��������� ������ �� ��������� � ������ �� ������� ���������������

�� ����� ���� ��� ��� ��� ����� ��������� �� �������� ���� �� �������������� �� �������
�� ����� �������� �� �� ����� �� ������ ��� ����� �� ���������� ��������� ������ ���������
� ��������� ����� ���������� �� �� ������ ��� �� ��������� ����� ��������� �� ����� �����
������� ����� ��������� �� ��� ������ ��� �� ������������� ����� ������ ���� �� �� ����� ��

��������� N s p q

������ �� � �� �
����� �� � �� ��

������ ���� ����� �� ��������� ����� ���� ���

������� �������������� ������������ ���� ���� ��� �� ����� �������� �� ��������������� ����
���� ���������� ���� �� �� ����� ������ ���� ��������� � �������� �� �� ���� �� ��������� �������
��� �������� �� ��������� �� �������� �� � ���� ��������� ��� �� ��� ������� ���������

28 = 256 �������

�� ���� ����� �� �� ������� ����������� ���������� ���������� ��� �� ��� �� ����� 127 �� ������
���������� ���������� �� ����� ������ ���� ����������� ������� ����� � � � �����������

���� �� ���� ��� ��������� ��������

E = e− (2q−1 − 1) = e− d d = 2q−1 − 1

�� �������� e = 00 . . . 0 � e = 11 . . . 1
������ ������� ������������ ���� �� ����������

emin = −2q−1 + 2 emax = 2q−1 − 1

��������� emin emax

������ ���� ���
����� ����� ����

����� ����� ��� ���� ������� �� ������ ���� ������������

Realmin = 1, 0 . . . 0 · 2emin

��������� ����min(2) ����min(10)

������ 1 · 2−126 1, 2 · 10−38

����� 1 · 2−1022 1, 8 · 10−308

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



���� ���������� �� ����� �������� �

� ���� ������� �� ������ ���� ������������

Realmax = 1, 11 . . . 1 · 2emax

��������� ����max(2) ����max(10)

������ 1, 1 . . . 1 · 2127 3, 4 · 1038
����� 1, 1 . . . 1 · 21023 1, 8 · 10308

�� �� ����� ��� ������� ��� �� ������� �� �� ������������ �� ��� ������� ������ ��������������
������������ �������� �� ������ ����

�
�
• � � � � � �

e = 0

• � � � � � �
e = 1

• � � � � •
e = 2

�

������ ���� ������������ �� ������� ������ ��������������

����� �� ��� e = 00 . . . 0 � ������� ���� ai = 0 i = 1 . . . p�

0 = (s 00 . . . 0� �� �
m

00 . . . 0� �� �
e

→
�

s = 0 ⇒ +0
s = 1 ⇒ −0

���������������� �� ��� e = 00 . . . 0 � ������� �� ���� ∃ai �= 0, i = 1 . . . p� ��� �� ��
������

xd = (−1)s · 0, a1 a2 . . . ap · 2emin

Realmin����������������� = 0, 0 . . . 1 · 2emin

��������� ����min(2)������ ����min(10)������
������ 1 · 2−127−23 1, 4 · 10−45

����� 1 · 2−1022−52 4, 9 · 10−324

�������� �� ����� �� �������������� ������� � ���� ���� ��� ��������� ���������

������ ������������ �� ������ � ����� ��������

�������� � ������������� ���� ����� ������ ��� �������� �� �������������� ������ ���
��������� ��� �������� ����� �� �������� ��� �� ����� �� ������ ����������� �� ������ ���� ���
�� ���� �������� �� �� ������ �� ���������� ������ ����������� � ����� ���� ���� ������������
������� ��� ������� ������������� �������

��������� �������� �� ���� �� ������ ������������� ��� �������� �� ���� ������������� ��
�������� �� ��� ����� �� ������ ����� �������������� ����� � ��

������������� �������� �� ���� �� ������ ������������� ����� ��� ��������

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



�������� �� ������� � �������������� �

������� �� ��������������� ������� ����� ������������ �� ������������ ������ �� ������ �
��������� ���� ����� ��� ����� �������� ��� �� ��������

�������� x ∈ R �� ����� �� �������� ��� �� ����� ������ ������������� ��� �� ��������
�� ��������� ���� x = ��� � �� ���������� ��� ������� ����� s = 0 � ��������� e =
11 . . . 1� ������ �� ����� ������ �� x �� ����� ��� �� ������ ��� �������� ��������������
� �� �������� ���� �����

��������� x ∈ R �� �� ���� ���� ����� ����� �������� ��� ��������� ������ ���������
����� ��� ��� ������� � ������

������ ������� �� �������

��������� ����� �������� �� ��������� ���������� ������� �� ������� �εmach� � �� ����������
����� ��� ������� � � �� ��������� ������ ������������� �� �� ������� �� ����� ��������

�� ������ � ������ ������ �� ������� ���� �� ���� ��� �� �� ����� εmach ���� ��������� �����
�2, 22 · 10−16� � ������ �1, 19 · 10−7� ���� ���� ����� ������� �� ������ ��� ���������� ������������

�� � � � � ���� ���� � �������

�� � � � �������

��� � � � � �� ����������� � �� ���

�� � � � � ���� ���� � �������

�� � � � �������

��� � ���������� � � �� �������� � � �� ���

�� ��� �������

��� � ���������� ��� ������� �� ��������

������� �������� �� ���� ����� ��� ������ ������� �������� �� ��� ���� ����� �� � �� ���������
������ ������� ������� εmach/2�

���� ������� ��������� � ���������

��� �.� �� ����� ���������� �� Rn� ������������ ��� ���������� ������������

��������� ����� ������ ���������� ���� x ∈ Rn �� ������ �� ������� ��������� � �����������
� x̄ ∈ Rn ��� ������������ �� x� �������� �� ����� �������� �� x �Δx� ���� �� ����� �� ��
���������� ����� ����� ��������

Δx = �x− x̄�
��������� ����� ������ ���������� ��� x ∈ Rn �� ������ �� ������� ��������� � �����������
� x̄ ∈ Rn ��� ������������ �� x� �������� �� ����� �������� �� x �δx� ���� �� ����� �� ��
���������� ����� ����� ������� ����� �� ����� �� x�

δx =
�x− x̄�
�x� x �= �0

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



���� ����� �� �������������� �

���� ����� �� �������������� �� ����� ��������

���� �� ����� ���� x ∈ R � �� �������������� ����������� PF (x) ��� p ������� ����� �� �� ����

x = 1, a1a2 . . . apap+1 · · · · 2exp PF (x) = 1, a1 a2 . . . a
�
p · 2exp.

���� �������� �� ����� �� �� ������������ �� ����� �������� ����������� �� ��������� �� �����
��������

δx =
|PF (x)− x|

|x| =
|1, a1 a2 . . . ap ap+1 − 1, a1 a2 . . . a

�
p| · 2exp

|1, a1 a2 . . . ap ap+1| · 2exp
������������

δx =
|0, 0 0 . . . (ap − a�p) ap+1 . . . |

1
≤ εmach < 2−p−1

��� �� ������
|PF (x)− x|

|x| ≤ εmach.

����������� ������ ��� x ∈ R �� ���� � PF (x) �� ��������������� ��������

PF (x) = x(1 + δx) |δx| ≤ εmach

�������������
|PF (x)− x|

|x| =
|x(1 + δx)− x|

|x| =
|xδx|
|x| = |δx| ≤ εmach

������ ����������� �� ����� �������

�� ���������� �� ����� ������� �� �� ����������� �� ������� ������������� ��� ����������� ��
����� ��� ������ � �� ���� ��������� �� ������ �� �������� ��������������� ��� �� ����� ��
��������� �� �������� �� ������� ��� ��������� ������ �� ��������

������� ����� ������������ �� �������� ������� ��� ���������� ����������� �� �������

�� �� � �������� � �������

��� � �

�� � � �������� � ��������

��� � ������

������� �������� ��� �� �� ������ ����� �� �� ���������� �� ������� � ���� ��������� � ����� �
����������� �� �� ������� ���� ������ ��� ���������� �� ������� �� ������� �� ������� ��� ��
����� �� ��� ������ � � �� ������� �� ��� ��������� � �� �

�� �������� �� ����� �� �� ��������� �� ���������� ������� ������ �� �������� �� ����������� ���
�� ��������� ��� �� ����� ���������� ��� ������ �� ������ �� ��� �������

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



�������� �� ������� � �������������� �

��������� ����� �flop�� ����������� ��� flop � ��� ������ ��������� �� ����� ������� ������
������ �������� � ����������

�� �� ���� �� �� �������� ������� �� ��� �������� �� n ���������� �� �������� �� flops �� �����
� 2n− 1�

������ ����� �� ��������� ��� ������� ��������������

���� ��� ����������� +,×,− � / ���� ����������� �� ����� �� ������� x ∈ R, x = PF (x)
y ∈ R, y = PF (y)

PF (x ◦ y) = (x ◦ y) (1 + δx+y) |δx+y| ≤ εmach

������ ◦ ������ �� ��� ����������� ������������� ���� �� ���� � ��� ��� �������� ������ ���
��� ��������� ��� �� ��������� �� �� ���������������

������ ����� �� ��������� ��� ������� ������

���� x � y ��� ������� ������ ��� �� ����������� ���������������� � ������� �� ��������������

x ∈ R, PF (x) = x(1 + δx), |δx| ≤ εmach

y ∈ R, PF (y) = y(1 + δy), |δy| ≤ εmach

������������ ���� �� �� ����� �������� �� �������

����

δ+ =
|x+ y − (PF (x) + PF (y))|

|x+ y| =
|x δx + y δy|

|x+ y| =
x |δx|+ y |δy|

x+ y

��� �� �����

δ+ ≤ x+ y

x+ y
εmach ≤ εmach

����� ��� �� ����� �� ����� ���� ������� � �� ���� �� ����� � �� �� �� �������������� �� �����
��������

�����

δ− =
|x− y − (PF (x)− PF (y))|

|x− y| =
|x δx − y δy|

|x− y| =
x |δx|+ y |δy|

x− y

��� �� �����

δ− ≤ x+ y

|x− y| εmach

���� ����� �� ���� ������� �� x ≈ y

δ− ≤ 2x

|x− y| εmach ≤ 2εmach

|1− y/x|

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



���� ������� �� ��������� ��� ��������� ������������� ��

��� �� ����� �� �������� ����� �� ������� ��� �������� ������� ������� �� ����� ������ � ��
����������� ���� �������� ����� �� ������ �� ����������� ������������

������� ����� ������������ ������������� �� ������ �������� �� �������� �� �� ��������

x2 − 56x+ 1 = 0 ⇒ r1,2 = 28±
√
783

������������ ��� ������� � ������ �� ���������� �� ������ ���� �� ����� �������� ��� ����� ����
����������

r1 = 28 +
√
783 ≈ 28 + 27,982 = 55,982± 0,005 �� �������

�� ��������� �� ����� �� �������� �� ������� ���� �� ������� ���� ����� �� ��� ������� ��� ��������

r2 = 28−
√
783 = 28− 27,98213 · · · ≈ 0,018± 0,005 �� �������

��� ����� �� ������ ���� �� ���������� �� �������� ���� ������ �� �������� �� �� ���� � �� �����

x2 − 56x+ 1 = (x− r1)(x− r2) = x2 − (r1 + r2)x+ r1 r2

���������� �� ����� r1 ��������� � ���������� r2

r2 =
1

r1
=

1

55,982
= 0,17862 �� �������

�

����������� ������ �������� ���������� �������� ���� ������ ��������� ��������� ���� ��������
���� ������������ �������� ����

���� ������� �� ��������� ��� ��������� �������������

��� f ��� ������� ���� f(x) : R −→ R� �� ����� C2� ���������� �� ��������� �� �� ��������
�������

df

dx
(x) = ĺım

h→0

f(x+ h)− f(x)

h
.

�� �� ������� �������� ������� �������������� ��� �� ������ �� ��������� ���������� ������� �
������������ ���������� ������� �� �������� ���� ������������� ���� �������� ������������� ��
������ �� �������� �������������� ���� ��� ������� �� �������� ����������� Δf(x),h ���� ��
���� h ∈ R+ ��������

������� ������������ ��� ������� ��������� �� ������ ���� �������� � �� ������������ ��� �������
�� ������� ��� ������������ ��� ����

����� ������ � �� �������� ��� ��������� �������� �� ��� ���������� ����� �� ���������

����� ������ �� ������������ �� �� ����� ������� �� �� ���������� �� ������ ��� ��� �� �������
�� ��������� �� ��� ���������� ����� �� �������������

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



�������� �� ������� � �������������� ��

������ ���������� ����� ��������

���� ������������ �������� �� ��������� �� �������� �� �� ������� ���� �� �������� ������������
������� �� ������ ����� x � x+ h�

Δf(x),h =
f(x+ h)− f(x)

h

� ������������ ������������ ��� ���� �������� ���� �� ����� �������� ����� �� ����� ���� �� ��
�������� � �� �������������� �� ����� ������� �� �� �������� ������������

������������� =

����f �(x)− PF (f(x+ h))− PF (f(x))

h

����

. . . =

����f �(x) +Δf(x),h −Δf(x),h −
PF (f(x+ h))− PF (f(x))

h

����

. . . ≤
��f �(x) +Δf(x),h

��+
����Δf(x),h −

PF (f(x+ h))− PF (f(x))

h

����
������������� ≤ ���������� + �������

���� ����� ����� ��� ������������ ��� ������ � �� ������������ �� ��� �������� ��� ����������
�� ������� � �� ����� �� ����� ������� �� �� ������ ���������������

����� �� ������������

���������� ������ ������� �� ����� x�

f(x+ h) = f(x) + f �(x)h+ f
��
(c)

h2

2
c ∈ [x, x+ h]

�������� ������� �������� �� �������� ����������� �� ���� h

Δf(x),h − f �(x) =
f(x+ h)− f(x)

h
− f �(x) = f

��
(c)

h

2

��� �� ����� ��������� ��� ����� ������������ ���� �� ����� �� ������������

����������� =
|f ��

(c)|
2

h ≈ |f ��
(x)|
2

h

�� �������� ��� ����� ��� �� ����� �� ������������ �� �� ����� h� ���� �������� ��� ����� ����
�� ����� ������ ����� ��� �� ���� h�

����� �� ����� �������

PF (f(x+ h)) = f(x+ h) (1 + δh) |δh| ≤ εmach

PF (f(x)) = f(x) (1 + δf ) |δf | ≤ εmach

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



���� ������� �� ��������� ��� ��������� ������������� ��

������� =

����
PF (f(x+ h))− PF (f(x))

h
− f(x+ h)− f(x)

h

����

. . . =
|f(x+ h) δf(x+h) − f(x) δf(x)|

h

. . . ≤
|f(x+ h)| |δf(x+h)|+ |f(x)| |δf(x)|

h

. . . ≤ |f(x+ h)|+ |f(x)|
h

εmach

������� ≤ 2|f(x)| εmach

h

�� ��������� �� �� ����� ���� �� ����� �� ������������� ���� ����� �� ������������ ������������
�� ����� ���� �������� ��� �� ���� ��������� ������� ���������� �� ����� ����������� � ��
�������������� �� ����� ��������

�� ��� ��� ���� �������� ������� ������������� �������������� �� ��� ��� �� ���� �� �������� ��
���� ������� ���� ��������� �� ����� �� ������������� ���� ��� ���� �� ���� ��������� �������
�������� �� ������� �� ����� ��������

��� ������ �� ����� ����� ���������� ����� ������� �� ����� ���� �� ������

���������� ≤
2|f(x)| εmach

h
+

|f ��
(x)|
2

h

���� ������ ���� ��� h ����� ��� �������� �� ���������� ������ �� ����� �� h ��� ��������
�� ����� ������ ���� ���� ���������� �� ��������� ��� ����� �������� � �� ��������� ���� ���������
�� ������

d�����
dh

= 0

���������� �� ��������� ��� ����� ����� ���������

−2|f(x)| εmach

h2
+

|f ��
(x)|
2

= 0

��� �� �����

hopt = 2

�
|f(x)|
|f ��(x)|

√
εmach

��� ������� �� f
��
(x) ≈ O(f(x)) �������� hopt ≈

√
εmach = 10−8

������ ���������� ��������

�� ���� ������������ �� �������� ��� ������ x + h � x − h � ������� ��� ��� �� ����� ��
������������ �� �� ����� h2

Δf(x),h =
f(x+ h)− f(x− h)

2h
Etrunc = O(h2)

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



�������� �� ������� � �������������� ��

h

f(x)

ETR = |f ��
(x)|
2 h

EPF = 2|f(x)|εmach

h

ETOT = EPF + ETR

������ ���� h ������

��������� �� ���������� �� ������ �� �� ����� x ������� ���� ���� h � −h�

f(x+ h) = f(x) + f �(x)h+ f
��
(x)

h2

2!
+ f(c)

��� h3

3!
c ∈ [x, x+ h]

f(x− h) = f(x)− f �(x)h+ f
��
(x)

h2

2!
− f(d)

��� h3

3!
d ∈ [x− h, x]

����� �������� ������� � �������� ����������

f(x+ h)− f(x− h) = 2h f �(x) + (f
���
(c) + f

���
(d))

h3

3!

��� �� ����� �� ����� �� ������������ �����

Etrunc = |Δfx,h − f �(x)| = |f ���
(c) + f

���
(d)| h

3

3!

1

2h
≈ |f ���

(x)|
3!

h2

������ ������������ �� �������� �������

�������� �� �� ��������� �� �������� �������

f
��
(x) = ĺım

h→0

f �(x+ h)− f �(x)
h

� ����������� ��� ��������� ���������� ��������� ��������������

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



���� ������������� �� ���������� ��

������� ����� �������� ������ �� ������������ �� ���������� ����� �������� ���� ����
��������� ���������

Δ2fx =
Δfx+h −Δfx

h
=

f(x+ 2h)− f(x+ h)− (f(x+ h)− f(x))

h2

���������� ��� ������ �������

Δ2fx =
f(x+ 2h)− 2f(x+ h) + f(x)

h2
.

������� �������� �� ����������� �� �������� f �(x) ���������� ���������� ����� ������ �����
����� �� ��������� ���������

Δ2fx =
f(x+ h)− 2f(x) + f(x− h)

h2
.

����� �� ������������

���������� �� ����� �� ������������ ���� �� ������� ��������� ��������� ������ ��� ���� h �
−h � ������� ������� � ��������

f(x+ h) = f(x) + f �(x)h+ f
��
(x) h2

2 + f
���
(x) h3

3! + f iv(c) h4

4!

+

f(x− h) = f(x)− f �(x)h+ f
��
(x) h2

2 − f
���
(x) h3

3! + f iv(d) h4

4!

f(x+ h) + f(x− h) = 2 f(x) + f
��
(x)h2 + f iv(x) h4

4!

��� �� ����� �� ����� �� ������������ ���� ���� ��� �� ��������� ���������

����
f(x+ h)− 2f(x) + f(x− h)

h2
− f

��
(x)

���� ∼=
f iv(x)

4!
h2

���� ������������� �� ����������

�� ������ �� �� ���������� �������� ����� �� �� ������� ����� ������� �� �������� ����������� ����
������� �� ����� �� ������������ �� �� ���������

��� �������������� �� �� ���� ��������� ������ ��� ���������� �� ������� �� �� ���������� ��������
���� ����� �������� �� h

10 �

Δf(x), h
10

=
f(x+ h

10)− f(x− h
10)

2 h
10

= f �(x) +
f

���
(x)

3!

h2

102
+

fv(x)

5!

h4

104
+ . . .

��������� ���������� ���������������� �� ��������� �������� ��� �� �� �� ���������� ��������
�������� ��

Δf(x),h − 100Δf(x), h
10

= (1− 100)f �(x) + o(h4)

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



�������� �� ������� � �������������� ��

�� ����� ��� �������� ������� �� ����� �� ������������ �� �� �������� �� ��� ������� � �����
h4 ������� ��� ��� �� ������ �������������� ����������� f � ��� �� �������� ����������� ������
�� ����� ��� h��

Δf(x),h − 100Δf(x), h
10

1− 100
= f �(x) + o(h4)

���� ���� ����� ������������� � ��������� ������������ ��� ������ ��� ��������� ��� �����
�� ������������ ���� �� ��������� �� ��� ����� �� ���������� �� ���� ������� ����������
�������������� ����� �������� �� ������� ������� �� ����� ��� ������

��� x ∈ R �� ����� ��� �� ����� ������� � ������ �� ������ ����������� T (h) � ��� ������� ��
��������� ����������

T (h) = x+ a0 h
p1 +O(hp2) 1 ≤ p1 < p2

�� ������� ��� �� ������� �������� x � ������� ��� ������������ �� ����� p1� ������ �� �������
a0 h

p1 � �� �� ���� ��� �� ����� ������� ��� ����� ������������ �� x �� ����� ����� �p2� �������
������� �� ��������� �������������

T (h) = x+ a0 h
p1 +O(hp2)

T (q h) = x+ a0 q
p1 hp1 +O(hp2)

���������� �� ������� ��� q � ����� ������� � �������

T (q h)− T (h) qp1 = (1− qp1)x+O(hp2)

�������� �������� �� ������� ao h
p1 � ���������� ��� ������������ �� x �� ����� p2�

R(h) =
T (q h)− T (h) qp1

1− qp1
= x+O(hp2)

������� ���������� �� ������� ���� ������� ������� ��������� ������ � ������������ ����������
�� ��������� ������� �� �� ������������ �� �����������

R(h) = T (h) +
T (q h)− T (h)

1− qp1� �� �
���������� �� ����������

.

����������� �� ������ ��������� �� �������� �� ���� ��������� ������� ��� �� ��� ���������� �� ��
������� �� �� ���������� �������� ����� T (h) ������� �� ��� �� Δf(x),h� x ��� �� �� ����� � �������
��� �� ��� ���� �� �������� �� f � p1 = 2 � p2 = 4� �� ����� �� q ������� ��� 1/10� � �� ��������

��� ����� ���������� R(h) =
Δf(x),h−100Δ

f(x), h
10

1−100 �

���� ����������� �� �������

���� ��� ������� f(x) : Rn −→ R� z = f(x)� �� ���� ����� ������� ���� ���� �� ����� � ��
��������� �� �� ����� �� z �� ����� �� ����� � ��������� �������� ���� ��� ������� xi�

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



���� ����������� �� ������� ��

������� �
xi ∈ R i = 1, . . . , n ������� ������������ �������
x̄i ∈ R i = 1, . . . , n ������� ��������� �����������
x̄i = xi + εi i = 1, . . . , n

�� ���� ����� ��� ������� ��������� �� ���� ���������� ��� ������ x ����

Δxi = |εi| ∈ R+ i = 1, . . . , n

����� �������� ������� �� ������� f(x)�

z = f(x1, x2, . . . , xn)

���� ���� ��� ���� ���������� ����� ������� �������� �������

z̄ = f(x1 + ε1, . . . , xn + εn)

��� �� ��� �������� ����� ���� �� �� ����� ��� ������� ����������� �� z

Δz = |f(x1 + ε1, . . . , xn + εn)− f(x1, . . . , xn)|

��������� �������

f(x1 + ε1, . . . , xn + εn) ≈ f(x1, . . . , xn) +
n�

i=1

∂f

∂xi
(x1, . . . , xn) · εi

��� �� ����� ��������� �� ��������� ��� ����� �� z

Δz ≈
�����

n�

i=1

∂f

∂xi
(x1, . . . , xn) · εi

����� ≤
n�

i=1

����
∂f

∂xi
(x1, . . . , xn)

���� · |εi|

��� �� ����� ��������� ��� �� ����� �������� �� z ���� ������� ������������� ��� �� ���� �� ���
������� ��������� �� xi ������������� ��� �� �������� ������� �� f ����������������

Δz ≤
n�

i=1

����
∂f

∂xi

���� · Δxi

������� � �� ���� ���� ������������ �� ����� �� ���� ���������� εi ���� ��������� ����������
�������������� ��� ��������� ���� � �������� ������

�(εi) = 0 ���(εi) = Δ2
xi

< ∞

Δ2
z = ���(z) = ���(f(x1 + ε1, . . . , xn + εn))

���������� �������

f(x1 + ε1, . . . , xn + εn) ≈ f(x1, . . . , xn) +
n�

i=1

∂f

∂xi
(x1, . . . , xn) · εi

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



�������� �� ������� � �������������� ��

�������� �� �������� ����� ����� �� �� �������� � ������������ ������� ��������� �����������

���(f(x1 + ε1, . . . , xn + εn)) ≈
n�

i=1

�
∂f

∂xi

�2

· ���(εi)

��� �� ����� ����������

Δz =

����
n�

i=1

�
∂f

∂xi

�2

· Δx21

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



���� ���������� ��

���� ����������

��������� �� ��������� ����������������� ��� ���������� ������� �� �� ������������ ��� ���
������ �� ����������

��� �� ����� εmach ������� ���� �� ������ x ��� ��� �� �������������� �� ����� ������� ��
1 + x �� ����� ��� 1�

��� �� ����� ������ �������������� ��� �� ����� ������ �������� ��������������

��������� �� ��� Pn = (xn, yn)� n ∈ N� �� �������� ��������� � ������ �� ������� ��������� x0� y0�

��� �� ������� �� �����������

�
xn+1 = {2xn + yn}
yn+1 = {xn + yn} ����� {u} �� �� ����� ������� �� u�

��� ������� ��� �� x0 = y0 =
1
2 �������� Pn �� ��������� ��� Pn+3 = Pn�

��� ������� �� ��� ������ �� x0 = y0 =
1
3 �

��� ���������� �� �������� ��� ������� � ������� ��� �������� ��� ������ Pn �� ���� ���
�� ��� ���������� ����������� �������� �� ��������� ���������

��������� �� ������� �������� � ���������

��� �� ���������� ��� ��������� C� �� ������ �� ����� ����� ��� �� ����� �������� �� �� �����
��� ��� ��������� �� ��������� C� ����� �� �� ����� ���������

��� �������� ������� ��� ������
√
22 ����� ����� ���� ������������ ��� �� ����� �������� ��

������ �� �����

��� �� ��� �������� �� ������� �� ����� v = 17261� �� ���� ��� �� ����� �������� �� ��� ���
����� ������� ���������� v ���� ������� ���� ������

��������� �� �������������� ������� �� �������� ��� ����������� ����� �� ������� �� �����
������� ������� ��� � ������� �� ��������� � � ������� ���� �� ���������� �������� ������� �����
������ ������ ������������� ��� ����� ������������� ������� ��� �� ����� � �� ����� ����������
����� ������� �������������� ������������� ������ �� ����� εmatch ���� ��������� ���

��������� �� ����������� ����������� � ���������

��� �� ����� �������� ������������� ĺım
n→∞

� n+1

n
log(x) dx� ����� ����� ������������ ����� ���

������ ���� ������ ������� �� ����������� ������������

��� ��������� �� ��������� ex

ex+1 ���� ����� ��������� �� ������� ������� �� x �������� �������
�� ���������

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



�������� �� ������� � �������������� ��

��� ������� ��� �������������� ��� ������ ������ �� ����������� �� �������� ���� ��������
�� �������� �� cos(x) ���������� �� �������� ����������� cos(x+h)−cos(x)

h � ����� ������������
����� ����� ���������

��������� �� ������� �� ������������

��� �� �������� �������� �� �� ������ �� ���� �������� �� �� 1,5± 0,05 �� ������� �� �������
���� �� ����� ���������������� ����������� π � 3,1416�

��� �� ����� ����������� ���� �������������� ���� ��� ���� ������� ���� ��� ����� �������
������� ��� ����� ���� ������� �� ���� ��� �� ����� �������� � �� ����� ���������

��������� �� ������� �� �� �������� ��� �� �������� ������������ ���� ��� ������� f : I → R
�� ����� C∞� ����� I ⊆ R �� �� ���������� �� ����� �������� �� �������� f �(x) �� �� ����� x ∈ I
������ �� ���������� ����� �������� �� x� �� ������ ��������� �� �������

f �(x) = ĺım
h→0

f(x+ h)− f(x)

h
.

�� ��������� ������������� �� �������� ��� �� ���������� ����� ��������� ���� ��� ���������
�� �� h ������� �� ����� �� ������� ��� ����� �� �������� �� ������ ����� ���� �� ����� ��

������������� ��� �������� �� ����� �� h ������� ��� �� ����� ��� �� ������ ������ h → 0� �
�� ������� ����� �� ����� �� �������� ��� ��� ��� ������� ��������� �� �� �������� ����� �� ��
�������������� ���� �� ��� ������������

��� �������� �� �������� �� �� ������� f(x) =
√
x �� �� ����� x = 1� ��� �� ���������� �����

�������� � ������ h = 1,5k ��� k = 0, 1, . . . , 100� �������� ������ ������ ������������ ��
����� �������� �������� �� ������� �� h� �������� �� �������������� ����������

��� ������ ��� ���������� ������ �� ����� ����� ��� ������� �� ����������� � �� ���������
������� �� ����� �� h ������ ���� �� ������� ��������� ������ ���� ����� �� h ��� �� ���������
�������� �� �� ����� ���������

��� ������� ��� ������ ��� � ��� ���� �� ������� tan(x) � �� ����� x = 1,57�

��� ������� ��� ������ ��� � ��� ���� �� ������� �� �� �������� ������� �� f(x) =
√
x �� ��

����� x = 1� ������ �� �������������� ����������

f ��(x) � f(x− h)− 2f(x) + f(x+ h)

h2
.

��������� �� ������������� �� ����������� ��������� ��� �������������� ���������� �� ��� �����
������ ��������� �� �� ��������� ���������

��� � ������ ��� ������ �� �������������� ���������������� � ��� ���������� ������� �� h� ���
������������� �� ���������� ���� ������ �� ����� ������ �� ��������������� ��� �����
������ ������ ��� ������� �������

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



���� ���������� ��

��� ������� � ������� �� ����� ��������� ������������ ��� �� ��������������� � ��� ���������
������ �����������

��� ������ �� �������������� ������������ �� ������ ������ ��������

��������� �� �� ����� ������ ��� ������ ������ �� ���������

P4(x) = x4 − 12x3 + 54x2 − 108x+ 80,99999999999999.

��� �������� �� �������� ������ �� ������� ������ ���� ������� ��� �� ������ �� �����������
��� ����������

��� ���������� ��� P4(x) = (x− 3)4 − 10−14� �������� ������������� �� ���������

��� ��������� �� �������� (x−3)4 = 0� ��� �������� ������ x = 3 � �� ��������������� ��������
��� �������� ������������ �� ��� ������ ��� � ���� ����� �� ����� ����������� �������� �� ��
���������

��� ����� �� ���������� �������� �� ��� ����������� �� �� �������� �� ��� ������ ������� � �� �� ��
����� ���� �������� ������������ ����� �� ������ �� ��������� ��� ��������� ������� ����
�� ����� ����� �� ����� �������� �� �� �������� � �� ����� �������� �� ��� ����� �� ��������

��������� ��� �� ����� �������� ��� ������� �� �� ������� ����������� � ������ �� �� ����������
�� �����

ex = 1 + x+
x2

2!
+

x3

3!
+ · · ·+ xn

n!
+ · · · =

∞�

n=0

xn

n!
.

��� ��� �� �������� ���� ���� �������� �� ���� ��������
����� n = 100� ���� �� ����� �� ������� �� x�

��� ���������� ��� ������ ��� �� ����� �������� �� ��� ���
�������� ��������� ���������� ��� �� ������� ��� �
������� ��� ��������� ������ �� ��� ��� ������ ���
��������� ����������

��� ������ ��� �������� ���� ����� �� ������� �� ��� �������
���������� ��� ����� ����������

���������

������������������

���� ����

����� �����

����������

������

���������

���

��������� ��� ���� ��������� �� �� ������ ������� ������������� �� �������� �� ��� ������� f
�������� �� ��������� �������������� ��� ���������� ���������

f �(x) � Δf =
f(x+ h)− f(x− h)

2h
.

��� ����� ��� ���� ���� �� ����� �� ������������ ������ � �� �������������� ������

��� ������ �� ����� �� �������� ������ �� ��� �� ���������� �� ����� ��������

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



�������� �� ������� � �������������� ��

��� ������ �� ����� ����� � �� h �������

��� ������ �� ��������� ������ f �(x) � �� ����� ���� f(x) = ex �� x = 0� ������� Δf ���
f �(x) ���� ���������� ������� �� h ������ h = 10−n� n = 1, 2, . . .� � ������� ��� ������
������������ ��� �������� �� h ������ ���������

��� ������ �� �������� ���� f(x) = sen(x) �� x = 0 � �������� ��� �����������

��������� ��� �� ��������� ���������� �� ������ �� �������� �� ����� �� �������� arcsenh(x)
���� ������� ��������� �������� �� �������� �� ���� ��������� �� �������� �� �������� � ��������
��� ���������

��� ������� arcsenh(−1030) �� ��� ������� ������ �� ������� arcsenh(x) = log(x +
√
x2 + 1)

� ���������� �� ������� ������

��� �������� �� ��������� �������� � �������� ��� ����� �� �������������

��������� ��� ����������� ��� ����� �� ���������

��� ������� ��� �� ������ ��� �������� x > 0 ��� ����� �������� δx ������� �� �������� � x�
�� y =

√
x ������ �� ����� �������� δy �� ���� � x � δx� ������ ������� �� ����� ��������

Ry �� y �� ���� x � �� ����� �������� �� x� Rx = δx/x�

��� �� ��� ���������� x1, x2 > 0 �� ������� ��� ����� δx� ����� ��� ���� �� ����� �������� �� ��
�������� z =

√
x1 −

√
x2�

��� �� x1 = 9× 1014 +1 � x2 = 9× 1014 − 1� ������� �� �� ����������� �� ����� z� �������� z1
�� ��������� ��������� ����� �� ����� δz = z − z1 �������� ������� ���� ��������� �����
�� z �� ��������� ��� ������� z = x1−x2√

x1+
√
x2
�

��� ������� δz ��� �� ���� �������� �� ��� ���������� ��� �� ����� �� ���� ���� � �� ������
������ ��� ����� �������� �� ��������� x1 � x2 �� ����� ��������

��� ���� �������� ��� ����� �� ����� �������� ������� ��� x1 � x2� � �� ���� ��� z��

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



���� ���������� ��

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



�������� �

�������� �� ���������� ��������

���� ������������

�� ������� ��m ���������� �������� � n ���������� ������ �� �� �������� �� ���������� �����������
�� �� ������

n�

j=1

aij xj = bi xj , aij , bi ∈ R ∀ i = 1 . . .m

�� ���� ����� ��� ������������ �� �������� ��������� ���� Ax = b�

A =




a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
���

���
� � �

���
am1 am2 . . . amn


 ∈ Mm×n(R) x =




x1
x2
���
xn


 b =




b1
b2
���
bm


 .

���� ������� ����� �������� ����� �� � ���� ��m = n � |A| �= 0� �������� ������� ��� �� ����������
����������� ����� �� ���� �������� ������������ ��� �������� �� ���� ������

�� �� ���� �� m > n ������� ��� ���������� ��� ���������� ��� �� ������ �� �� ������ b ��
��������� �� ������� �������� ��� ��� �������� �� A� �� ������ ��� �������� ��� �������� �����
��� ����������� ������� ��� �� ������� �� ������������� ��� �������� ������� �������� ����
�������� ���� ���� �� ����������

������� �������� � ���������� ��� ������� �� ���������� �� �������� �������� ������ ���
����������� �� ��� ���������� ��� �����������

��������� ��������� �������� ����� �� �� ������ ����� �� ������������ �� ������� ���������
������� �� �������� �� �������

����������� ��������� ��� ������������ �� �� �������� �x̄k�� ����� �� k ������������ ��
�������� �� ������ ������������� ��� ���� �����

��



���� ������� �������� ��

���� ������� ��������

��� ������� �������� ������� ���������� ����������� ����� �� �������� ��� �������� ����� ��
������ ��� �� ��� �������� ��� ���������� �� �� �������������� ����������

������ �������� �� �������� ������������

������������ ��� ������� �� ���� ���������� �� �������� ��������� ��� �� ��������� ������� 3×3
���������� �������� �� ���������



a11 0 0
a21 a22 0
a31 a32 a33






x1
x2
x3


 =



b1
b2
b3


 .

��� �������� ��� ������� ��� ����� ����� ������������� ���������������� �� �� ��������� ������

Ax = b A =

�
❅
❅
�
�

���� ��� �� ������� �� �� ��������� ��� �������� �� �� �������� aii� i = 1, 2, 3 ��� ��������� � �����
��� �� ����� �� ������� �������� �� �� ��������� ������

x1 =
b1
a11

, �����

x2 =
b2 − a21x1

a22
, �����

x3 =
b3 − a31x1 − a32x2

a33
. �����

���� ��������� ����� ��� ��������� ���� �������� ������������ ���������� �� ����� n� �� �� �����
Ax = b� ���� ������ ����� �� ������ �� ����������� ����� ���������

x1 =
b1
a11

xi =
1

aii


bi −

i−1�

j=1

aij xj


 , i = 2, . . . , n

�� ������������� ��� ������ �� �� ����������

���� 1� x1 =
b1
a11

���� i� xi = 1
aii

(bi −
�i−1

j=1 aij xj), i = 1, . . . , i− 1

���������� �� ��������� �� Flops ��� �������� �� ������� �������� �� ����� ������������� ���
������� �� �������� n (n + 1)/2 ��������������������������� �������� ��� �� ������ �� ������
������ �� n (n− 1)/2� ��� �� ������ �� ����� �� n2 flops�

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



�������� �� �������� �� ���������� �������� ��

�� �� ���� ��� �� ������� ������ ��� ���������� ���������

Ax = b A =

�
❅
❅�

�

������� �������� �� ������ ������� ������� ����������� ����� ����� ������

xn =
bn
ann

xi =
1

aii


bi −

n�

j=i+1

aij xj


 , i = n− 1, . . . , 1

��������������

���� n� xn = bn/ann

���� i� i = n− 1, . . . , 1� xi =
bi−

�n
k=i+1 aik xk

aii

������ �������������� ��������� ����

�� ������ �� �������������� ��������� ����� �� �� ������ ������� ���� ���������� �� ��������
�� ���������� ���������

������� ������ �� ������� ������� �� �������� � ��� ����������� ���������� ��������� ��� �����
�� �� ���������� �� ����������� ����������� ������������ � ����������� ������ �� ������

���������� ���� k� �� a(k)kk �= 0 ���� ������� �����

A(k) =




a
(1)
11 a

(1)
12 . . . a

(1)
1k . . . a

(1)
1n

0 a
(2)
22 . . . a

(2)
2k . . . a

(2)
2n

���
���

� � �
���

� � �
���

0 0 . . . a
(k)
kk . . . a

(k)
kn

���
���

���
���

� � �
���

0 0 . . . a
(k)
nk . . . a

(k)
nn




a
(k+1)
ij = a

(k)
ij − lik a

(k)
kj lik =

a
(k)
ik

a
(k)
kk

b
(k+1)
i = b

(k)
i − lik b

(k)
k i = k + 1, . . . , n; j = k, . . . , n

��� ���������� �� ���� �� �� ��� ���� ������ ��� ������ ��� ��� �����������

��� ��� ��������� ������������

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



���� ������� �������� ��

��������� � �������������� �� �� ��������
��� A ��� ������ ��� �������� Ai,j = a(i, j)

��� k = 1 → n− 1 ��
��� i = k + 1 → n ��
l(i, k) ← a(i, k)/a(k, k)
a(i, k) ← 0
��� j = k + 1 → n ��
a(i, j) ← a(i, j)− l(i, k) ∗ a(k, j)
��� ���

��� ���

��� ���

���� j� 2(n− k)

���� i� (2(n− k) + 1) (n− k) = 2(n− k)2 + (n− k)

���� k�
�n−1

k=1 2(n− k)2 + (n− k)

������� �� ���� k � ������������� ����������

flops(EG) =

n−1�

k=1

2n2 − 4nk + 2k2 + n− k

. . . = 2
n−1�

k=1

k2 − (4n+ 1)
n−1�

k=1

k + 2n2 + n

. . . = 2
(n− 1)n(2n− 1)

6
− (4n+ 1)

(n− 1)n

2
+ 2n2 + n

��� �� ������ �� �������� �� ���� ���������� ���� �������� Ax = b ������ �� � �����������
����� �������� �� �� ����������

EG+BS = O(2/3n3) +O(n2) ≈ O(2/3n3)

����������� ������ �� �������� ��� ���������� �� ���� ��� �������� �� ����� ��� ������������ ��
�������� ����������� � ��� ��� ������������ �� ������� �� ������������ ������� �� �� �������� ��
��� ������� �� �� ��������� ��� ������ �������� �� �������� �� ���� ���� �������� |A|�

EG+

n�

i=1

a
(i)
ii = O(2/3n3) +O(n) ≈ O(2/3n3)

�� ������� �������� ��� �� ����� ������������� ��� ������� ���������� �� ������� ������� � ����
����������� ��� ���� ������� �������� ��� �� �������� �� ���������������� ��� n!(n− 1) � �����
�� ����� ����� n! ����������

������ �������������� �� ���� ��������

�� ������� ������ ������� �� ���������� �� �� �� �������� �� ������� �������������� ���
���� �������������� �� ���� �� �� ������ �� �������������� ��������� ���� ������� �������
��������������� �� ������� ����� ���� ��������������� ����� �� ��������� �� �������

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



�������� �� �������� �� ���������� �������� ��

���� ��� ������ A ∈ Mn×n(R)� ��� ��� |A| �= 0� ������� ��� �������� L � U ��� ��� A = LU �



1 0 . . . 0 0

l21 1 0
���

���

l31 l32 1
� � �

���
��� . . .

� � � � � � 0
ln1 . . . . . . lnn−1 1







u11 u12 u13 . . . u1n
0 u22 u23 . . . u2n
��� 0 u33 . . . u3n
��� . . .

� � �
���

���
0 . . . . . . 0 unn



= A

��� �� ������

aij =
r�

k=1

lik ukj r = mı́n{i, j}

������� �� ���������� �� ��� lii = 1�

��������� ��� ��� lij ��� ��� ������ ����������� ������������ ��� �� ��������� � ��� uij ��� ���

�������� �� �� ������ ������������� �� ����� ��� ���������� uij = a
(i)
ij �

������������� �� �������� �������� ���� �� ������� �� ��� �������� aij �� A � ������ �� ��� ��������
�� L � U ���������� ��� ����� �� �� �

a
(k+1)
ij = a

(k)
ij − lik a

(k)
kj k = 1, . . . , p; p = i− 1 �� i ≤ j; p = j �� i > j

�� ������� �� �������� �������� ���� ��� ��������� ������� �� k = 1, . . . , p� � ������������
p�

k=1

a
(k+1)
ij −

p�

k=1

a
(k)
ij = −

p�

k=1

lik a
(k)
kj

������ ��� �������� �� �� ��������� �� �������� ����� ��� �����������

a
(p+1)
ij − aij = −

p�

k=1

lik a
(k)
kj

� ����

a
(p+1)
ij =

�
a
(i)
ij i ≤ j

0 i > j

� ������ �������� ��� uij = a
(i)
ij � �� �������� ������������� ��� �������� ����

aij =

r�

k=1

lik ukj r = mı́n{i, j}

��� �� ��� �� ������� �� �������

�� ������ �� ���� ���� �������� �� �������������� ���� �� ����� � ��� ����������� ����������
���� ������� �� �������������� ���������� �� ���� ������ ���������� ��� ����������� ����������
���� �������� �� ������� ������ ��������� ���� �

A = LU (EG) = O(2/3n3)

Ly = b (BS) = O(n2)

U x = y (FS) = O(n2)

����� ���� ≈ O(2/3n3) �����

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



���� ������� �������� ��

��� �������������� ���������� �� ���� ������ ���� �� �� ���������� �� ��������� �������� ������
���� �� ������ ������ �������� ��� �� ����� ������ A� ��� �������� ���������� �� �������� ��
����������� ���������� ���� �������� m �������� �������� ���������� �����

A xi = bi

i = 1, . . . ,m
⇒





A = LU
��� i = 1, . . . ,m
Ayi = bi

U xi = yi

���

⇒ ���� = O(2/3n3 + 2mn2)

������ �� ���� ���� ������ A−1 ��� ����

AX = � ⇒ bj = �j =




0
���
1
���
0




j = 1, . . . , n ⇒ ���� = O(2/3n3 + 2n3) = O(8/3n3)

����������� ������ ���� �� ������� ������ Ax = b� �� �� ��������� ������ x ���������� A−1 b�

������ �� ��� �������

���� ���� ��� �� ������ �� �������������� �� �� ����� ���� i� �� ����� � a
(k)
kk = 0� �� ���������

�������� �� ��������� �� ��� ���� ����� ������� ��� �� ����������� �� ��� ��������� ��� ��������
��� �������� � ������ �� ����� �� ����������� �� �������� ���� �� ������� �� ��� l(i, k)�

��������� �� ��� ������� ����� �� ������������ ���� ����������� �� ��� ��������� ��� A ��

����������� �������� ������ a
(k)
pk �= 0� k + 1 ≤ p ≤ n�

�� �������� �� ������ ��� ���������� ������� �� �� ���������� �� �� �������� �������� �������� ��
����� a

(k)
kk << 1�

������� ����� ������ ��� ��������� ����� �� � ������� ��� ��������� ±a1 , a2 a3 a4 a5 × 10e

������������ �� ��������� ������� �� ���������� ���������

(S)




10 −7 0 7
−3 2, 099 6 3, 901
5 −1 5 6




� �� ���������� ��������� �� ��� �������� ��������

A(1)




1, 0000× 101 −7, 0000× 100 0, 0000× 100 7, 0000× 100

−3, 0000× 100 2, 099× 100 6, 0000× 100 3, 9010× 100

5, 0000× 100 −1, 0000× 100 5, 0000× 100 6, 0000× 100




�� �� ������� ���� ��������� ��� ������� a22 ��� �� ����� ��� ���� ��������� ��� �� �����
�� ��� ������� �� �� �������

A(2)




1, 0000× 101 −7, 0000× 100 0, 0000× 100 7, 0000× 100

0 −1, 0000× 10−3 6, 0000× 100 6, 0010× 100

0 2, 5000× 100 5, 0000× 100 2, 5000× 100




������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



�������� �� �������� �� ���������� �������� ��

�� �� ������ ���� ��������� �� ����� �� �� ���������� b3

A(3)




1, 0000× 101 −7, 0000× 100 0, 0000× 100 7, 0000× 100

0 −1, 0000× 10−3 6, 0000× 100 6, 0010× 100

0 0 1, 5005× 104 1, 5004× 104




��������� �� ���������

���� �������� ���� ������
x̂1 = −2, 8000× 10−1 x1 = 0 × ���
x̂2 = −1, 4000× 100 x2 = −1 × ���
x̂3 = 9, 9993× 10−1 x3 = 1 ∼= ��

�

����������� ������ �� 1, 5004× 104 ������� ���� 1, 5005× 104 ������ ������� �������� �� ��������
�������� ����� ����� � �� ������� ��� �� ����� �� �������� ��� �� ����� ���� ��������� ��� ��
����� ��������� ������ �� ����� a22 ��� ��������

�� ������� ���������� �� a(i)ii ���� ���� � ��������� ����� ��� ��� ������ ������ ��� �� ����� ��

��� �������� �� A
(i)
i...n,i...n� �� �� ������� ����� �� ����� ������ ������ ��� ��� ����� �����������

� ����� ��� �� 1% ��� ��������

�� ���������� �������� �� �� ������������� ��������

����������� �� ������� ������������� ��� ������ �� ������ �� ������� �� �� ������ ��� ����
��������� ���� ������

������� ������� �� ������� �� ����� ��� ����� ������ ��� ����� ��� �������� ���������� �� ���
������� ���� ������ �� k�� ��������� ���� ����� �� �� ����� ���������

arg máx
r∈{k,...,n}

|a(k)rk | = p ⇒ ������ apk

����� �� ������ �� ��� p� ������� ������������ �� ��� k ��� �� p � ��������� ��� ��� �� ��������
�� ������������� ������� ��� �� �������� �� ��� ����� �� n2�

������� �������� �� ������� �� ����� ��� ����� ������ ��� ��������� ���� ������� ��� ������
�� ��� ��� � � �� ������� �� ��� �������� ��������� ���� ����� �� �� ����� ���������

arg máx
r∈{k,...,n},s∈{k,...,n}

|a(k)rs | = p, q ⇒ ������ apq

�� ���� ����� ������ �� ������������ �� ��� k ��� �� ��� p� ������� ������� ������������ ��
������� k ��� �� q� �� ���� ���� �� �������� �� ������������� ������� �� ��� ����� �� n3�

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



���� ������� �������� ��

������ �������������� �� ��� ����������� �� ����

������� ������ ��� A ∈ Mn×n(R) �� ��������� �� ����� ����������� A ���� PA = LU � ���

P ��� ������ �� ������������

����������� ������ PA ����������� ��� ���� �� A� �������� ��� AP ����������� ��� ���������

����������� ������� A ∈ M2×2(R) �������� � P =

�
0 1
1 0

�
�

�������� �� ��� ������� �������� P ∈ Mn×n(R) ������ �� ������������� �� ����

P A = Ã = LU ⇒ PA = LU

�������� �� �� �� ��� �������������� ���

������ �� �������������� ���� ����� PAx = Pb� �������� Pb = b��

��� b� ���������� �� ������� LUx = b�� �� ���� �� �������� �������� ����������� ����� �����
� ����� ��������� ������� ����������� �� ������� �������� Ly = b�� ����� y = Ux� � �����
��������� x ����������� Ux = y�

LU x = b� ⇒





P, L, U
b� = P b
Ly = b�

U x = y

⇒ x

������ �������������� ���������

��������� ����� ��������� ���������� A ∈ Mn×n(R) �� ������� �� �� ������� �� ��� ��������
��� ������

��� �������� �������� �������� �� ���������� ��������� ����� �� ���������� ���� �� ����� �����
� �� ������������ ��� �� ���� ���� �� ��������������

��� A ��� ������ ������� ��� ��������� �� ������ ��� ������� �� �������������� ������ ���
������� �� ����� �� �� ������� ����� ��� ��� ������� �� ��� � ��������

(i1 j1 ai1,j1)
(i2 j2 ai2,j2)

���
(im jm aim,jm)





�� ��� ������� aij �� ���� �� �� ������ �������� �� ����.

����� ����� ��� ���� �������� �� ��� ���� ������� ���� ��������� ���� ������� �� ����� ��
���� ������� �� �� ������� ��� ������ �� ��������� 3m ��� �������� �� ����� ��������� ���
���� ������ �� �� ������ ������ �� ����� ��� ����� ��� ����� ��� ������������ �� ����������� n2

���� ��� ������ �� �� ������ �� �������� m << n� �������� �������� 3m << n2� ���������� ���
����������� ��������� �� ������� �� ���������������

����������� ������ �� ������� A−1 �� �� ������� ������ A �� ����

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



�������� �� �������� �� ���������� �������� ��

������ ���������� �� �����

��� ������ A ∈ Mn×n(R) �� ��� ������ ����� �� ��� ������� �� ����� �� �� ������ �� ���������
��������� �� ��� ����� ������� � �� ���������

������������ �� ������ ����� ��� ���������� �� ����� ���

ai,j = 0 ��

�
i− j > k1

j − i > k2
��� k1, k2 ≥ 0.

�������� �������� �� ����� �� ����� �� ��� ������ ���� k1 + k2 + 1�

������� ������ ������� ����� �������������

��� ������ �������� �� ��� ������ ����� ��� k1 = k2 = 0 � �� ����� �� ����� �� ��

��� ������ ����� �� ����������� ������ k1 = k2 = 1�

��� ������ �� ���������� �������� �� k1 = n− 1 � k2 = 0�

�

���� ���� ���� �� ��������� ������ ���������� �� ���������� ������ ����������� ����������
����������������� ����� �� ����������� ���� �� ����� ������������� � ��� �� ������ �� ����������

�� ������� �� ���� �� �� ��������� �� ������ ���� �������� �������������� �� �� ���� �� �������
�������� �� ���� � ����� �� ����� �������

������ ����� ������� ��������

����� �� ����� � ��� ������� ���������� �� ����������� ������������� ������� ����� �������
�������� ���� ��� �� ������ ������ �� ������ ����� ��� ������ � ������� ��� �������� � ������������

���������� ��� ��� �������� ��� ����������� �������������

������� �� ������ �������

���� �� ������� Ax = b� �� ������� ���������� x �������� ��������������� �� �� ���������
A−1Ax = A−1b ⇒ x = A−1b�

��� ������ ������ �� ������ ������� �� A �� ���� ��������� ���� �������� �� ������� �� �����������

������� ��� ������� ��� �� ������ ���� �� ������� �� �� ������ ������� �� �� ��� �� ���������
�� ������ �������� [A|I] � �� ������ ����� ������� [I|A−1] ��������� ���������� ��������������
��������� ��� ��� �� ���� ����������� ����� ������� � ����� ����� ���������� ���� ����� ��������
��� �������������� ������ ��� ������� �� ������� �������� ���� ����� ��� �������� � EG+BS�

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



���� ����������� �� �������� �������� ��

����� �� ������

���� �� ������� Ax = b� �� ����� �� ������ �������� ���� ������� ��� ������ �������� ���������
���� �� �������� �� ������������� ��� �������� �� �� ������ A � ��� ������ b� �� �������

xi =
det(Ai)

det(A)

����� Ai �� �� ������ ���������� �� ���������� �� ������� i������ �� �� ������ A ��� �� ������
b�

������� ������ ��� A =

�
2 1
1 1

�
, � b =

�
3
2

�
.

�������� det(A) = 1� det(A1) =

����
3 1
2 1

���� = 1� det(A2) =

����
2 3
1 2

���� = 1�

���������� �� x =

�
1
1

�
. �

�� ���� ���� ��������� �������� �� ����� ������������� �� ���� ������ ���� �� ����������� ���
��� �����������

���� ����������� �� �������� ��������

�� ���������� �� �������� �������� �������� ������� ��������� ��������� ����� ������� �� ������
��� ��� �� ������ �� ������� � ��� �������������� ������ ���� �� �� ���� �� �� ���������� ��
����� �������� ���������� ������� ����������� �� ������������ �� ��� �������� ��� �������� � ��
�������� ���� ��� �������� �� ��� ���� ����� ��� �� ��������� ������ ��� ������ �� �������� ��
��� �������� ��� ��� ��� ��������� ����������� �� ��� ��� ���������� �� ������� �������������
������� ��������� � ���������� ���������� � ������ ����������� � ������������

������ ����� �� ��������

������������ �� �� ������� ��������� Rn ��� ��� ����������� ���� � �������� ������� ����������
����� ��������� ��� ����� �� ��� ������� � · � ��� ������� ��� ���������� ������������

(Rn,R,+, ·) e.v., � · � : Rn −→ R

�� �u� ≥ 0 ∀u ∈ Rn � �u� = 0 ⇔ u = �0

�� �λu� = |λ| �u� ∀λ ∈ R, ∀u ∈ Rn

�� �u+ v� ≤ �u�+ �v� ∀u,v ∈ Rn

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



�������� �� �������� �� ���������� �������� ��

������p ���� �� ������ �� Rn� x = (x1, . . . , xn)
t� �� ������p ��� ������ �����

�x�p =
�

n�

i=1

|x1|p
�1/p

1 ≤ p < ∞

���� ��������� ������� �� p �� �������� ��������� ��������� �� �� ������

�x�1 =
�n

i=1 |xi| p = 1

�x�2 =
��n

i=1 x
2
i =

√
x · x p = 2 ������������

����� ������� �� �� ���� �� ��� p = ∞ ������� ����� �� ������ � ������ �� �� ����������

�x�∞ = ĺım
p→∞

�x�p

�x�∞ = máx
i

|xi| ĺım
p→∞




n�

j=1

αp
j




1/p

� �� �
1

αj =
xj

máxi |xi|
∈ [0, 1] j = 1, . . . , n

�x�∞ = máx
i

|xi|

������ ����� �� ��������

�� ����� �� ��������� �� ���� ������� ���� ��� ������� ������� �� �� ������� ��������� �� ���
�������� ��� �������� ������ � ��� ����������� ���������� �� ���� � �������� �� ���������

(Mn×n(R),R,+, ∗) e.v., � · � : Mn×n(R) −→ R

�� �A� ≥ 0 ∀A ∈ Mn×n(R) � �A� = 0 ⇔ A = �0

�� �λA� = |λ| �A� ∀λ ∈ R, ∀A ∈ Mn×n(R)

�� �A+B� ≤ �A�+ �B� ∀A,B ∈ Mn×n(R)

������� ������ ��� ��� ����� �� �������� �� ����������������� �� �AB� ≤ �A��B� ∀A,B ∈
Mn×n(R)�

��������� ����� ������ ������������ ��� ����� ��������� � · �M �� ���������� ��� ���
��������� � · �v ��

�Ax�v ≤ �A�M�x�v ∀A ∈ Mn×n(R), ∀x ∈ Rn

� ������ �� ���� �� ������� ���������� ��������� � ��� ����� ������� ������������ �� ��� ��
�������� ��� ��������� ��� ���� �� ����� ����� ������������

��������� ����� ������ ��������� � ����� ����������

�A� = máx
x�=�0

�Ax�
�x�

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



���� ����������� �� �������� �������� ��

���� ����� �� �������� � ������ �� ������ ����� �� ���������

��������� ������ �������� ��� �� ����� �������� ������ ��� ����������� �� ������

������� ��� ��� ���� ����� ������ ��� ���������� ������������

����������� ������

�A� = máx
�x�=1

�Ax�

�������������

�A� = máx
x�=�0

�Ax�
�x� = máx

x�=�0
�A x

�x�� = máx
�y�=1

�Ay�

���������� ��� �� ��������� �������� ������� ��� �� ����� �� �� ����� �� �� ������ �� ����� ��
����� �� �� ����� ��� ������ ��� ��������� ��� �� �������������� Ax�

����������� ������ �� ����� �������� �� ����������� �� ������

�Ax� ≤ �A� �x� ∀A ∈ Mn×n(R), ∀x ∈ Rn

�������������

�Ax� =
�Ax�
�x� �x� ≤

�
máx
z�=�0

�A z�
�z�

�
�x� = �A� �x�

��������� ������ ��������� ��� ����� ��� �������� n × n � �� ����� �������� ���� �� ������
�� �������

�AB� ≤ �A� �B�

�������� �� ������ ��� ���������� ��� ������� �������� ������ ���������� �����������

����� ��

�A�1 = máx
j

n�

i=1

|aij |

����� ��
�A�2 = máx

�x�=1

√
xtAtAx = σ1(A)

����� ��������

�A�∞ = máx
i

n�

j=1

|aij |

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



�������� �� �������� �� ���������� �������� ��

���� ������� σ1(A) =
√
λ1� ��� λ1 �� ����� ����� ������ �� AtA ���� ������ � �� ����������

������ ��� �A�∞ = máxi
�n

j=1 |aij |�

�Ax�∞ = máx
i

|
n�

j=1

aijxj | ≤ máx
i

n�

j=1

|aijxj | ≤ máx
i

n�

j=1

|aij |

����� ����� ����� �� �� ������ ���������� ��� �x�∞ = 1 ⇒ máxi |xi| = 1.

��� ������ ������� ��� �Ax�∞ ≤ máxi
�n

j=1 |aij | ��� �x�∞ = 1� ����� ����� ������� ��� ���
�� ������ �� ��������� �� ������ ������ ��� �� ���� �� ��������

���� ��� ∃y ∈ Rn ��� ��� �Ay�∞ = máxi
�n

j=1 |aij | ��� �y�∞ = 1�

��� i0 �� ������ �� �� ��� �� �� ��� �� �� �� máxi
�n

j=1 |aij | =
�n

j=1 |ai0j |� �������� ������� yt =

(sg(ai01), sg(ai02), . . . , sg(ai0n))
t� �� ��� ����� �y�∞ = 1 � ������ �Ay�∞ = máxi

�n
j=1 |aij |�

�� ���� �� ������� � ��� �� ����� �� �� �������

�� ��� ��� �� �������� ��� �A�∞ = máxi
�n

j=1 |aij |�

��������� ������ ������ ��� �A�2 = σ1(A) =
√
λ1� ��� λ1 �� ����� ����� ������ �� AtA� �����

��� �� �������� ���� ��������� �� ������������ �����������

�� �Ax�22 = (Ax)t(Ax) = xtAtAx�

�� AtA �� ��������� � ������� �������� �λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λn ≥ 0��

�� �� vi ��� ��� �������� ������� ��� ��� �vi� = 1� vi ⊥ vj ∀i �= j� x =
�n

i=1 αivi� ���
�x�2 = 1 ⇒�n

i=1 α
2
i = 1�

��������� ����� ������ ����������� ��� A ��� ������ �������� A ∈ Mn×n(R)� �� �����
��������� ρ ���� ������� ���� �� ������ �� ��� ������� ��������� �� ��� ������� ��������

ρ (A) = máx
i

|λi| Avi = λivi ∀i = 1, . . . , n

����������� ������ �� ����� �������� ���� ������� ������������� ��� �� ����� ����������

ρ(A) ≤ �A�

������������� ��� λ ����� ������ �� A ��� ��� |λ| = ρ(A)� � v ��������������� ������ ������ ��
����� �� ���������

�A� = máx
�x�=1

�Ax� ≥ �Av� = �λv� = |λ| = ρ(A). �����

������� ����� �������� ��� ����� ����������� ��� A ��� ������ �������� A ∈ Mn×n(R)�
���� ���� ε > 0 ������ ������ ����� ����������� � · � ��� ���

�A� < ρ(A) + ε

����������� ������ �� ������� ����� �� ����������� � ����� ��� �� ����� ��������� �� �� ����� ��
����� ��� ������ ������������ �� ��� �������

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



���� ����������� �� �������� �������� ��

������ ������ �� ���������

��������� ����� ������� �� ��������� �� ��� �������� ���� ��� ������ �������� A ∈
Mn×n(R) ������� ��� �� ������ �� ��������� k ���� ���� ��� �� ��������� ���������

k(A) = �A�
��A−1

��

����������� ������ k(A) ≥ 1� k(A) = �A��A−1� ≥ �AA−1� = �Id� = 1

������ �������� �� ��������������

������ � ��� ������� �� ��������������� �� ��� �� �������� �� ������� Ax = b ��������� ������
������ (A+ δA)x = (b+ δb)� ���� �������� ��� ��������� �������������� ����� �� A ���� �� b�
� �� �������� ������� �� �������� �� �� �������� �� x+ δx� ������������ �� ����� �������� �� �����
���������������

���������� � ���������� �� ����� �b + δb�� �� ������������ �� ������� �� ����������
�������� � ����������� ��������� �� ������ �� ������� δb �� ������� �������������� �����������
��� �������� ��� ���������� �� �� �������� ��� ������ x ��� �� ������ �� ������� ���������� δx

A (x+ δx) = b+ δb

���� ��� ��������� ��� A �� ���������� ������� ��������

x+ δx = A−1(b+ δb) = A−1 b+A−1 δb

���� ��� A−1 b = x �������� �� x �� ����� ����� � ��������� ������ ����������

�δx� = �A−1 δb� ≤ �A−1� �δb�

����������� ��� ����� ��� �������� ��� �� ����� �� x ���� �������

�δx�
�x� ≤ �A−1� �δb�

�x�
������������� � ��������� ��� �A� � ��������� �� ������ �� ��������� �� �� ���������

�δx�
�x� ≤ k(A) �δb�

�A� �x�
��� ���� ����� �� ������ ��� ��� �� ������

1

�A� �x� ≤ 1

�b�
��� �� ����� ���������

�δx�
�x� ≤ k(A)

�δb�
�b�

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



�������� �� �������� �� ���������� �������� ��

���������� � ���������� �� ����� �A+ δA�� �� ����� ������������ ��� ������������ �� A�

(A+ δA)(x+ δx) = b ⇒ (A+ δA)δx +Ax+ δAx = b

Aδx+ δA(x+ δx) = 0 ⇒ δx = −A−1δA(x+ δx)

��������� �������

�δx� ≤ �A−1��δA��x+ δx� ⇒ �δx�
�x+ δx�

≤ k(A)
�δA�
�A�

�� ������� �� ������ �� ��������� �� A �� ������ ��� ���� ������ ��� �� �������� ���� ���
������������ ����������� ����� ������� A−1��

������� ������ �� �� ����� �������� �� b �� ����� �δb�
�b� = 10−3� ���� �� ������ �� ��������� ��

����� k(A) = 106� ��������� �� ������������ � �� ������ ����� ������ � ��� ������� �δx�
�x� ≤ 103� �

����� ��������� ��� x∗ ��� ������������ � �� �������� �� Ax = b� �������� �� �������
r = b−Ax∗�

��� ������������ ��� �� ������� �� ���������� �� �������� ��� �� ����� �� �� �������� �� �������
����������

�������
r = b−Ax∗ = Ax−Ax∗ = A(x− x∗) ⇒ x− x∗ = A−1r

��� ���� ������
�r� = �A(x− x∗)� ≤ �A��x− x∗�

��� �� ��� ���������� ����� �����������

�r�
�A� ≤ �x− x∗� ≤ �A−1��r�

��� ���� ������
Ax = b ⇒ �b� ≤ �A��x�

x = A−1b ⇒ �x� ≤ �A−1��b�

��� �� ��� ���������� ����� �����������

�b�
�A� ≤ �x� ≤ �A−1��b�

����������� �������� ���� �� ����� ��

�r�
�b�

1

�A��A−1� ≤ �x− x∗�
�x� ≤ �A−1��A��r��b�

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



���� ������� ���������� ��

�r�
�b�

1

k(A)
≤ �x− x∗�

�x� ≤ k(A)
�r�
�b�

����������� ���� ������������ ��� �� r �� ������� � k(A) �� ������� ������� ��� ��������������
�������� �� ������� �� �� ����������� ����� �� ������� �� �� �������� x∗�

��� ���� ������ �� r �� ������� � k(A) �� ���� ������� ���� �������������� �������� �� �������
�� ����������� ����� �� ������� �� �� �������� x∗�

������� ������ ��� A =

�
� 1
1 1

�
, � �� ������� A

�
x1
x2

�
=

�
1
0

�
.

�������� A−1 =

� −1
1−�

1
1−�

1
1−�

−�
1−�

�
.

���������� k(A) ������ � · �∞ ��������� ��� �A�∞ = máx{1 + |�|, 2} � ��� �A−1�∞ =

máx{ 2
|1−�| ,

1−|�|
|1−�|}�

��������� ���� � ≈ 1� ������� ��� �A�∞ ≈ 2 � �A−1�∞ ≈ 2
|1−�| �

���� k(A) ≈ 4
|1−�| ��� �� � ��� ��� ������ ��� ��� � ≈ 1�� �

������� ������ ��� A =

�
1, 2969 0, 8648
0, 2161 0, 1441

�
, � b =

�
0, 8642
0, 1440

�
.

���������� ��� x∗ =
�
0, 9911
−0, 4870

�
.

�������� r = b−Ax∗ =
�
−10−8

10−8

�
≈
�
0
0

�
.

��� ������� �� �������� ���� �� x =

�
2
2

�
.

�� ���� ���� �� ��� ������ �� ��� k(A) ≈ 3, 3×108� ��� �� ��� 3, 35×10−17 ≤ �x−x∗�
�x� ≤ 3, 78. �

���� ������� ����������

��� ������� ���������� ���� ����������� �� ������ ��� �������� �� ����� �� ��������� �������
������� �� �������� � �� �������� �� ������� ��� ������ �� �������� �� ������� � �� ���������
�� �� ������� ��������� ��� �� ��� ������� ��� ������������ ���� ���������� �� ��� �������� ��
����������� � ���

������ ������ �� ������

������������ �� ������� Ax = b� ��� A ∈ Mn×n(R) ����������� x,b ∈ Rn�

A =




a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
���

���
� � �

���
an1 an2 . . . ann







x1
x2
���
xn


 =




b1
b2
���
bn




������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



�������� �� �������� �� ���������� �������� ��

������� ��� ���� �� �������� ���� �� ������� bi =
�n

j=1 aijxj �

bi = aiixi +
�n

j=1
j �=i

aijxj = bi

�� ������ ��������� aii �= 0� xi =
bi−

�n
j=1j �=i aijxj

aii
∀i = 1, . . . , n.

���� �������� �� ����� �������� �� ��� �������� ������� �� ������ x ���� ������ �� ������ x�

��� ������� ������� ������� �� ������ ��������� �� �� ������

���������





xk+1
i =

bi−
�n

j=1
j �=i

aijx
k
j

aii
∀i = 1, . . . , n

x0 ����� ������� x0 =




x01
���

x0n


 .

���� ������ �� ����� ������ �� ������ � �� ����� x0 �� �� ����� �������� ����� ����� ���������
������������ ����� ��� ���� �������� ��� ������� �������� � �� �������� ��� ������� Ax = b�
������� ��� �������� ���� �������������� �� �� ������� ������� ����������� ����� �� ������ A ��
������ ��������� ������������ ������� ���� �� ���� ������ �� ����� x0� �� �� ��������� ��� ����
�� ������ ������ ����������� ���� �� �� ��������� �� ������������ ��� ������� ����

����� �� ��������� ���������� ���� ����� �� �������� �� ��������� ��� �������

xk+1
i = xki +

bi −
�n

j=1 aijx
k
j

aii
∀i = 1, . . . , n

�������������� �� �������

��������� � �������������� ������

��� A ��� ������ ��� �������� Ai,j = a(i, j)� � �������� b � x0

k = 1
error = ı́nf
����� error > tolerancia & k < max�iteraciones ��
��� i = 1 → n ��

xk+1
i = xki +

bi−
�n

j=1 aijx
k
j

aii
��� ���

error = norm(xk+1 − xk)
k = k + 1
��� �����

��� ������� �� ���������� ��� ����� � ������ �� ����������� �� ������������ �� ������� � ��
����������� ��� ������� � �������������� ��� ���������

������ ������ �� ������������ ����

�� ������ �� ������������ ��������� ��� �������� ��� ������ ��������� ���� ����� �� ����������
�������� ��� �� ������ �� ������� �������� ������� ������������� �� ������ xk ���� ��������

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



���� ������� ���������� ��

xk+1� ��� �������� ��� �������� ��� ������ xk+1 �� ��� ���������� ��� � ���� � ������� ����������
���� ���� �������� �� ������� ���������� �� ����� �� �������� ��� ��� ������ ��������� �� ������ ����
�������� xk+1

i �� �������� xk1, x
k
2, . . . , x

k
i−1, x

k
i+1, . . . , x

k
n� ���� ��� �������� xk+1

1 , xk+1
2 , . . . , xk+1

i−1 ��
����� ����������� ��� ������ �� ������ �� ������������ ���� ��� �� ��� ����������� � �� �������
������� ��� �� ������ �� �������

��������������� �� ��������� ����� ����������

�Gauss− Seidel��





xk+1
i =

bi−
�i−1

j=1 aijx
k+1
j −�n

j=i+1 aijx
k
j

aii
∀i = 1, . . . , n

x0 ����� ������� x0 =




x01
���

x0n


 .

����������� ������ ���������� ������� ����� aii �= 0�

��������� ������ �������� �� ������ �� ������ ���� ����������� �������������

������ ��������� ��������� �� ������ � ������������

���� �� ������� �� ���������� ��������

Ax = b, A =




� −F
D

−E �




��������� �� �������������� �� �� ������ A �� ��� ����������� ���������� �������� −E� ��������
D � ���������� �������� −F �

������ ���� �� ������� �������� ��� ������� ������ ����� �� ������� �� ����� ����������

�������

A = D − E − F ⇒ Dx = (E + F )x+ b

x(k+1) = D−1(E + F )x(k) +D−1b

�� ������� �������� ����
�

x(k+1) = QJ x
(k) + rJ QJ = D−1(E + F )

x(0) = x0 rJ = D−1 b

�������������

A = D − E − F ⇒ (D − E)x = Fx+ b

x(k+1) = (D − E)−1Fx(k) + (D − E)−1b

�� ������� �������� ����
�

x(k+1) = QGS x(k) + rGS QGS = (D − E)−1F

x(0) = x0 rGS = (D − E)−1 b

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



�������� �� �������� �� ���������� �������� ��

������ ������ ��������� ���������

��� ������� ���������� ���� �������� �������� �������� ��� ����������� ��� �� ����� ������� ����
�������� ��� ����������� ��� �������� �� ����� x(k+1) = g(x(k))� ���� ��� x(k) �� �� ������ ��
�� ���� �������� �� ������� ��� ��������� �������� ��������� �� �� ��������� ������

(M) :

�
x(k+1) = Qx(k) + r x(k) ∈ Rn k = 0, 1, . . .

x(0) = x0 Q ∈ Mn×n(R), r ∈ Rn

�� �������� ���� �� ������� Ax = b� �������� ��� ������M ∈ Mn×n(R) ���������� � �����������

Ax = b ⇔ Mx = (M −A)x+ b

�� ��� ������� ���������� �� ������ ��� ������ M ����������� ��� A ��������� ������ � ���� �
�� ������ ��� �������� �� �������� {x(k)}k≥0 � ������ �� �� ��������

Mx(k+1) = (M −A)x(k) + b

�� {x(k)}k≥0 ������� ������������ �� ������������ ���� ����� �� �������� �� Ax = b� ������� ���
������ ����� �� ������� ������ �� x(0) ������� ���������� �������������

��� ������ �� ���������� �� ������� ���� Mx(k+1) = (M − A)x(k) + b� �� ��������� ������������
�����

�
x(k+1) = Qx(k) + r Q = M−1(M −A)

x(0) = x0 r = M−1 b

����������� ������ �� ��� ��������� ������������ ������ ����� Q ���� r �� �������� ��� ���� k�
� �� �� ����� � ������ x(k+1) ������� ��������� ��� ����� �������� x(k) �� �� �� ����� ������������

����������� ������ ĺımk→∞Mx(k+1) = ĺımk→∞(M −A)x(k)+ b� �� ĺımk→∞ x(k+1) = x∗ �������
���� ĺımk→∞Mx(k+1) = Mx∗ = (M −A)x∗ + b = ĺımk→∞(M −A)x(k) + b�

��������� ����� ������ ������ ���� �� ������ ��������� ��������� (M)� ������� ��� x∗ �� ��
����� ��� ��� ����� �� � ���� ��

x∗ = Qx∗ + r

�� ���� ���� ������� ��� �� ������ ��������� �� ������������

���� ������ ���� ��� ������ �������� A ∈ Mn×n(R)

ĺım
k→∞

Ak = 0 ⇔ ρ(A) < 1

����������� ������ �������� ��� ���� 0 ���������� �� ������ �����

������������� (⇒) ��� ������� ���������� ��� ρ(A) ≥ 1� �������� ������ λ ����� ������ �� A
��� ��� |λ| ≥ 1 � Av = λv� ��� v ������ ������ �������� � λ�

⇒ �Ak� ≥ �Akv�
�v� = |λ|k −−−−→

k→+∞
+∞ ⇒ ĺım

k→∞
Ak �= 0

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



���� ������� ���������� ��

(⇐) ���� ρ(A) < 1� �������� ������ ε > 0 ��� ��� ρ(A) < 1 − ε � ������ ������ ��� �����
�������� � · �ε ��� ������ �A�ε ≤ ρ(A) + ε < 1� ������ �Ak� ≤ �A�k < 1 � �������� �Ak� ����
������� ��� �A�k ��� ������ � ���� ��� k� ��� ĺımk→∞Ak = 0.

����������� ������ ��� ������� ��������� ���� ������� �� ����� ����������

����������� �� ������ �� ����� �� �� ���� k������ ���� e(k) = x(k) − x∗.

����������� ������ ĺımk x
(k) = x∗ ��� ĺımk e

(k) = �0 ��� ĺımk �e(k)� = 0

������� ������ �� ��������� ������������

�
x(k+1) = Qx(k) + r

x(0) ∈ Rn
�� ����������� ��� ρ(Q) < 1�

������������� ��� �� �������� ��� ������� x∗ ∈ Rn ��� ��� x∗ = Qx∗ + r � e(k) = x(k) − x∗ ��
����� �� �� ���� k� ���������� ��� x∗ �� ����� ��� �� �� ��������� ������� ����

e(k+1) = x(k+1) − x∗ = Qx(k) + r − (Qx∗ + r) = Q(x(k) − x∗) = Qe(k).

������ ��� ��������� �� ��� ��������� ������� ��� e(k) = Qke(0)� ����� ����� � ������ �� �������
� �� ��������� �� �������

(⇒) ���������� ��� ������� ��� ρ(Q) ≥ 1� �� ��� ����� ������ �� ����� ������ λ �� Q� ���
|λ| ≥ 1� � �� ������ ������ v �= 0 ��� ��� Qv = λv� �������� x(0) �� ���� ��� e(0) = v�
���� �� ������� ������� x(0) = x∗ + e(0)� ��� �� ������������� ���������� ������� ����

e(k) = Qke(0) = Qkv = λkv,

� ������� ������� ������� ��� �e(k)� = |λ|k�v�� ������� ������� �� ����� ���������
�� �������� ��� ĺımk �e(k)� �= 0� ���� |λ| ≥ 1 � �v� �= 0� ���� �� ����� ��� �� ����� ��
������ �� ������ ����� � ����������������� ��� �� �������� {xk}k∈N �� �������� � x∗� ��
������������� ��� �� ����������

(⇐) ��� �� ������� ��� ����� ���������� �� ����� ��������� �� �� ����� �� ��� ������ �����������
��� ε ����� � �� ����� �� �� ��������� ����� ρ(Q) � 1� �� ������ ε = 1−ρ(Q)

2 � ��� ���������
�� ������ ������ ��� ����� �������� � · �ε ��� ��� �Q�ε − ρ(Q) < ε� ���� ���������

�Q�ε < ρ(Q) + ε =
2ρ(Q) + (1− ρ(Q))

2
=

1 + ρ(Q)

2
< 1.

����� ���������� ��� ��� ����� � · �ε ���������� ��� ��� ��������� ��� ��� �Q�ε < 1�
���� e(k) = Qke(0)� ������� ������ �� ���� ������� ������� ����

�e(k)� = �Qke(0)� ≤ (�Q�ε)k�e(0)�,

� ������� ������ ��� k ������� ��� 0 ≤ ĺımk �e(k)� ≤ (�Q�ε)k�e(0)� = 0� �� ����� ������
������ �� ��� ĺımk �e(k)� = 0� � ��� �� ������� ��������� �� ��� ����� ������� ��� ��
�������� �� �������� {e(k)}k∈N �������� �� ������ ����� ���� �������� ��� {x(k)}k∈N ��������
� x∗�

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



�������� �� �������� �� ���������� �������� ��

����������� ������ ���������� ��� ���� �������� ��� x(k) �������� ������������������ ��� ����
������� x(0)�

������� ��� ���� ��������� ��� �� �� ������ ����� �Q� < 1 ⇒ ρ(Q) ≤ �Q� < 1� �� ��������� ��
������������

�� ������� �������� �� �� ���� �������� �� ��� ������� ���������� �� �� ������ ���� �����������
� �� ����������� �� �� ������ Q� ���� ��������� ������ ��� ����� ���������� ���� ��� ��������
������������� ��� ������� ������� ��������� �� ������ Q �������� �� ������� Ax = b� � ������
������� ������� ������� ��������� ���� ���������� �� ������������ � ������ �� ��������������� ��
�� ������ A�

��������� ����� ������� �������� ����������� ��� A ��� ������ n×n� ������� ��� �� ��������
��������� ��� ���� �� � ���� ��

n�

j=1,j �=i

|aij | < |aii| i = 1, . . . , n

����������� ����� ������������� �� �������� A �� �������� ��������� ��� ���� �� ��� ������

���� ⇒ �� �������� �������� ��� ������ ���������

������������� ���� �����
n�

j=1,j �=i

|aij | < |aii| ⇒
n�

j=1,j �=i

|aij |
|aii|

< 1 ⇒ �QJ�∞ < 1 ⇒ ������ ��������

���� ��������� ����������

����������� ����� ������������� �� �������������� A �� �������� ��������� ��� ���� �� ���

��������� ⇒ �� �������� �������� ��� ������������ ���������

����������� ������ ��� ������������� ���������� ������� ��� �� �� ������ A �� �������������
�������� ��������� ��� ���� �� ��� ���������� �������� ����� ������ ���� ������������ ���
������������� ���� ���� ��������� ������� x0� ���� �� ��� ��������� ���������� �� ����� ��� ��
������ ������ ��� ����������� ������ A �� ��� ������������� �������� ����������

��������� ������ �� ��������� A =

�
3 −1
1 β

�
� ��� �������� ρ(Q)� ������� �� ����� �� ������� ��

β ��� ������� ������������ �� ������ � �������������

����������� ������

���� �������� ��������� ��� ������� ���������� �������� ��������� �� �������� �� �����
������ � ���������

�� �� ���� ���� �������� ��� ��������������

��� ��������� ���� �������� �� �������������

����������� ������������ �� ��� ������ ��� �������

�� ����� ��������� ��������� �� ��������� �� �������������

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



���� ������� ���������� ��

��������� �� ������������ �� ���

���� �� ������ ���������� �� �� �����

�
x(k+1) = Qx(k) + r

x(0) = x0

��� x(k), r ∈ Rn� Q ∈ Mn×n(R)�

���� {λ1, . . . ,λn} ��� ������� ������� �� Q ��� ���������� ������ � ������������� �� ���������
ρ(Q) = |λ1| > |λ2| > · · · > |λn−1| > |λn| ≥ 0� ���� {v1, . . . , vn} ��� �������� ������� �� Q
��������� � ������ ������� �������� ��������� ��

e(k+1) = x(k+1) − x∗

ρ(Q) < 1

�
⇒ �e(k+1)�

�e(k)� −−−→
k→∞

ρ(Q)

e(k) �� �� ����� �� �� ������������ �� �� ���� k�������

���������� ��� e(0) =
�n

i=1 αivi� ������� ��� �� ����� �� �� k������ ���� ��������� e(k) = Qke(0)�
��� �� �����

e(k) =
n�

i=1

Qkαivi =
n�

i=1

(λi)
kαivi = (λ1)

kα1v1 +
n�

i=2

(λi)
kαivi,

�� �� ����� ������ ������� ����

e(k+1) = (λ1)
k+1α1v1 +

n�

i=2

(λi)
k+1αivi.

��������� ĺımk→+∞
�e(k+1)�
�e(k)� = ĺımk→+∞

�(λ1)k+1α1v1+(λ1)k+1
�n

i=2
(λi)

k+1

(λ1)
k+1 αivi�

�(λ1)kα1v1+(λ1)k
�n

i=2
(λi)

k

(λ1)
k αivi�

=

= ĺım
k→+∞

�(λ1)
k+1α1v1�

�(λ1)kα1v1�
= |λ1|.

������� ������ �� ρ(Q1) = 0, 4 � ρ(Q2) = 0, 75 �� ������ ���������� ��� ������ ���� Q1� �

������� ������ �������� � �������� ��� ������� �� ρ(QJ) � ρ(QGS) ���� A =

�
2 −1
−1 2

�
.

�� ������ ������ ������� ��� ����� ������� ��� ������������ ��� ��� �� ������ A ��������
����������

Q = M−1(M − A)� ��������� A = D − E − F � ����� −E �� �� ������ ����������� �������� �
−F �� �� ������ ��� ������ �� �� �������� D� �� ������ �� ������ QJ = D−1(E + F ) ��� ����
M = D�� �� ������������ �� ������ QGS = (D − E)−1(F ) ��� ���� M = D − E��

��������� ���� QJ =

�
0 1

2
1
2 0

�
� � ��� ������� ������� ��� 1/2 � −1/2 ��� �� ���� ρ (QJ) =

1
2 �

������ QGS =

�
0 1

2
0 1

4

�
� � ��� ������� ������� ��� 0 � 1/4 ��� �� ���� ρ (QGS) =

1
4 �

������������ ���������� �� ����� �� ������ ��� ������ �� ���� ����� �

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



�������� �� �������� �� ���������� �������� ��

��������� �� ������ �� ���

��� ����������� � ������������ ���� ����� ������ ������� �� ���������� �� ��� �� ���������
�� ����� ���� �� �� ��������� �� ������ �� ������� ������� �e(k)� = �x(k) − x∗� < ε� ���������
������� �x(k+1) − x(k)� < ε� ���� ��� �������� ������� ���� ��� �� ��������� ������ �� ��������
����������

x(k+1) − x∗ = Q(x(k) − x∗)

= −Q(x(k+1) − x(k)) +Q(x(k+1) − x∗)

�x(k+1) − x∗� ≤ �Q��(x(k+1) − x(k))�+ �Q��(x(k+1) − x∗)�

�x(k+1) − x∗�(1− �Q�) ≤ �Q��(x(k+1) − x(k))�

�x(k+1) − x∗� ≤ �Q�
1− �Q��(x

(k+1) − x(k))�

�� ��� ��� ���� ��������� ���������� �x(k+1) − x(k)� < ε ������������ ��� ���� ���� �� �����
�� �� ���� k + 1 ��� ���� ����������� ��� �� ���������� ����� ��� ������� ���������� �� �����
�����������

�x(k+1) − x∗� ≤ �Q�
1− �Q� ε

���� ���� ����������� �� �Q� < 1
2 � ��������

�Q�
1−�Q� < 1� ��� �� ��� ���� �������� ��� ���� ��

����� ε ������� ��� �x(k+1) − x(k)� ≈ ε�

���� ������� �� ����������������

��� �������� �� ���������������� ���� ���������� �� �������� �������� ������ ������� ����������
������ �� �������� �� ������ ������������ ��������� �� ������� ���������� ��� �� �������� ����
���������� � �������� �� ��������� �� ������������ �� ��� ��� �� ��� ������������� ���� ����� ��
������� ��� ������� ���������� ������� ����� ��� ������ �������� �� ��� ����� k � �� ����� k + 1
������� ��� �� ������ ��������

xk+1 = ωx
(k+1)
(M) + (1− ω)x(k) ∀i = 1, . . . , n

�� ����� �� ω �� ������ ����������� �� ��������� �� �������������

����������� ������ �� ω > 1 �� ����� ���������������� ��������� ������������ �� ������ � �����

�� ω < 1 �� ����� ������������� ������� � ��� �� �����������

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



���� ������� �� ���������������� ��

������ ���������������� �� ������

�� ��������� ������

xk+1
i =

ω

aii


bi −

n�

j=1
j �=i

aijx
k
j


+ (1− ω)xki ∀i = 1, . . . , n

� �� ������ �� ����������

Q = ωQj + (1− ω)Id

������� ������ �� ������ �� ������ �� �������� ���� �� ������� Ax = b ��� �������

A =

�
1 −6
2 3

�
.

� ������ b = (1, 0)t�

���� ����� ��������� �� ��� ������ �� ���� ���� �� ������ A �� �� �������� ���������� �� �����
�������� �� �������� �� ρ(QJ)� �� ������ �� ��������� ���

QJ =

�
0 6
−2

3 0

�

��� ������� ������� ��� λ = ±2i� ��� �� ����� ρ(QJ) = 2 > 1 � �� �������� ��� �� ������ �� ��
������������

��� �������� ������������ �� ���������� ��� ������ �� ������ ����� Q = ωQj + (1− ω)Id �� ��
����� ������ �� ���������� ���������� �� ������ ω > 0 ��� ��������� ������������ �� ���� ������
���� �� ������� ������ ��������� ������

Q =

�
1− ω 6ω
−2

3ω 1− ω

�

��� ������� ������� ��� λ = (1 − ω) ± 2iω� ��������� ω > 0 ���� ��� ����� ������� �������
������ �������� �������� � �� ������� ��� |λ|2 = (1 − ω)2 + 4ω2 = 5ω2 − 2ω + 1 < 1� �
����������������� 5ω2 − 2ω < 0� ������ ��� ω > 0 � ������������� ������� ��� �� ω ∈ (0, 2/5)
�� ������� ������������� ����������� ��� ������� �� ������ �� ������ �� �� ���� ��� �� ���
����������� � ���������� � ���� ������ ��� �� �� ������������ �

������ ���������������� ��������

�� ������ ��� ���� ���������� ���������������� �� �� ���������� � ������������ �� ��� ����������
������� � �� ��������� �� �� ������� ���������

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



�������� �� �������� �� ���������� �������� ��

�� ��������� ������

xk+1
i =

ω

aii


bi −

i−1�

j=1

aijx
k+1
j −

n�

j=i+1

aijx
k
j


+ (1− ω)xki ∀i = 1, . . . , n

�� ���� M = 1
ωD − E, ω ∈ (1, 2) �ω = 1 �� ����

������� ������

A =




2 2 2
−3 3 5
−2 4 −2


⇒ M =




2
ω 0 0
−3 3

ω 0
−2 4 −2

ω




�

����������� ������

�� ω ������ �� ����� ��� �������� ρ(QSOR)�

ωopt = mı́n
ω∈(1,2)

ρ(QSOR)

�� ������� ρ(QSOR) �� �� ������ �� ω�

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



���� ������� �� ���������������� ��

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



�������� �

���������� �� ��������

���� ���������� �� �������� �� R

������������ f : R → R ������� �� ������� �������� ��������� ��� ���� �� f � � ���� x∗ ∈ R ���
��� f(x∗) = 0�

�� ������ � ��������� �� ������� ������� �� f � �� ������� ������� � �� �������� �� ������ � �������
�� �����

f−1(f(x∗)) = f−1(0) ⇒ x∗ = f−1(0)

�� ������� �� ��� ������ �� ������ �� �������� � �� ��� �������� ��� �� ��� �������� ���
������������ �� �� �������� �������� ����� ������ ���������

������ ������� �� ����� ���

������� f(x∗) = 0� f : R → R�

���������� ��� ������ � ������� g : R → R ��� ����

f(x) = x− g(x) ∀x ∈ R

��������
f(x∗) = 0 ⇐⇒ x∗ − g(x∗) = 0 ⇐⇒ x∗ = g(x∗)

������ �� ������ ��������� ��� ����� � x∗ ���� ����� ����

�
xk+1 = g(xk)

x0 ∈ R

��� x0 ������� � �� ���� x∗�

������� ������ ������������ �� �������������� �� ��� ������� ���������� ���� �� �������
f(x) = log(x2)− x/2� �� �������� ��� ������� � ���� ��� x∗ = 1,4296...�

��



���� ���������� �� �������� �� R ��

x

y

x

2 log
�
x2
�

x0

x∗

������ ���� ������ ������ �� ����� ��� ���� �� �������� log(x2) = x/2

x

y

x

�
e

x
2

x0x∗

������ ���� ������� ������ �� ����� ��� ���� �� �������� log(x2) = x/2

��
log(x2)− x/2 = 0 ⇐⇒ 2 log(x2) = x

������� g1(x) = 2 log(x2) � ��������� �� ������ �� ����� ���� ��� �� ��������� ���� ��
�� �� �� ������ ���� �

xk+1 = 2 log(x2k)
x0 = 1,5

��
log(x2)− x/2 = 0 ⇐⇒ 2 log(x2) = x ⇐⇒ x2 = e

x
2 ⇐⇒ x = +

�
e

x
2

������� ����� �� ������� g2(x) =
�
e

x
2 � ��������� �� �������

�
xk+1 =

√
exk/2

x0 = 1,5

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



�������� �� ���������� �� �������� ��

���� �� ����� ��� �� �� ������ ���� |g�(x∗)| < 1� x∗ �� ��������������� 1,4296� � ��
������� ������� ��� �� ������ ���������

�

��������������� ����� ����� ������� �� �� ������� ����

������ ������ �� ����������� �� ����������

����� �� �������� �� ������ ���������� �� ������� �� ��������

������� ����� �������� �� ��������� ��� f : [a, b] → R ������� �������� ��� ��� f(a)·f(b) < 0
�������� ������ x∗ ∈ [a, b] ��� ��� f(x∗) = 0�

�� ������� ��� �� ��� ���� ���� �� ���������� ���������� ��� f �� �������� �� �� ���������
I0 = [a0, b0] ��� ��� f(a0) · f(b0) < 0� ���� �������� ��� �� ��� �������� ��� ��������� �� �������
����� �������� ������ ��� �� ��� ���� ����� ��� ���� �� f �� I0� �������������� ��������� ���
���������� �� I0 ������� �� ����� ����� �� ���� ��������� ��� ���������� mk� ����� ��� �����
�� �� ��������� ��� ������� �� ������� � ��� �� ����� ��������� ������� ��� �����

��������� � ��������� �� �����������
��� f ������� �������� �� I0 = [a0, b0]� ��� ��� f(a0) · f(b0) < 0 � N ��� �������� ������ ��
����������� � ���������

��� k = 0 → N ��
mk ← (ak + bk)/2
�� f(mk) = 0 ����
������ mk

���� �� f(mk) · f(ak) > 0 ����
Ik+1 = [ak+1, bk+1] ← [mk, bk]
���� �f(mk) · f(ak) < 0�
Ik+1 = [ak+1, bk+1] ← [ak,mk]
��� ��

��� ���

����������� ������ ���� �� ��������� ���������

|x∗ −mk| ≤ |max�error(k)| = bk − ak
2

=
bk−1 − ak−1

22
= · · · = b0 − a0

2k
∀k > 0.

��� �� ��� ĺımk |x∗ −mk| ≤ 0 � ����
ĺım
k

mk = x∗

� ���� �� k ������� mk �� ��� ����� ������������ �� x∗�

����������� ������ �� �� ������� �� �� ��������� �� ������ ����� ��������� � �� ����� ��
��������������� ���� ������ �� �� ������� ���� �� �� ������ �����

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



���� ���������� �� �������� �� R ��

x

y

a0 b0x∗

������ ���� ������� ����������� �� ������� �����������

��������� ������

��� x∗ ∈ [a, b] ���� �� f � ������ �� �������� �� ����������� k̂ ���������� ���� ��� �� �����
������ �� ������ �� ����������� ��� ����� � ����� ��� 10−n�

�� [a, b] = [1, 2] � �� ����� ���� ��� ����� � 10−5� ��������� k̂�

������ ������� ������� ����������� �� ��������� ���� ����� �� ������ ������� �� ����������

��������� ����� ������ � ��������� �� �������������� ��� {xk}k∈N ⊂ Rn ��� �������� �������
����� � α ∈ Rn� ���� p > 0 � β > 0 ����� ����

ĺım
k→∞

�xk+1 − α�
�xk − α�p = β

������� ���

p �� �� ����� �� ������������ �� �� ���������

β �� �� ��������� �� �������������

�� p = 1 ������� ��� �� �������� ����� ������������ �������

�� p > 1 ������� ��� �� �������� ����� ������������ ������������

�� p = 2 ������� ��� �� �������� ����� ������������ ����������� ����

������� ������

�� ��� �� �������� ak = 1
2k
� ����� ������������ ������ � �� ��� ��������� 1/2�

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



�������� �� ���������� �� �������� ��

�� b0 = 1� b1 = 1� b2 = 1
4 � b3 =

1
4 � b4 =

1
16 � ���� bk = 1

4����(k/2)
� �� �������� bk �������� � �� ����

�� ����� ������ �� �� ����������

�� ck = 1

22k
� ����� ������������ ���������� � ��������� ��

�

����������� ������ �� ��������� ��� ������ ����� �� p ��� ������ �������� �� �������� � ������
����� �� β ��� ������ �������� �� ���������

���������� ��� ���� �� ������ �� ��������� ������� ��� �� ���� ���� �� ������ ����� �� ������
��� ��� ��

ĺım
k

|x∗ −mk|
|x∗ −mk−1|

≤ 1

2

��� �� ��� �� ������ ����� ������������ ������ � ��������� � �� ���� 1/2�

������ ������ �� ��������������

���������� ����� ��� �� ������� ��� �� ��� ������� ���������� �� �������������� ������ ��
��������� ���������� ��� ������ �� ���������������

x

y

f(x)

xkxk+1

x∗

������ ���� ������ �� ��������������

���� xk ∈ R� �������� �� ����� �������� � f �� xk � �� ����� �� ����� ��� �� ��� x� �� xk+1� ��
����� �������� � f �� xk ��

r : y − f(xk) = f �(xk)(x− xk)

�� ��������� y = 0� �� ������� x = xk − f(xk)
f �(xk)

� ��� �� ��� �������� �� ������ �� �������
��������

������

�
xk+1 = xk − f(xk)

f �(xk)

x0 ∈ R

��� �� ����� ��� �� �� ������ ����

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



���� ���������� �� �������� �� R ��

������� ������ ��� f(x) = x2 − 2� ��� �� ��� ������ �� ���� ������� �� x∗ =
√
2� �� ���������

�������������� � f � ��� ����� ������� �� ��������� �� ��������� ����������

�
xk+1 = xk − x2

k−2
2xk

x0 = 1

�� �� ��������� ����� ����� ��� ������� �� �� ��������� ���� ������� k � ��� ����������� ��������

k xk ����� ��� �����
� � ��
� ��� � ��� ��
� 17/2 ≈ 1,41117 ��
� 577/408 ≈ 1,41421 ��
� 665857/470832 ≈ 1,41421 ���
� � ���
� � ���

�

������ ��� ������� ��� ��� ��������� �� ������������ ��� ������ �� �������������� ����
������� ����������

������� ������ ��� f : I → R ������� ��� �������� ������� ��������� ��� ��� f(x∗) = 0�
f �(x∗) �= 0 � f ��(x∗) �= 0� �������� �� �������� �������� ��� �������������� �������� � x∗

��������������� � ��� ���������
��� f

��(x∗)
2f �(x∗)

���� ������� ��� x0 �� ����� �������������� ������� � x∗�

�������������

������������� �� ������������ �� �� ������������ ���� ��� ��������� ��� ��� �������
������������ ��� �� ������� �� ����������� ����������� ���� ��������� ���� ���������� ���
��������� ������ ��� ����������� ������

������ �� ����� � ��������� �� �������������

�������� �� ���������� �� ������ �� f �� �� ������� �� xk � ��������� �� x∗� ���������

0 = f(x∗) = f(xk) + f �(xk)(x
∗ − xk) +

f ��(ξk)
2

(x∗ − xk)
2, ξk ∈ (x∗, xk)

��� �� ���� ���������� ����� f �(xk)

x∗ − xk+1 = x∗ −
�
xk −

f(xk)

f �(xk)

�
= − f ��(ξk)

2f �(xk)
(x∗ − xk)

2, ξk ∈ (x∗, xk)

�
|x∗ − xk+1|
|x∗ − xk|2

=

����
f ��(ξk)
2f �(xk)

���� , ξk ∈ (x∗, xk)

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



�������� �� ���������� �� �������� ��

���������� ������� ������

ĺım
k

|x∗ − xk+1|
|x∗ − xk|2

= ĺım
k

����
f ��(ξk)
2f �(xk)

���� =
����
f ��(x∗)
2f �(x∗)

����

�� ��� ĺımk f
��(ξk) = f ��(x∗)� ĺımk f

�(xk) = f �(x∗) ��� ����������� �� f �� � f �� � ĺımk ξk =
x∗�

�� ���� ���� ��������� �������

�� f �(x∗) = 0 �� ����� �� ��

�� f �(x∗) �= 0 � f ��(x∗) = 0 �� ����� �� ����� � ����� � ��

������ ������ �� �� �������

�� ������ �� �� ������� �� ��� ����������� ��� ������ �� ��������������� �� ��� �� ������
�� ����� �������� � �� ������ ����������� �� ����� ��� ��� ����� �������� ��� ������ ����

x

y

xk−1 xk xk+1x∗

������ ���� ������ �� �� �������

���������������� ����� ��� ������ �� ������������ xk−1� xk� �� ����� �� ������������ �� �� �����
��� ���� ��� ��� ������ (xk−1, f(xk−1)) � (xk, f(xk)) ��� �� ��� x�

�� �������� �� �� ����� ���

r : y − f(xk) =
f(xk)− f(xk−1)

xk − xk−1
(x− xk)

���� ������������ ��� �� ��� x ��� x = xk − xk−xk−1

f(xk)−f(xk−1)
f(xk)�

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



���� ���������� �� �������� �� R ��

��������� ��� �� ������ �� �� ��������

�
xk+1 = xk − xk−xk−1

f(xk)−f(xk−1)
f(xk)

x0, x1 ∈ R

����������� ������

�� ������ �� �� ������� ������ ��� �������� �� ����� �� �� ������ ��� ���� �� ������� ��
xk+1 ��� ��������� ��� ������� �� ��� ����� ���������� �xk � xk−1��

������������� �� �������

xk+1 = xk −
f(xk)

f(xk)−f(xk−1)
xk−xk−1

�� xk ≈ xk−1 ⇒� �� ������� �������� ���� ��� ��������� ��� ������ �� ���� �����������
�� �������� ��� ����� �� ����������� ������� � ���� �� ������������� ���� ������ �� �����
������������� �� ������� �� ������� �� �������� ��� ������ �� ���� �� ����� �� ������������
�� ����� ��� �� �� ������� �� ���������� �� ����� �� ������� f �(x) ����� �������� ���������
���� �� ��������

�� �� ������� ������������ �� ��� ������� ��������� ��� ��������� ������� � �� ���� �� ��
�������

����� ����� �� ������� ����� �� ������������ ��� ������ �� �� �������� ��� �� ��������������

������� ������ ��� f : I → R ������� ��� �������� ������� ��������� ��� ��� f(x∗) = 0�
f �(x∗) �= 0� �������� �� �������� �������� ��� �� ������ �� �� ������� �������� � x∗ �������

��� x0 �� ����� �������������� ������� � x∗ � �� ��� ���� �� ������������ �� ����������� ���

p = 1+
√
5

2 ≈ 1, 618�

����������� ������ ���������� ���� ���������� ��� p = 1+
√
5

2 �� �� ����� ������

������ ������ �� �� ����� ����� �� ����� ���������

�� ������ �� �� ����� ����� �� ����� ��������� �������� ��� �� ������� f ��� �������� � ��������
��� ������ ��������� a � b ��� ��� ��� ������� ����������� ��� �� �������� ������

�� ������� �� �� �� ������� � �� �� ����������� �� �� ������� �� ��� �� ��������� [an, bn] �� ��
�������������

�� ������������� �� �� ��������� ���� ������ �����

�� ���� �� ������ ���� ��� ��� ������ (a, f(a)) � (b, f(b))� �� ���������� ��� �� ��� x� �� ������
��� �� ���� y = 0 ���� ������� �� ����� x1� �� ������ �� ����� �������� [a, b]� ������������ � a
� b ��� x1 ����� ��� �� ����� �� f(x1) �� ����� ��� ������� f(a) � f(b) ������ ������ ���������

�� ������

������ (a, f(a))− (b, f(b))�

y = mx+ d

�
m = f(b)−f(a)

b−a

d = af(b)−bf(a)
a−b

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



�������� �� ���������� �� �������� ��

x

y

xk xk−1xk+1 x∗

������ ���� ������ �� �� ����� �����

�������� y = 0�

x =
−d

m
=

af(b)− bf(a)

f(a)− f(b)
= x1

��

�
f(a)f(x1) < 0 ⇒ ��������� �� [a, x1]

f(x1)f(b) < 0 ⇒ ��������� �� [x1, b]

� ���������� ��� ������ �� �� �������� �� ��� �� ������� �������� �� ������ ������� ��� xk � xk+1

���� ��������� �� ��������� ������ �� �� ������ �� �� ����� ����� ������� �������� ������� ������
��� ��� ��� ������� ����������� ���� �� �������� ������ ��� �� ���� �� ������� ���� �������
�� ������ ���� ���� xk � xk+1 ����� ������� ����������� ���������� ������� ������ �� �����
�������� �� �� �������� ���� ����� ��������� ��� ��������� �� �� �������� ���������� xk+1 ��� xk−1

� ��� ����� ����������� �� ������ ��� �������� �� ����� xk+2

����������� ������

�� ������ �� ������� ����������� ����� ��������� �����������

��� ������� �� �� ����� ��

�� ����������� �� ��� �������� �� ���� ����� �� �� ���� ���� �������� ������� � ���� �����
�� �����

���� � ��� ������� �� ������ �� �� �������� �� ��� ��������� ����� ����� ������ ���� ��
����������� ������������

��������� ������ ��� �� ������� f(x) = x2 − 1� x1 = 1, 5� x2 = 0, 2�

������ x3 � x4 ������ ��� � ������� �������

���������� �� ����� ����� ����������

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



���� ������� ���������� ��������� ��

����������� ���� �� �� ��� ������������

����� �� ����� ���� �� �������� �� �� ����� �� x2 = 0, 2 �� ���� x2 = −0, 2�

���� �������� ���������� ��� ������ ���� ��� ������� �� ������� ���������� � ���������� ����
��������� �� ��� ���������� ��� ��� ��������� ��� ����������

���� ������� ���������� ���������

��� g : R → R �������� � �� �������

(�)

�
xk+1 = g(xk)
x0 ∈ R

��� ������ ��� �������� {xk}k∈Z�

������� ������ �� ���� g(x) = x− f(x)
f �(x) � �

��������� ������ ������� ��� α ∈ R �� ����� ��� �� (�) �� g(α) = α�

����������� ������ �� α ∈ R �� ����� ��� �� g(x)� �������� �� ���� �� f(x) = g(x)− x�

��������� ������ ������ ��� ������ ���� �� g(x) = 2− x2�

��������� ������ �� ������� g �� ����������� �� I ⊂ R �� ������ 0 ≤ m < 1 ��� ���

|g(x)− g(y)| ≤ m · |x− y|

���� ����� x, y ∈ I�

������� ������ �� ������� x2 �� �� ����������� �� R ���� ������� x = 3� y = 2� �� �� �������
������ m < 1 ��� �������� �� ����������

��� �������� �� �� �� �� �� ��������� (−1
4 ,

1
4)�

|x2 − y2| = |x+ y||x− y| � ���� |x+ y| < 1
2 � ����� ����� m = 1

2 � �

��������� ������ ��� ���� ������� �� ��� ������� ����������� �� ����� ��������� � ���������

����������� ������

���� ����������� �� ���������

��� ���� ���� ����������� �� ��������� ���� ��������� �� ��������� m�� � ��� ������ ����
���������� ���������

������� ����� ������ ������ �� X �� �� ������� ������� �������� � ϕ : X → X ��� m�

����������� ��� m < 1� �������� �� �������� {xk}k∈N ��� ��� xk+1 = ϕ(xk) �������� �� �����

��� �� ϕ� ��� ������ �� ������ �� ��������� �� ������� ��� �������� ������� x0 ∈ X�

������������� ����� � ������ �� ������� ����� �� ������ �������

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



�������� �� ���������� �� �������� ��

� ����m������������ �� ��������� ��� f : X → X ���m������������ � {xk}k∈N ��� ��������
�� X ��� ��� xk → x� ����� ��� ��� f(xk) → f(x)� �������������� ���� �� ������� ������
��� ������� d ������� ��� d(f(xk), f(x)) ≤ md(xk, x) → 0� �� ����������� ������� ���
��������� ��� ϕ �� ���������

�� �������� ����� ��� �� �������� {xk}k∈N �� �� ������� ��� ε > 0 ����������� ������ ���
������ k0 ��� ��� �� l ≥ k ≥ k0 �������� d(xl, xk) < ε� ��� ��������� �� �� �������� � ��
����������� ���������� �� ��� �������� ������� ����

d(xl, xk) = d(ϕ(l)(x0),ϕ
(k)(x0)) ≤

l−k−1�

i=0

d(ϕ(l−i)(x0),ϕ
(l−i−1)(x0))

≤
l−k−1�

i=0

ml−i−1d(x0, x1) = d(x0, x1)

l−1�

j=k

mj = d(x0, x1)
ml −mk

m− 1

= d(x0, x1)
mk

1−m
(1−ml−k) < ε,

��������� l ≥ k �������������� ������� ������ {xk}k∈N �� �� ������� ���� X �� ���������
�������� � ������ �������� α ������������� �� ������� X� ĺımk xk = α ∈ X�

��� ������ ����� α �� ������ ����� ��� �� ϕ� �� ����� ��� ϕ(α) = α� �� ������ ��� �����������
�� ϕ ������� ����

ϕ(α) = ϕ(ĺım
k

xk) = ĺım
k

ϕ(xk) = ĺım
k

xk+1 = α.

�� ����������� �������� �� �������� ��� ����� ���� �� β = ϕ(β)� ���������

d(α,β) = d(ϕ(α),ϕ(β)) ≤ md(α,β),

� �����������������
d(α,β)(1−m) ≤ 0.

���� 1 −m > 0 � d(α,β) ≥ 0� �� ����� ����������� �� ��� d(α,β) = 0� � ���� d �� ���
������� �������� α = β�

����� ������� ��� ��� �� �� ������� ������� �������� X� �� ��������� ���������� �� ��� m�
����������� � �� ����� ������� ���������� x0 ∈ X ������ ��� �������� ��� �������� ������� ��
����� ����� ��� α �� �� ������������ ������� ��� m < 1�

������� ����� ��������������� ���������� ��� ������ α ����� ��� �� (�) � δ > 0 ��� ��� g
�� ����������� �� Bα,δ ��� ��������� m� ������ ���� ���� x0 ∈ Bα,δ �� �������

�� xk ∈ Bα,δ ∀k ∈ N�

�� ĺımk xk = α�

�� α �� �� ����� ����� ��� �� (�) �� Bα,δ�

�������������

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



���� ������� ���������� ��������� ��

�� ������� ��������� �� k� ������� ��� x0 ∈ Bα,δ� �� xk ∈ Bα,δ

|α− xk+1| = |g(α)− g(xk)| ≤ m · |α− xk| < 1 · δ = δ

� xk+1 ∈ Bα,δ�

�� ������� ��� |α − xk| ≤ m · |α − xk−1| ≤ m2 · |α − xk−2| ≤ · · · ≤ mk · |α − x0| ��� �� ���
ĺımk |α− xk| ≤ ĺımk m

k · |α− x0| = 0� �� ��� m < 1� ���������� ��� ĺımk xk = α�

�� ������� ��� ������ β ∈ Bα,δ ���� ����� ��� �� (�)� ����� ���

|α− β| = |g(α)− g(β)| ≤ m · |α− β| < |α− β|

��� �� ������� ����� ��� α = β�

���� ������ �� g �� ��������� �� �� ������� �� α � |g�(x)| ≤ m� ��� m < 1� ���� ���� x ∈ Bα,δ

�������� g �� ����������� �� Bα,δ�

������������� ���� x, y ∈ Bα,δ� ��� �� ������� ��� ����� ������ ������ ξ ∈ (x, y) ��� ��� |g(x)−
g(y)| = |g�(ξ)| · |x− y|� � ���� |g�(ξ)| ≤ m ����� ���������� �� �����

������ ��� ������������ ������� ��� ���� ���������

��������� ������ �� α �� ����� ��� �� (�)� g ∈ C1 � |g�(x)| ≤ m < 1 ���� ���� x ∈ Bα,δ ���

δ > 0� ���������

�� xk ∈ Bα,δ ���� ���� k ∈ N�

�� ĺımk xk = α�

�� α �� �� ����� ����� ��� �� (�) �� Bα,δ�

������� ������ �������� �� ������� ������ ������� �� ��������

log
�
x2
�
− x

2
= 0

��� �������� ���������� x∗ ≈ 1,4296�

�� �� ������ ������ ��������� �������� �� ������� g1(x) = 2 log
�
x2
�
� ����� ��� |g�1(x∗)| =

4/x∗ ≈ 2,79796 > 1� ��� �� ���� �� ������ �� ���������

�� �� ������� ������ ��������� ������ �� ������� g2(x) =
√
ex/4� ��� |g�2(x∗)| ≈ 0,35740 < 1

��� �� ��� ����� ��� �� ������ ��������� �

����������� ������ �� �������� �������� ��� �������������� �� ��� ��������� ��� ������

�� ����� �������� � x∗�

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



�������� �� ���������� �� �������� ��

������������� �� ��������� g(x) = x − f(x)
f �(x) �������� �� ������ �� �������������� �� ��

������ �� ����� ��� ��� ������� g� ��������� g�

g�(x) = 1− f �(x)f �(x)− f ��(x)f(x)
f �(x)2

� ����� ��� g�(x∗) = 0� ��������� x∗ �� �� �������� ���� g� ��� �� ��� ������ ε > 0 ��� ��� ��
x0 ∈ (x∗ − ε, x∗ + ε) �� �������� �������� ��� �� ������ ���������

������� ������ �� g ∈ Cp� p ∈ N+� (�) �� �� ����� p � ���������
|g(p)(α)|

p! �� � ���� �� g(i)(α) = 0

���� i = 1, . . . , p− 1 � g(p)(α) �= 0�

������������� (⇒) ������������� ������ � g �� α�

g(x) = g(α) +

=0� �� �
p−1�

i=1

g(i)(α)

i!
(x− α)i+

g(p)(ξ)

p!
(x− α)p = α+

g(p)(ξ)

p!
(x− α)p

��� ξ ∈ (α, x)� ��������� �� xk ����� ��� xk+1 = g(xk) = α + g(p)(ξk)
p! (α − xk)

p� ξk ∈ (α, xk)�
�����

|xk+1 − α|
|xk − α|p =

��g(p)(ξk)
��

p!
−→k

��g(p)(α)
��

p!
�= 0

�� ��� ĺımk g
(p)(ξk) = g(p)(α) ��� ������������

(⇐) �� �� ����� �� ������������ ��� ������ �� p� �������� �� 0 ≤ i < p ����� ���

ĺım
k

|xk+1 − α|
|xk − α|i = ĺım

k

|xk+1 − α|
|xk − α|p |xk − α|p−i = 0

�� ��� (p − i) > 0 � ĺımk
|xk+1−α|
|xk−α|p < ∞� ������ ����� ��� ��������� ��� g(i)(α) = 0� ����

i = 1� ������������� ������ � g �� α � ��������� �� xk � ��������� xk+1 − α = g�(ξk)(xk − α)�

ξk ∈ (α, xk)� �����
|xk+1−α|
|xk−α| = |g�(ξk)|� � ������� ������ �������� ��� g�(α) = 0� ������

��������� � ������ �� ������ �� ����� �� ��� �����������

� ���� �� �������� ���� ��� ������� f(x) �� ���������� ������ ������������� �� ������� g(x)
� �� ����� ������� x0� �� �� ������ ��� ������� ����������� ����� ������������ �� |g�(x)| < 1 �� ��
������� �� �� ���� x∗� �� ����� �� ������������ ����� ���� ��� �� ������� �� �� ��������� �� ���
���������� �������� �� ��� ����� ��� ��������� ����� �� x∗� �� ����� ������� ������ ��������
������� �� ����� �� ��������� �� ������ � ��������� ���� �� ��������� �� �� ���� �� ����� ��������
�� g(x∗) �� ������

������� ������ ��� f(x) = sin(x)− x2 ��� ����� ���� x∗ ≈ 0, 87�

������� ��� ���������� ���������

g1(x) =
�

sin(x) ⇒ |g�1(x)| =
����

cos(x)

2
√

sin(x)

���� < 0, 45 �� (0, 8; 0, 9)� ������

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



���� �������� �� ���������� �� �������� ��

g2(x) = arcsin(x2) ⇒ |g�2(x)| =
���� 2x√

1−(x2)2

���� > 2 �� (0, 8; 0, 9)� �� ������

g3(x) = sin(x)− x2 + x ⇒ |g�3(x)| = |cos(x)− 2x+ 1| < 0, 18 �� (0, 8; 0, 9)� ������

�� ��� ��� ����� g1 ���� g3 ��� ������� ������������ ��� ��������� ������� ����� g�1(x
∗) ≈ 0, 37

� g�3(x
∗) ≈ 0, 10� ��� �� ��� ��������� ���� g3� �

������ ����������� �� ������

����� ��� ����������� �� ������ �� ��� ������� ���������� �� ������� �����������

�� ������ ��� ������ �� ����������� �k > kmax�� �� ��������� �� ������� ������ �� ������
�� ����������� ����� � ��� �������� ����� �� ��������� �� �������� ������ �� �� ������
�� �������������� ��� ������ ���� �� ������� f ����������� � ������� �� ���������� ���
����� ����������� �� ������ ��� �������� �� ������������ � �� ����� �� �� ���������� ��
��������� ����� ��� �� ��������� ����� �� �� ����� ��� ���

�� ������ ��� ���������� � �� ���� x∗� �� �������� ������ �� ��� �� ����� �� ������� ���
����������� ���������� �� ���� x∗� �� ����� ������� �� ��������� ������ �� ����� |x(k) − x∗|
� ���� �� ����� �������� |x(k)−x∗|

|x∗| � �� ����� ��� ������ ���������� ε > 0 ����� �� ���������

���� �� �� ������ � ������ �� ���� x∗� �� ���� �� ���������� x(k+1) ≈ x∗ ��� �� ��� ��
������ �� ������� ���

|x(k) − x(k+1)| < ε, � ���� ��
|x(k) − x(k+1)|

|x(k+1)| < ε.

�� ������ ��� ���������� � �� ��������� �� f � �� ������� ������ �� ��� �� �������� �� ���
���� ������� �� ��� ��������� ��� ����� ��� f(x) ��� �������� �� ��������� �� ������ ��
|f(x(k))| < ε� ����� ε > 0 �� ��� ���������� ����� �� ���������

���� �������� �� ���������� �� ��������

������������ ����� �� ������� �� n ���������� �� �������� �� n ���������� fi : Rn → R�




f1(x1, x2, . . . , xn) = 0
f2(x1, x2, . . . , xn) = 0

���
fn(x1, x2, . . . , xn) = 0

��� �������������� �� ������� �������� ���� F (x) = 0 ��� F = (f1, f2, . . . , fn)� F : Rn → Rn

� x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn�

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



�������� �� ���������� �� �������� ��

������ ������� ���������� �� ��� ���������

������� ������ ������� ���������� ���� �������� �������� �� ���������� ��� ��� ����� �� ���
������� �� ������� ������������ � ���� ���� �� ������ ���� �������� �������� �� �������� ��
R� �� �� ��������� � ����� �� ������ �� ������ �� �������

��������� � ������ �� ������ �� ������

��� (M) �� ������ ���� �������� ���������� ��� ���� f(x) = 0 ��� f : R → R� � x(0) ∈
Rn�

k ← 0
������

��� j = 1 → n ��

x
(k+1)
j ← �������� �������� �� ������ ��� �� fj

�
x
(k)
1 , x

(k)
2 , . . . , x

(k)
j−1, x

(k+1)
j , x

(k)
j+1, . . . , x

(k)
n

�
=

0
��� ���

k ← k + 1
����� ������������

�� ����� ������� �� ����� ���� ���� ��� ������� �� ������������ � ����

������ ������� ���������� ���������

������������� ���� �� ���� �� ��� ��� ���� ��������� ������ � ��������� �� Rn� �� ������� ������
��� ������ ���������� ���� x(k+1) = g(x(k))� ��� g : Rn → Rn� ������������ ������� ��������� ��
������� ��������� �� ���������� �� ����������� �� ������������ ��������� ��� ������ ��������� ��
����������� � �� ������� ���� g � ��� �Jg(x∗)� < 1�

������� ������

f(x1, x2) =

�
ex1+x2

2 + x21
x21e

−x2 − x2x
2
1

�
=

�
0
0

�

�������� ������� ������� �� �������� �� ����� ��� ���������

g(x1, x2) =

�
ex1+x2

2 + x21 + x1
x21e

−x2 − x2x
2
1 + x2

�
=

�
x1
x2

�

�

������ ��������������

��� F : Rn → Rn� F (x∗) = 0� x∗ ∈ Rn�

�� ����� ����������� �� ������ �� �������������� � �������� �� ���������� �� ��������� �� ����
�� �������� �� �������� ����������� �� �� ����� ������� � �� ���������

�� ��������� F ������������� �� �� ����� x(k)� ��� �� ������� �� �������

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



���� �������� �� ���������� �� �������� ��

F (x) = F (x(k)) + JF (x
(k))(x− x(k)) +O

�
�x− x(k)�2

�

������ �� ������� O
�
�x− x(k)�2

�
� �������� ���������� F (x) ≈ 0� ���������� �� �������

�
x(k+1) = x(k) − JF (x

(k))−1F (x(k))

x(0) ∈ Rn

������� ��� �� ������������ �� JF (x
(k)) ���� �� ��� �� ���� ���� ���� k ���� ����� ������ ��

������� ����� ������� ��� �� ���� �� ��� n = 1 ��� ������ �������� ��� �� ������ ����������
�� �� ���������� ������

�� �� ��������� � �� ����� ��� �� ������ �� �������������� ������� ��� �� ��� �� �� �������
�� ������� �� JF ��

��������� � ������ �� ��������������

��� x(0) ∈ Rn�

k ← 0
������

s(k) ← �������� ��� ������� ������ JF (x(k))s(k) = −F (x(k))
x(k+1) ← x(k) + s(k)

k ← k + 1
����� ������������

������� ������ ��� F (x, y, z) = (xy−z2, y2−xz, 2x2−yxz−1) ��� x(0) = (1, 1, 0)� ����������
x(1) ��������� ���������������

JF (x, y, z) =




y x −2z
−z 2y −x

4x− yz −xz −yx


� ��� ���� ���� F (1, 1, 0) = (1, 1, 1)t� ���� �������� x1

������� �� ��������

JF (1, 1, 0)s
(0) =




1 1 0
0 2 −1
4 0 −1







s
(0)
1

s
(0)
2

s
(0)
3


 =




−1
−1
−1


 = −F (1, 1, 0)�

������������� ������� s(0) = (s
(0)
1 , s

(0)
2 , s

(0)
3 )t = (−1/3,−2/3,−1/3)t� �

x(1) = x(0) + s(0) =




1
1
0


+




−1
3

−2
3

−1
3


 =




2
3
1
3
−1

3


 .

�� ���� ���� ��������� �������� �� ����� ������� x(2) ���������� � ����������� �� ��������
JF (x

(1))s(1) = −F (x(1)) � ����� �������� x(2) = x(1) + s(1)� �

����������� ������

�� �� ������ �� ������������ �� ��������� ������ �� ���� ���� ��� O(n2) ���� JF � � O(n) ����
F �

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



�������� �� ���������� �� �������� ��

�� ��� ���� ���� �������� �������� �� ������� ������ ���� �� ���� ����� �� ����� O(2/3n3) ��
�����

�� ��� ��� �������� n2 ��������� �������������� ��� �����

�� ������� ��������� ��� �� ������ �� �� ����� ��

������� � ������������ ������� ����������

������ ������ �� ������ �����������

�� ����� �� ��������� � �� ��������� ���

x(k+1) = x(k) − αJF (x
(k))−1F (x(k))

������ ������ �� ������ ���������

�� ������ �� �������������� �� ������������������ ������� � JF (x
(k)) ����� ���� ��� ����

���������� �� ��� ���� ������� ����� ��� ����� ������������ �� x∗� ��� ����� ������� �� ������
������ ������� ������������� ���� ������ ������ ���������� �� ������ �� ������ ��������� ����
�� �������� �� ������ ��������� � ��� O(2/3n3) ���� ��� ���������� ��� �������� ������� ���������
JF (x

(p))� �� ����� ��� JF ���� �� ��������� ���� ������� ������ � ��� ������� �� ������ ��������
��� ��� ������������ �� ��������������� ��������� ���� ��� �������� �� ����� p ≥ 2� ����� ��
������� JF (x

(2p)) � �� �������� ��� �� ������ ��� ������ �� ������ ��� ����� p ������������

��������� � ������ �� ������ ���������

��� x(0) ∈ Rn�

k ← 0
������

LU ← JF (x
(kp))

��� j = 0 → p− 1 ��
s(kp+j) ← �������� ��� ������� ������� ������ �������������� ��� LU · s(kp+j) =
−F (x(kp+j))
x(kp+j+1) ← s(kp+j) + x(kp+j)

��� ���

k ← k + 1
����� ������������

����������� ������

�� ������ �� ������ �� �������������� ��������� �� ������ �� ������ ��������� �����
�� ����������

�� �� ������ �� ������ ��������� �� ��� ����� ��� �� �� ��������������� ���� ���������
�� ����� �� ������������ �� JF ����� ����� ����� �� ��� F �� ����������� �� ��������

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



���� �������� �� ���������� �� �������� ��

������ ������ �� ���������

�� ������ �� ��������� ����� �������� JF � �� ������� ���� �������� ������������

∂fi(x
(k))

∂xj
≈ fi(x

(k) + hjej)− fi(x
(k))

hj

��� ej = [0, 0, . . . , 1, . . . , 0]t� �� j������ ������ �� �� ���� ���������

���������� ���� hj = fj(x
(k))� ����

∂fi(x
(k))

∂xj
≈ fi(x

(k) + fj(x
(k))ej)− fi(x

(k))

fj(x(k))

�� ���� ����� �� �� ��������� ������� �� ����� ��������� ��� ��������� ��������� � �� ����� ���
��������� ������������

������ ������ �� ��������

�� ������ �� ������� ������ ��� ����������� ��������������� �� ��������������� ��� �����
�� �� ����������� ������ ���� �������� ��� ������ �� ���� ������� ��� ������ �� ���� �� ���� ��
�������������� ���� �� ���� JF (x(k)) ���� ��� �������������

�
x(k+1) = x(k) −B−1

k F (x(k))

x(0) ∈ Rn

����� Bk �� �� ������������ �� ������� �� JF (x
(k))�

������������� F ��� ������ �� x(k) � ��������� �� x(k−1) ��������� �� ��������� �������������

F (x(k−1))− F (x(k)) ≈ JF (x
(k))(x(k) − x(k−1))

�������� �������� Bk ��� ��� y(k−1) = Bksk−1� ����� y(k−1) = F (x(k))− F (x(k−1)) � s(k−1) =
x(k)−x(k−1)� ���� ��������� ���� Bk �� ������� ��������� ������������� �� �� ���� k ���������
y(k−1) � s(k−1)� Bk ����� n2 ���������� � n ����������� ��� �� ��� �� �� ������� ��������������

������� ������� ��� Bk � Bk−1 �� ������� �� ����������� ����������� �� ���� k − 1� � ���

(s(k−1))T · p = 0 ������� Bk · p = Bk−1 · p �����

��� �� ������� �� ��������� �� ��������

�� ��������� ����� �� ����������� � ��� Bk �������� �B̃ − Bk−1�F ���� B̃ �������� ��� �������
B̃s(k−1) = y(k−1)� ����� � · �F �� �� ����� �� ��������� � ���� ������� ���

�A�F=

����
n�

i=1

n�

j=1

|aij |, A = {aij}n,ni=1,j=1

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



�������� �� ���������� �� �������� ��

����������� ������ �� ������ Bk ���� ���

Bk = Bk−1 +
(y(k−1) −Bk−1s

(k−1))(s(k−1))T

(s(k−1))T s(k−1)

������ ��� �� ��������� ������������ � �� ��������� �� ������� �� ��� ��������� ����� �����

������������

������������� ������ �� ��������� �������������

Bks
(k−1) = Bk−1s

(k−1) +

�
(y(k−1) −Bk−1s

(k−1))(s(k−1))T

(s(k−1))T s(k−1)

�
s(k−1)

= Bk−1s
(k−1) + y(k−1) −Bk−1s

(k−1)

= y(k−1)

�� ��������� �� ��������

(s(k−1))T · p = 0 =⇒ Bk · p = Bk−1 · p+
(y(k−1) −Bk−1s

(k−1))(s(k−1))T · p
(s(k−1))T s(k−1)

= Bk−1 · p

��������� � ������ �� �������
����� x0 ∈ Rn � B0 ������ �� �������� n× n�

��� k ≥ 0 ��
x(k+1) ← x(k) −B−1

k · F (x(k))
y(k) ← F (x(k+1))− F (x(k))
s(k) ← x(k+1) − x(k)

Bk+1 ← Bk +
(y(k)−Bks

(k))(s(k))T

(s(k))T s(k)

��� ���

����������� ������ �� �� ��������� ��

�� B0 �� ����� �� ����� ��� ��� ����� �� ��������� ��� ������� ��� ������ ���������

�� ����� �������� O(n3) ���� ��� ���� ���� ��������������� �� �������� �� ������ Bk�

�� ���� ���� n �������� � ��������� ������ ��� n2 �� ���������������

������ ����� ��� ������ �� ���������� �� �������� �� �������� B−1
k ������ �� ������� ��

������������� �� �� ������� �� ������� ���������

����������� ������ ��� A ∈ Mn×n(R)� u, v ∈ Rn� �������� M = A+uvT � ��� ��� det(M) �= 0�
�����

M−1 = (A+ uvT )−1 = A−1 − A−1uvTA−1

α

����� α = 1 + vTA−1u �= 0�

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



���� �������� �� ���������� �� �������� ��

�������������

(A+ uvT )

�
A−1 − A−1uvTA−1

α

�
=

�− uvTA−1

α
+ uvTA−1 − u

∈R� �� ��
vTA−1u

�
vTA−1

α
=

�+ uvTA−1

�
− 1

α
+ 1− vTA−1u

α

�
= �

��������� �� ����������� ����� � Bk+1 = Bk + uvT � ��� u = (y(k)−Bks
(k))

(s(k))T s(k)
� v = s(k)� �������

������ �� ��������� ��

��������� � ��������� �� ������� ������ ������� ��������

����� x(0) ∈ Rn � B0 ∈ Mn×n(R)�
��� k ≥ 0 ��
x(k+1) ← x(k) −B−1

k F (x(k))
y(k) ← F (x(k+1))− F (x(k))
s(k) = x(k+1) − x(k)

B−1
k+1 = B−1

k +
(s(k)−B−1

k y(k))(s(k))TB−1
k

(s(k))TB−1
k y(k)

��� ���

����������� ������ �� �� ��������� ��

�� ������� n ������������ �� ��������� ��� ���� ���� �� �������������� � ��������

�� ������� O(n2) �� ���� ��� ���� �� ������ B−1
k � ��� �� ����� ��� �������������� �

��������

�� �� ����� �� ������������ �� ������������

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



�������� �

������� ���������

���� �������� �� ������ �������

�� ������� �� �� �������� ���������� �� ������� ��� ����� � ��� ����� �� ������ ����� �����
�������� �� ������ ���������� ��� ������� ������� ������� � ������ ��� ������ ��� ������ ����

��� ����� ������ �� ��� ����� ����������� � �� ���� �� �� ������ ������ �������� ��������� �
������ �� ����� ����� ��� ����� �� ����� ����������

t

y

������ ���� ������ �������� � ������

���� ������� ��������� ��������

���������� ��� ������� ������� ����� ����� ��� �� �����

��



���� ������� ��������� �������� ��

t y

t1 y1
���

���
tm ym

� ��� ������� �� ������ � ���� ����� ��� ���������� x1, · · · , xn� ���� ��� Φ(x1, x2, · · · , xn, t) =�n
i=1 xiϕi(t)� ����� ��� ϕi(t) : R → R ���������� � ��� ������� �� ��������� ���� ���������

����������� ���������������

���������� ��� Φ(X, t) �� ������ ��� �������� � ��� xi � �� ������� m > n� � ��� ��� ���������
��� ����� ��� ���������� �� ������� �������� �������� �� ����� ��� Φ(X, t) ��� ��� ����� ��
������� � ��� ����� ����� �� �������� �� ��������� ��� ������� � �������������

��������� ������ �� ��� ��������� ����� ����� ��������� �������� �� ������� ���� �� ���������
��������

R(x1, x2, · · · , xn) =




Φ(x1, x2, · · · , xn, t1)− y1
Φ(x1, x2, · · · , xn, t2)− y2

���
Φ(x1, x2, · · · , xn, tm)− ym


 ∈ Rn

��� ������� �� ��� ���������� x1, x2, · · · , xn�

�� �������� �� ������� ��������� ������ �� ��������� (x̂1, x̂2, · · · , x̂n) ��� ��������

�R(x1, x2, · · · , xn)�22=
m�

j=1

(Φ(x1, x2, · · · , xn, tj)− yj)
2

�� �������� ��������� �� �������� ����� ��������� �� �� ��������� �������

X =




x1
x2
���
xn


 ∈ Rn, Y =




y1
y2
���
ym


 ∈ Rm

A =




ϕ1(t1) ϕ2(t1) · · · ϕn(t1)
ϕ1(t2) ϕ2(t2) · · · ϕn(t2)

���
���

���
ϕ1(tm) ϕ2(tm) · · · ϕn(tm)


 ∈ Mm×n

� �������� �� ����� ���� R(X) = AX − Y � �������� ��������� �AX − Y �22�

������� ����� ����������� ���������� ���� A ∈ Mm×n(R)� Y ∈ Rm� X ∈ Rn� �������� X̂

�������� �AX − Y �22 �� � ���� �� AX̂ − Y �� ��������� � Im(A) � At
�
AX̂ − Y

�
= 0�

����������� ������

�� ������� �� ���������� AtAX = AtY �� ������ ���������� ���������

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



�������� �� ������� ��������� ��

�� ��� �������� �� A ��� ���� �������� |AAt| �= 0 � ������ ��� ����� �������� � ��� ����������
���������

�� ��� �������� �� A ��� ���� �������� |AAt| = 0 � ������� �������� ���������� � ��� �����
������ ���������

������� ���� �������������� ��� ������� ������ �� ��� ��� �������� ��������� ������������ ��
���������� ������� ������ � �������� � ��� ���������� ������ ��� �������� ������������ �� ��������

������������ � ��� ������� ������ ��� X̂ ∈ Rn ��� ��� At
�
y −AX̂

�
= 0� ���� ���� w ∈ Rn

����� ��� Y −Aw =
�
Y −AX̂

�
+
�
A
�
X̂ − w

��
� �������� ���� ���� w ∈ Rn

�Y −Aw�22 =
���
�
Y −AX̂

�
+
�
A
�
X̂ − w

�����
2

2

=
���Y −AX̂

���
2

2
+
���A
�
X̂ − w

����
2

2
+ 2
�
A
�
X̂ − w

��t �
Y −AX̂

�

=
���Y −AX̂

���
2

2
+
���A
�
X̂ − w

����
2

2� �� �
≥0

+2
�
X̂ − w

�t
At
�
Y −AX̂

�

� �� �
=0

≥
���Y −AX̂

���
2

2

� �������� X̂ �������� �Y −AX�22�

���������� ��� ������� ��� X̂ ∈ Rn �������� �Y − AX�22 � At
�
Y −AX̂

�
= Z �= 0� ����

ε > 0 �������� w = X̂ + εZ� ��� �� ����� ������������� �� �� ������������ ������� ���

�Y −Aw�22 =
���Y −AX̂

���
2

2
+ ε2�AZ�22 − 2εZtAt

�
Y −AX̂

�

� �� �
=Z

=
���Y −AX̂

���
2

2
+ ε2�AZ�22 − 2ε�Z�22

� ���� ������ � ��� ������������� ��� �������� � �� ������������ �������� �� ε ��� ��� �Y −
Aw�22 <

���Y −AX̂
���
2

2
� ������� ��� ������ �AZ�22 = 0 � �AZ�22 �= 0�

�� �AZ�22 = 0� ���� ��������� ε > 0 � ��������� �� �AZ�22 �= 0� ���� ε =
�Z�22
�AZ�22

�

�Y −Aw�22 =
���Y −AX̂

���
2

2
+

�Z�42
�AZ�22

− 2
�Z�42
�AZ�22

=
���Y −AX̂

���
2

2
− �Z�42

�AZ�22
>
���Y −AX̂

���
2

2

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



���� ������� ��������� �������� ��

������� ����� ��������� �� ��� ���������� ��� �������������� �� ��� �� ��������� ���������� ��
��������� ��� ����� �������������

������������ � ��� ������� ������ ������������ �� ��������� ������� ��� �������� ����������

s(X) = �AX − Y �22 = (AX − Y )t (AX − Y )

= XtAtAX −XtAtY − Y tAX + Y tY

= XtAtAX − 2XtAtY + Y tY

����� ����� �������� �� �� ������ �������� ��� ����� XtAtY ���� Y tAX ��� ��������� � ���
�� ���������� ��� ���� ��� ������ XtAtY = (Y tAX)t�� ��� ����� ��� ��������

������ ���� ���������� ��������� s(X) ��������� ∇s(X) = �0�

∇s(X) = 2AtAX − 2AtY = �0

�� ����� �� ������� ��� ���������� ���������

����� �� ������ ��������� �� ������������ �� ��� ������� �� ��� ∇s(X) = �0 ���� ������� �����
�������� ���������� ��� ����������� �� �� ������ �������� ��� A �� ����������� AtA �� �������
����������

������������ � ��� ������� ������ ��� AX = Y � ������� ��� ���� ������� �� ���������� �� �
���� �� Y ��������� �� ������� �� �������� �� A� � ���� �� Y ∈ Col(A)� �� �������� �� ���
���� ����������� ���� �� ������ �� ��� �� ������� ��� ������ ��� ���������� ��� ������������
�� ������ ������ ��� ������ ��� ���������� �� ������� �� ��� ���� ��� �� ������ �� ����� ��
���������� ��� ���� ��� �� ������ ���� ��� ����� ��� ������� � ��� ����� �� ���� ������ ��
��� �� ���������� ��� ����� �� ������ � ��� ������ �������� Y ����� ����� �� ���� ����������
������� ��� ��� �������� �� A ����������� S = Col(A)�� Y �∈ Col(A)� � �� ������ ��� �������
� Y ��� ��������� � Col(A) �� �� ���������� �� Y ����� S� PS(Y )�

���� ������ PS(Y ) ��������� � Col(A)� ��� ������ ������ X̂ ��� ��� PS(Y ) = AX̂� ������
������� ��� �� ���������� �� �� ������ ������ ��� Y − PS(Y ) ⊥ S� �� ����� ��� Y − AX̂ ��
��������� � Col(A) � ��� ����� �� ��������� � ����� ��� �������� �� Col(A)� �� ����������� ��
��������� � ��� �������� Ai �� A�

Y −AX̂ ⊥ Ai ⇐⇒ < Y −AX̂,Ai >= 0 ⇐⇒ At
i(Y −AX̂) = 0

���� ���� ���� ��������� ���� ����� ��� i = 1, . . . , n� ������� ��� ��� Y − AX̂ ∈ ker(At)� �
��� At(Y −AX̂) = 0�

�� ����������� �������� ��� �� ������� ��������� ��� ������������ ��� ����� ���������� �� �������
������� ���� �������� ����������� �� ��������� �� �� ������������� ������ �� �������� ��� �� �����
��� ����������� �� �� ��� ����� ������� �����

������ �� ������� �� ������� ��������� �������

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



�������� �� ������� ��������� ��

������� ������ ���������� ��� �������� ��������� ��� ���������� ����� ��� ��� ���������

� �
� ���
� ����
� ����
� ����
� ����
� ����

t

y

������ ���� ������� ����� �����

�� ���� ����� ������� ��� Φ(x1, x2, x3, t) = x1t
2 + x2t+ x3� ϕ1(t) = t2, ϕ2(t) = t, ϕ3(t) = 1� �

Y =




3,2
10,2
21,4
36,3
55,1
78,3



, A =




1 1 1
4 2 1
9 3 1
16 4 1
25 5 1
36 6 1



, AtA =




2275 441 91
441 91 21
91 21 6




AtY =




5013,7
978,3
204,5




����������� ��� ���������� �������� ����� ��� X̂ =




1,9893
1,0778
0,1400




�

�� ������� ��� ���������� �������� ������ ��� �� �������� ��� ������������ ���� ������ ��
��������� ��� �� ��� �������� ������� ������������ ���� ���������� ��� ���������� ���������

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



���� �������������� �� ��

t

y

Φ(t) = 1,989t2 + 1,078t+ 0,14

������ ���� ������� ����� ����� ���������

���� �������������� ��

�� ������������� �� �� ��� ������ �� �� �������������� �� �� ����� ���� �������� �� ���
������ ��������� Q ��� ��� ���������� �������� R�

���� �������������� �� ������� ������������������ ���� �������� �������� ��������� �� ������ � ��
���������� �� �������� �� ������� ��������� � ���� ������ ��� ������� ������� �� ��� �������

������� ������ ��� A ∈ Mm×n� ��� m > n ��� ����� n� ������� �������� Q ∈ Mm×m�

R ∈ Mm×n ����� ���� A = QR� QtQ = Im � ��� Q �� ���������� � R �� ���������� �������� �

��� ��� �������� ri,j = 0 ���� ����� ��� i > j�

����������� ������ ��� Q ∈ Mm×m ���������� � ��� QtQ = Im �������� �QX�2 = �X�2 ����

���� X ∈ Rm � Q−1 = Qt�

������������� ������ ��� �QX�2 = �X�2 ���� ���� X ∈ Rm�

�QX�22 = (QX)t(QX) = XtQtQX = XtX = �X�22

����������� ������ �� ����� ��������� �� ����������� ��������� ��� ��� ���������������� ��������
����� ��������� �� ����� �� � ��� �� ����� � �� ���������� ���� ���������������� �������������

������������ ��� ������� ������ ��� Ai �� ������� i �� A�

�� ���������

Q1 =
A1

�A1�
⇒ A1 = r11Q1 ��� r11 = �A1�.

�� ������ ��� {Q1, . . . , Qk−1} �� �� �������� ���������� �Qi ⊥ Qj i �= j� �Qi� = 1 ∀i��
� ��� ������ �� ������ [A1, . . . , Ak−1] = [Q1, . . . , Qk−1].

�� �������� ��� ���� ���� ���� k = 1� ����� � �������� ��� ����������

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



�������� �� ������� ��������� ��

�� �������� Qk ��� ��� �Qk� = 1 � Qk ⊥ Qj j = 1, . . . , k − 1.

���������

Q̃k = Ak −
k−1�

i=1

rikQi ��� ��� {Q1, . . . , Qk−1, Q̃k} ��� ����������

������� ��������� ��� rik�

< Q̃k, Qj > = < Ak −
k−1�

i=1

rikQi, Qj >

= < Ak, Qj > −rjk ������ Qi ⊥ Qj i �= j.

�������� �� �������� ������� �� � �� �� ����� rjk =< Ak, Qj > � ���� ������ ����� ��� ��
�������� {Q1, . . . , Qk−1, Q̃k} �� ����������

����� �������� Qk = Q̃k

�Q̃k�
� �������� � ��� {Q1, . . . , Qk} �� �����������

���������� �������� � ��� Ak =
�k

i=1 rikQi� �� ��� ������ ����� ��� [A1, . . . , Ak] =
[Q1, . . . , Qk].

�� �������������� QR �� ������� ���������� ��� ������� rij ���� ��� �������� �� R� ��� ������
��� {Qi}i=1,...,n �������� ������������� ���� �������� �� Q ��� �� ��������� ��� ��������
{Ql}l=n+1,...,m �� ��� ������ ��� {Q1, . . . , Qn, Qn+1, . . . , Qm} ��������� ��� ���� �����������

�� �������� A = QR �� �������� �� ��� ����� �������� ������ ����������� ���� ����������
Ak =

�k
i=1 rikQi�

���������� ���� �������� ��� �� ������� �� ������������ ��Q �� ������� �� �� �����������������
�� ����� �� �������������

������ ���������� �� �� �� ����

��������� ����� ��� ���������� ���������� �� �������� �� ������� ���������� ��������� ��� ���
���������� �������� ������ �������� ������ � ��� �� �� ������� ���������� ������������ ��������
���������

mı́n
X∈Rm

�AX − Y �22 = mı́n
X∈Rm

�QRX − Y �22

= mı́n
X∈Rm

��Q
�
RX −QtY

���2
2

= mı́n
X∈Rm

��RX −QtY
��2
2

= mı́n
X∈Rm

��R1X −
�
QtY

�
1

��2
2
+
���QtY

�
2

��2
2

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



���� �������������� �� ��

����� R1 ∈ Mn×n �� �� ������ ������� ��� ��� �������� n ���� �� R� �
�
QtY

�
1

∈ Rn��
QtY

�
2
∈ Rm−n ��� ��� �������� �������� ��� ��� �������� n � (m−n) ��������� �� QtY ∈ Rm�

���������������� ����������� ������� R1X =
�
QtY

�
1
� �� ���

���QtY
�
2

��2
2
�� ������� �� X�

��������� ��� ������� ��� �������� �� ������� R1X =
�
QtY

�
1
�

����������� ������

R1 �� ���������� ��������� ��� �� ��� R1X =
�
QtY

�
1
�� �������� ��� ����������� ����� ������

�� ���������� ��� ���� ��� QR ���� ���� �������������

��� ���������� ��� ����������� ���� ��������� QR�

������� ������ ��� ��� ����� ��� ������� ������ ����� ���

A =




1 1 1
4 2 1
9 3 1
16 4 1
25 5 1
36 6 1



= QR

�����

Q =




−0,021 −0,343 0,838 0,112 −0,040 −0,405
−0,084 −0,521 0,168 −0,006 0,346 0,757
−0,189 −0,535 −0,224 −0,613 −0,488 −0,122
−0,335 −0,383 −0,335 0,754 −0,213 −0,122
−0,524 −0,065 −0,168 −0,205 0,706 −0,391
−0,755 0,417 0,279 −0,042 −0,311 0,283




R =




−47,7 −9,25 −1,91
0 −2,35 −1,43
0 0 0,54
0 0 0
0 0 0
0 0 0



, R1 =




−47,7 −9,25 −1,91
0 −2,35 −1,43
0 0 0,54




��������� �� X ∈ R3 ��� �������� �� � ��� �� X �������� ��� �������




−47,7 −9,25 −1,91
0 −2,35 −1,43
0 0 0,54


X =




−105
−2,73
0,008




��� �� ��� X =




1,9893
1,0778
0,1400


�

�

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



�������� �� ������� ��������� ��

���� �������������� ���

��� ��������� ��� ������� ������� ���������� ������������ ��������� �� ������ ��������� ��
������� ������� �� ������ ���� �������������� �� ������� ���������� ���� �� ������� � ��
�� ���� �������� �� ��������� ������������ �� ����������� ��������� �� ���������� �����������
������ �� �������� ���������� �� ��������� ���� ������� ������� �������� �� ������� �� ����
��������������� �� ���������� �� �������� �� ������� ��������� �������� � �� ����������� ��
����� ������������ ����� �� ���� ��� ���������

�� ������� ��������� ��������� ��� ����������� ���� ��� ������ �� �������� � ��� ������ ������
��� �������������� ��� ������ ������������� ���� ��� ������ �������� �� ������ ������ �� ����
�������� ��� ��������� ������ ��������� A ∈ Mn×n(R) ����� ������������� ���� A = PDP t

����� D �� �������� � P ����������

���� ������������� ��� ��� ������ ���������� A ∈ Mm×n(R)� �� ����� �� ��������������
��������� ����� ������������� ���� A = USV t ����� S �� �������� � U � V ��� �����������
��� �������������� ��� ������� �� �� ������

������������ ������� �� ��� �������������� ��������� ���� ���������������� �������� ���� ���
����� ���� ��������� �� ��������� �� �� �������������� ���� �

��� ������ �� �� ��� ������ V � W ��� �������� ����������� ��� �������� ������� ����� �� ������
K�

������ �������������� �� ������� ���������� �� ��� �������������� ������

���������� �� ������ ����� �� ��� �� ������������

��������� ������ �� �������� T : V → V �� ����������� ��

�T (v), v� = �v, T (v)� ≥ 0, ∀v ∈ V

��������� ������ �� �������� ����������� T : V → V �� ���� �� �������� ��

�T (v), v� ≥ 0, ∀v ∈ V

�� T �� �� �������� �������� ������� ����� ������ ��� ��� ������� ������� ��� ����� �� ����������
�� ������ �� λ �� ����� ������ �� T ��� ������ ������ v �= �0 ��������

0 ≤ �T (v), v� = λ�v, v�

� ���� �� �� ������ ������� �� ������� ������ �� ��������� �� ������ ��� λ ≥ 0�

��������� ������ �� �������� ����������� T : V → V �� ���� �� �������� ��

�T (v), v� > 0, ∀v ∈ V

��� ������� ������� ���� ������� � ��������� �� ������� �� �� ��������� ������ ��� �������� �� ���������� �������

��� ������� � ������ ���� ���������� ��� ��������� ����������� �� ��� ��� ����� �� ����������

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



���� �������������� ��� ��

�� ���� ���� ��� ������� ������� ��� ����������

�� ��������� ���� �� ���� �� �� ������������ ��� ������� ����������

���� ������ ���� � � � �������� ����������� ��� �������� ������� �� ��������� ����� � ���

T : V → W ��� �������������� ������� �������� T ∗ T � TT∗ ��� ����� ������������� ��

��������� � ������ �� ����� ����� ��� T �

������������� ���������� �� ��������� ���� ���� T ∗T � �� ������ ���� TT ∗ �� ������� � �����
� ����� ��� ������� ������ ������� ��� T ∗T �� ������������

(T ∗T )∗ = T ∗(T ∗)∗ = T ∗T.

������ ������ ��� T ∗T �� �� ��������� �� �������

�T ∗T (v), v� = �T (v), T (v)� ≥ 0, ∀v ∈ V.

���������� ���������� ��� rango(T ∗T ) = rango(T )� ���� ���� ������� ��� ������ ���
ker(T ) ker(T ∗T )�
�� ��������� �������� ����

ker(T ) ⊂ ker(T ∗T ).

������� �� v ∈ ker(T ∗T ) ��������

0 = �T ∗T (v), v� = �T (v), T (v)�,

��� �� ����� T (v) = �0 � ���������������� v ∈ ker(T )� ���� ker(T ∗T ) = ker(T ) �� ������
�������������� ��� ������� �� ��� ����������� ���

dim(Im(T ∗T )) = dim(Im(T ))

�� ���� �������� �� �������

������� ������ ���� V � W �������� ����������� ��� dim(V ) = n � dim(W ) = m � ���

T : V → W ��� �������������� ������ ��� rango(T ) = r�
�������� ������ A = {v1, . . . , vn} ���� ���������� �� V � B = {w1, . . . , wm} ���� ���������� ��

W � ��������� σ1 ≥ σ2 ≥ . . . ≥ σr > 0 ����� ��� T (vi) = σiwi �� i = 1, . . . , r � T (vi) = �0 ��

i = r + 1, . . . , n� �� ������

T (vi) = σiwi con σi > 0 ∀i = 1, . . . , r y σi = 0 i = r + 1, . . . , n.

������������� ��� R = T ∗T � ��� �� ���� �������� �� ���� ��� R �� �� �������� ������ �� V
������������ �� �������� � ����� ����� r ����� r = rango(T )��
��� �� ������� ��������� ������ A = {v1, . . . , vn} ���� ���������� �� V ��� ��� R(vi) = λivi ∀i =
1, . . . , n� ���� rango(T ) = r �� ����� ��� dim(ker(T )) = n− r ��� �� ����� �� ���� A �� �����
������ �� ���� ��� λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λr > 0 � λi = 0 �� i = r + 1, . . . , n� ���� i = 1, . . . , r
��������

wi =
T (vi)

σi

����� σi =
√
λi� �������� �� ����� ��� T (vi) = σiwi ∀i = 1, . . . , r � T (vi) = 0 ∀i = r + 1, . . . , n

��� ���� �� ������� ����� ������ ��� ������� ��������� B = {w1, . . . , wn} ������� �� ���� ����

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



�������� �� ������� ��������� ��

� �� ��� ���� ���������� �� V �
������ �� ������ ����� ��� B� = {w1, . . . , wr} ⊂ W �� �� �������� ���������� � ������������
����� ����������� �������������� �� �������

�wi, wj� = �T (vi)
σi

,
T (vj)

σj
� = � vi

σi
,
T ∗T (vj)

σj
� = 1

σiσj
�vi, R(vj)� =

1

σiσj
�vi,λjvj� =

λj

σiσj
�vi, vj�

��� �� ������ ������ ��� A = {v1, . . . , vn} �� ��� ���� ���������� �� V � ������� ��� B� ��
�� �������� ����������� ��� S = SG({w1, . . . , wr})� �������� B� �� ��� ���� ���������� ��
S� ������ �� ����� ��������� B�� = {wr+1, . . . , wm} ���� ���������� �� S⊥ � ��� �� �����
B = B� ∪ B�� = {w1, . . . , wr, wr+1, . . . , wm} �� ��� ���� ���������� �� W ��� ��� �����������
���������

������ �������������� �� ������� ���������� �� ��� ������

��������� ����� ��������������� ����� ��� A ∈ Mm×n(R) �� ����� r� �������� �������

U ∈ Mm×m(R) � V ∈ Mn×n(R) ����� ����������� � Σ ∈ Mm×n(R) �������� ��� rango(Σ) = r
��� ��� A = UΣV t�

����������� ������ �� ������ Σ �� �� �� ������ Σ =

�
Σr 0
0 0

�
=

�
Σr 0r×(n−r)

0(m−r)×r 0(m−r)×(n−r)

�

����� Σr =




σ1 0 . . . 0

0 σ2
� � �

���
���

� � � � � � 0
0 . . . 0 σr



∈ Rr×r ������ �������� ��� ������ σ1 ≥ σ2 ≥ . . . ≥ σr > 0�

� ��� {σi}i∈1...r �� ��� �������� ������� ���������� �� A�
������� U = [U1|U2] ��� U1 ∈ Mm×r(R)� V = [V1|V2] ��� V1 ∈ Mn×r(R)� � ������� A =
U1ΣrV

T
1 �

������������� ����� ������ T : Rn → Rm ��� ��� T (x) = Ax� �������� A = ((T ))Cm Cn ����� Ci
�� �� ���� �������� �� Ri� ��� �� ������� �������� �� ����� ��� �������A �mcB ����� ������������
�� Rn � Rm ��������������� ����� ��� T (vi) = σiwi ��� σ1 ≥ σ2 ≥ . . . ≥ σr > 0 � σi = 0 ��
i > r�

��� �� ������ ((T ))B A =




σ1
σ2

� � �
σr

0
� � �

0




������

((T ))Cm Cn = ((Id))Cm B ((T ))B A ((Id))A Cn

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



���� �������������� ��� ��

��� �������� �� ������ �� ���� ((Id))Cm B � ((Id))A Cn ��� ����������� ���� ����������� ���
���� ���������� �� ����� ��� �� ������ ��������

U = ((Id))Cm B, V = ((Id))Cn A, Σ = ((T ))B A

�� ����� ��� A = UΣV t � ������ rango(Σ) = r� �� ���� �������� �� �������

����������� ������ ��� ������� ���������� �� A ��� σi =
√
λi ����� λi �� ����� ������ �� ATA�

�� ������ ������ ��� λi ≥ 0 �� ��� ATA �� ����������� ���������

������� ������ ��������� �� ������� ������ ������ ��� A = UΣV T ������

U = [U1|U2] =




−0,025 0,434 0,795 0,112 −0,040 −0,405
−0,099 0,536 0,109 −0,006 0,346 0,757
−0,194 0,505 −0,281 −0,613 −0,488 −0,122
−0,339 0,339 −0,375 0,754 −0,213 −0,122
−0,525 0,041 −0,173 −0,205 0,706 −0,391
−0,750 −0,391 0,324 −0,042 −0,311 0,283




Σ =

�
Σ1

0

�
=




48,6 0 0
0 2,72 0
0 0 0,473

0 0 0
0 0 0
0 0 0




V = V1 =




−0,981 −0,182 0,070
−0,191 0,823 −0,535
−0,040 0,538 0,842




�

X = V1Σ
−1
1 UT

1 Y =




1,9893
1,0778
0,1400




�

������ ���������� �� ��� �� ����

������� � ������������� ���� �� ������ �� �������������� ��� �� ����� �� ���� ���� ��
����������� ������ ��� ��� ���������� �������� ������ �������� ������

������� ������ ��� b ∈ Rm � A ∈ Mn×m(R) �� ����� r�
��� A = UΣV t �� �������������� ����

��������� �� �������� �� ���� �� ����� ������ �� �� ������ ���� ���

X̂ = V

�
Σ−1
r 0
0 0

�
U tb

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



�������� �� ������� ��������� ��

������������� ������������

�b−AX�2 = �U t(b−AV V tX)�2 = �(U tb����
C

−U tAV� �� �
Σ

V tX����
Z

)�2

����� �� ������� �������� �� ������ ��� ��� U t ��������� � V V t = Id�
������ ���������� ��� ������� �� ��������� Z = V tX � C = U tb �� ������

�b−AX�2 = �C − ΣZ�2 =
����
�
c1
c2

�
−
�
Σr 0
0 0

��
z1
z2

�����
2

=

����
�
c1− Σrz1

c2

�����
2

����� z1 ∈ Rr� z2 ∈ Rn−r� c1 ∈ Rr� � c2 ∈ Rm−r�

���� ����� �� ���� ������ ������ c1 = Σrz1 �z2 ������������
������� z2 = �0 ∈ Rm−n� ��������� ��� �Z�2 �� �������
�� ����� �X�2 ������� �� ������ ������ ��� �X�2 = �V Z�2 = �Z�2� �� ��� V �� ����������

�������� Ẑ � �� �������� �� ����� ������� �� ����� ���

X̂ = V Ẑ = V

�
Σ−1
r 0
0 0

��
c1
c2

�
= V

�
Σ−1
r 0
0 0

�
U tb ⇒ X̂ = V

�
Σ−1
r 0
0 0

�
U tb

���� �������������� �� ���������

������� ������ ��� B ∈ Mn×n(R) ��� ������ ��������� ������� ��������� �� �����

B = Bt

XtBX > 0 ∀X �= �0

�������� ������ ��� ������ C ∈ Mn×n(R) ���������� �������� ��� ��� CCt = B�

� ���� �������������� �� �� �������� �������������� �� ���������

������������� ����� �������� ��� B �� �������������� ��� ����� ��� ������� ������� ���������
� �������� ������� �������� ��� ���� ���������� B = LDLt� �������������� D ���� D =√
D
√
D � �������� �� ��������� ��� �� ��� �� ����� ��� �������� �� �������

����������� ��� �� �������� ���� �������� p ��������� �� ������� ����������

���������� ��� ������� p ��������� �� ������� ��������� �� �� ����� PMCLi = mı́n �bi −
AX� ��� X ∈ Rn, A ∈ Mn×m(R), bi ∈ Rm, i ∈ 1, . . . , p�

���������� p �������� �� ���������� �������� AtAX = Atbi� ��� i = 1, . . . , p�
��� �� ������ AtA �� ��������� � ������� ���������

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



���� ������� ��������� �� �������� ������� ��

(AtA)t = At(At)t = AtA

XtAtAX = �AX,AX� = �AX�2 > 0 ∀X �= �0

��� ������ AtA ������ ��� �������������� �� ��������� �� ������ ������ C ∈ Mn×n(R) ����������
�������� ��� ��� CCt = AtA�

��� b̂i = Atbi� �������� AtAX = Atbi �� ��������� ����

CCtX = b̂i i ∈ 1, . . . , p

�� ���� ����� ������������� �� ��� ������
�

CtX = y ���
Cy = b̂i ���

������� �� �������� �� ������� ���������� ��� ���� ������� y ∈ Rn � ����� �� �������� �� �������
���������� ��� ���� ������ �� �������� ��� i������ �������� �� ������� ����������

����������� ������ �� �������� �� ����������� ���������� ���� �� ���������� �� ��� p ���������
��� ���� ������ �� pn2�

���� ������� ��������� �� �������� �������

������� ����� �� ���� ��� ������� ��� �������� �� ������� ���������� �� ��� ������� �� �� ����
������ ��� ������� ��� ������� � ������� ����� � ������ �������� � ������� ����������� ����������
���� ����� ��� ������� ������� ����� ����� ��� �� ��������� �����

t y

t1 y1
���

���
tm ym

� ��� ������� �� ������ Φ(x1, x2, . . . , xn, t) = f(X, t) �� ������ ��� �������� � ��� ���������� ��
������ x1, x2, . . . , xn�

������� ������ �� ������� f(x1, x2, t) = sin(x1t) e
x2t� �� �� ������ ��� �������� � ��� ����������

x1, x2� �
��������� ������ �������� �� �������� ���� ������ ���� �� ��������� ��������

R(x1, x2, · · · , xn) = R(X) =




f(X, t1)− y1
f(X, t2)− y2

���
f(X, tm)− ym


 = F (X)− Y

����� ���������

F (X) =




f(X, t1)
f(X, t2)

���
f(X, tm)




��� ������� �� ��� ���������� x1, x2, · · · , xn�

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



�������� �� ������� ��������� ��

�� �������� �� ������� ��������� �� ������ �������� �� ������ �� X̂ ��� ������� �� ���������
�������

mı́n
X∈Rn

�F (X)− Y �22

����������� �� ��������� �� ������������ ���� ��������� ��� �������� �� �������� �� �������
��������� �� ������� �� ���� ��� ��������� �� ������� ��� ������� ��� ����� ������������ �� ��
�������� Xk � ���������� �� ������� �� �� ������� �� Xk� ����� �������� �� �������� �� �������
��������� ������ ���� ������� ��� ����� ������������ Xk+1�

R(Z) ≈ R(Xk) + JR(Xk)(Z −Xk)

�������� ��������� R(Z) � �������� �� ������� ����� Xk+1 �� �� �������� �� �� Z �� ��� ��
�� ���� ������� ��� ������ �������� �� ������ �� �������� Pk = Xk−1 −Xk� �� ���� ���� �� ��
��������� �� ������ �������

mı́n
Pk∈Rn

�R(Xk) + JR(Xk)Pk�22

����������� ������ JR(Xk) = −JF (Xk)

��� ������ �������������� �� ��������� �� ���������� �� ������

��������� � ��������� �� ������������ �������

�� X0 ∈ Rn

���� Ak ← JF (Xk)
Yk ← Y − F (Xk)
�������� �����
Pk ← �������� �� mı́nPk∈Rn �Yk −AkPk�22
Xk+1 ← Xk + Pk

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



���� ������� ��������� �� �������� ������� ��

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



�������� �

�������������

�� �������� �� ������������� �������� �� ��������� ��� ������� f(x) ����������� � ������ �� ��
�������� �� ������ {(xi, yi) : i = 0, . . . , n} ����� ��� f(xi) = yi� ��� ����� ������ ���� ��������
�� ��������� �� �������� �� ��� �� ��� ���������� ��� ��������� ��� ��������� ������ ��� �����������
������� �������� ��������� ��� ����� ��� ���� ������� ��� ������ �� �������� �� ��������� ������
�������������� ���� f(x)� ���������� ������ ��� �� ������� ��� ���������� � f(x) ���� ���
����� ��� �������

x

y

p6(x)

������ ���� ������������� ����������

���� ������������� �� �����������

�� ������������� �� ����������� �� ������ �� ��������� �� ��������� P (x) ��� ��� P (xi) = yi =
f(xi) ∀i = 0, . . . , n� ���� �� �� ������ ������ �� ��� �� ����� ��� ����� ��������� ����������
��� �������� ���� �� ��������� �� ��� ������ � ���������� �� ������� ������� �������� � �������
��� ������� � ������ �� �� ������� ���� �� ��� ��� ���� ��������� [xi, xi+1] ����� ��� ���������
����������

��



���� ������������� �� ����������� ��

��������� �� ��������� ������������ �������� ���������� ��� ������������ ��� �� ��� �� �������
n+ 1 ������ ��������� �������� �� ��������� �� ����� ����� � ����� � n� �������� ����������
�� ��������� �� ���� ������

P (x) =

j=n�

j=0

ajx
j

���������� ��� �� ��������� ���� ��� ��� ������ ����� ��������� �� ��������� ������� �� �����
�������





P (x0) =
�j=n

j=0 ajx
j
0

P (x1) =
�j=n

j=0 ajx
j
1

���
P (xn) =

�j=n
j=0 ajx

j
n

�� ���������� ���� ��� ���������� ��� ��� aj � ��� xj ��� ����� �� ����� ��� ��� yj �

��� �� ������ �� ������� ��������� ��� ������� �������� ���




1 x0 x20 . . . xn0
1 x1 x21 . . . xn1
���

���
��� . . .

���
1 xn x2n . . . xnn







a0
a1
���
an


 =




y0
y1
���
yn


 �����

� ���� ������ ��� �������� ��� ���������� ���������� �� ���� ��� �� �� ����� ������ �� �������

������ � �� ��������� V �

�� ��� �������� ��� ��� ����������� �� P (x) ��� �������� ��� ������� ����

��� ��������� �� �� ������ �� ����������� �� ��� �� ������������ �� ������� �������� ��
��������

det(V ) =
�

0≤i<j≤n

(xj − xi)

� ���� xi �= xj ∀i �= j �� ����� � ��� �� det(V ) �� �� ����� � ��� �� ������� ����� ���������

���� ��������� �� �� ������ �� ����������� �� ��� ����� �� ������ �� ��������� ������� ��� ��
��� �� ������� ���� ��� ������������ � ������� ������� ������� ����������� �� �� �������������
�� ��� ai�

����������� ���� ������������ ��� ���� ������ ���� ������� P (x) �� ��� ������� ������� �������
������ ������ � �� ������ �� ��� �� ���� ���������� �� ����� ��������

����� �� ��������� ��� ����� ������� �� ������������� ������ ������� ���������� �������������

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



�������� �� ������������� ��

������ ������������ ��� ����������

��� ��������� �� �� ������������� ���������� �� ��� ������ �� ��� ��������� �������� ��� ������
������� ������ ���������� �������������

���� ������� ���� ������� �������� �� �� ��������� [a, b] ����� ��� ���������� �������������
��� �� ��������� ��� ����� ���� �� ������� �� ����� ��������� ��� ���������� ��� ������ �� ���
��������� ��������� ����� �� ��������� ��������

������� ����� �������������������� ��� f �������� �� [a, b]� ��������� ∀ε > 0� ∃p(x) ��� ���
|f(x)− p(x)| < ε ∀x ∈ [a, b].

������� ������� ��� ���� ������� �� �������� ��������� �� ���������� �� �� ��������� ���
������� � �� �������� ���� ��� �� �������������� ���� ��� ��� ������ �������������� �� ���������
���� ������ ��� ������ ���� ���� �� �� ����� �� ��� �� �������� ��������

������ ���������� � �������� �� ����

�������� ��� �� ��� ����������� �� �� ������ �� ������������ �� ��������� ��� ������� ��
������� ��������� �� ��������� �� ����� ����� � ����� � n ��� ���� ��� ��� n+ 1 �������

������� ����� �� ���������

���� ��� ���������� p(x) � q(x) ����� ����

�
p(xi) = yi ∀i = 0, . . . , n gr(p) ≤ n
q(xi) = yi ∀i = 0, . . . , n gr(q) ≤ n

��� �� ��������� o = p− q =⇒ o(xi) = p(xi)− q(xi) = yi − yi = 0 ∀i = 0, . . . , n�

�������� �� ��������� o ����� n+ 1 ������ � gr(o) ≤ n =⇒ o ≡ 0 =⇒ p = q�

����� ��� ����������� ����� �����

�� �������� ��� ��������� ������������ ������� ��� ������������������ ��� ������ ��� ��������
��� ���� ������ �� ��������� ��� ���� ��� n + 1 ������� ��� ����������� ��� � ��� ��� �������
������������� ������ �� �� ������� ������� �� ������ �� �������� � �� �� ��������� �� ������
�� ������� ����� ����� ����� ������� ��� � ������� �� ����� ���������� ��� ��� ��� ������� ��
����� ��� �������������� ��� ���� ������ �� ������ ��� ������ ������������ �� ����� ������
�� ����������� �� �������� ��� ������� ����� ������� �� ��������� � ����������� ����������� ��
��������

���� ������������� �� ��������

�� ������ �� ������������� �� �������� ����� ��������� �� ��������� P (x) ��� ��� P (xi) =
yi = f(xi) ∀i = 0, . . . , n�

��� �������� �� ������� �� �������� �� �������� P (x) ���� ����������� ������ �� ��� ���� ��
���������� {lj(x)} � ��� ��� ��� �������� ���������� �� ��������� ����

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



���� ������������� �� ������ ��

P (x) =

j=n�

j=0

yjlj(x)

� ���� ���� ��������� P (xi) = yi ����� ��� P (xi) =
�j=n

j=0 yjlj(xi)� ��� ������

lj(xi) =

�
1 �� i = j
0 �� i �= j

���� �������� ��� �� ��������� �� �������� �������� lk(x) �� ����� ��� ������ �� ����� ��� ������
xi� ����� �� xk� �� ���� ������� �� �� ��������� P (xi) =

�j=n
j=0 yjlj(xi) ���� ����������� li(xi) = 1

� ��� ����� �� ��������� ��� P (xi) = y1l1(xi) + · · ·+ yili(xi) + · · ·+ ynln(xi) = yili(xi) = yi�

����� ����� ���� ��� lj(xi) =

�
1 �� i = j
0 �� i �= j

����������� ��� lj(x) ����� ������ ��

x0, . . . , xj−1, xj+1, . . . , xn � ��� lj(xj) = 1� ��������������� �� ���������� ����� �����������
�����������

lj(x) =
(x− x0)(x− x1)(x− x2) . . . (x− xj−1)(x− xj+1) . . . (x− xn)

(xj − x0)(xj − x1)(xj − x2) . . . (xj − xj−1)(xj − xj+1) . . . (xj − xn)

���������� ����

�� ������� ��������� �� ��� ����������������

��� ������ ������� ��������� �������� �� �� ������� �� ��� li(x) � �� �������� ��� ������������

������ ��� �� ������ �� �������� ������� �������� ������������ �� ��������� ������������� ���
�������� ��������� �� ��������� ��� ��������� ���������� �� �� ������ �� ��������� ���������
�������� � ���������

���� ������������� �� ������

�� ������ �� ������ ������� ��������� �� ��������� ������������ �������� �� ������� ���������
�� �� ��� �� ���� ���� �� �� ������ � ����� ��� �� ����� ������ ���� ������ �� ���������������
���� ������ ������� �� ��������� ������������ ��� ���� ��� ��� {(xi, yi}i=0,...,n � ��� ����� ��
����� ���� (xn+1, yn+1)� � ���� �� �������� ���������� P (x) ���� ������� ������ �������������

�� ������� �� �� ���� �����

��� Pk(x) ��� ��� Pk(xi) = yi ∀i = 0, . . . , k�

������ Pk+1(x) ��� ��� Pk+1(xi) = yi ∀i = 0, . . . , k, k + 1�

�����������

Pk+1(x) = Pk(x) + qk+1(x)

���� ����������� ������� ��������

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



�������� �� ������������� ��

�� �� ����� ��������� ���� ����� ��� ����� ��� ������ �����������

Pk+1(xi) = Pk(xi)� �� �
yi

+qk+1(xi) = yi ∀i = 0, . . . , k

=⇒ qk+1(xi) = 0 ∀i = 0, . . . , k gr(qk+1) = k + 1

��������
qk+1(x) = (x− x0)(x− x1) . . . (x− xk)ak

�� �� ����� ��������� ���� ����� ��� �� ����� ������

Pk+1(xk+1) = Pk(xk+1) + qk+1(xk+1) = yk+1

=⇒ qk+1(xk+1) = yk+1 − Pk(xk+1)

�� ����� ������������ ����

ak =
yk+1 − Pk(xk+1)

(xk+1 − x0)(xk+1 − x1) . . . (xk+1 − xk)

� ���� �� �������� ����� ��� n+1 ������ � ����������� (x0, y0), (x1, y1), . . . , (xn, yn)� �� ������
�� ������ �������� �� ��������� ��� ai ��� �����������

Pn(x) =
i=n�

i=0

aiwi(x)

������

wi(x) =

�
1 �� i = 0�

0≤j<i(x− xj) �� i = 1, . . . , n

� ������ �� ���� ���� �� ������� � �������� �� ��������� ��������

(x0, y0) : a0 = y0
(x1, y1) : a0 + a1(x1 − x0) = y1
(x2, y2) : a0 + a1(x2 − x0) + a2(x2 − x0)(x2 − x1) = y2

���
(xn, yn) : a0 +

�n
i=1 ai

�j=i−1
j=0 (xi − xj) = yn

������� �� ����� �� ak ����� ���������� �� �������� �� ��� �������� ����������� ��������� �

a0 = f [x0], a1 = f [x0, x1], . . . , aj = f [x0, x1, . . . , xk]

������
f [xi] = f(xi),

f [xi, xi+1] =
f [xi+1]− f [xi]

xi+1 − xi
,

f [xi, xi+1, xi+2] =
f [xi+1, xi+2]− f [xi, xi+1]

xi+2 − xi
,

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



���� ����� �� ������������� ���������� ��

� �� ��������

f [xi, xi+1, . . . , xi+j−1, xi+j ] =
f [xi+1, . . . , xi+j−1, xi+j ]− f [xi, xi+1, . . . , xi+j−1]

xi+j − xi

������� ������ ���������� �� ��������� ������������ ��� ��� ������ {(0, 0), (1, 1), (2, 2), (3, 4)}
���������� �� ������ �� �������

�� ������� ������

(0, 0) : a0 = 0
(1, 1) : a0 + a1(1− 0) = 1 ⇒ a1 = 1
(2, 2) : a0 + a1(2− 0) + a2(2− 0)(2− 1) = 2 ⇒ a2 = 0
(3, 4) : a0 + a1(3− 0) + a2(3− 0)(3− 1) + a3(3− 0)(3− 1)(3− 2) = 4 ⇒ a3 =

1
6

���������� p(x) = x+ 1
6x(x− 1)(x− 2).

��������� � ������������ ���� �� ������� ������� ��� ����������� ��� ��������� ���������� ��
������� �� ����������� ����������

x0 = 0 f [x0] = 0

f [x0, x1] =
1−0
1−0 = 1

x1 = 1 f [x1] = 1 f [x0, x1, x2] =
1−1
2−0 = 0

f [x1, x2] =
2−1
2−1 = 1 f [x0, x1, x2, x3] =

1
2
−0

3−0 =
1

6
x2 = 2 f [x2] = 2 f [x1, x2, x3] =

2−1
3−1 = 1

2

f [x2, x3] =
4−2
3−2 = 2

x3 = 3 f [x3] = 4

�

���� ����� �� ������������� ����������

����� �� ������� ����� ��������� ��������� �� ��������� ��� ���� ��� �� �������� �� ������
������ ����� ����� ���� ��������� �� �� ������ ��������� ���� �� ��� �������� ����� ��� �� �
�� �� ������� ��������� �� ������� �����������

��������� ������ ���� ������ ��� ����� ���� ���� ����� x� E(x) = f(x)−Pn(x)� ������� �����
��� �� ��� ����� ��� ��������� ���� ����� �� ����� �� ��� E(xi) = f(xi)− Pn(xi) = yi − yi = 0�

���� ��� ���� ���������� ���� ������� ���������� ���� �� �� ����� ��� ��������� �� ����������
f(x) �� ������������

���������� � ������������ �� ������� ��� ����� ��� �� �������� �� ��������� ������ �����
���� ���� �� f(x) ��� �������� �� ��������� �� ��������� ������ �� �����������

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



�������� �� ������������� ��

������� ����� �������� �� ��������� ��� ����� �� ������������� ������������ ��� f �� �����

Cn+1 �� �� ��������� [x0, xn] � pn �� ��������� ������������ � f ��� ��� �������� x0 < x1 < . . . <
xn� ������ ���� ���� x ∈ [x0, xn] ������ γx ∈ [x0, xn] ��� ��� �� ������ �� ��������� �������� ����

�� ����� E(x)�

E(x) = f(x)− pn(x) =
fn+1(γx)

(n+ 1)!

n�

i=0

(x− xi)

������������� ������� x ∈ [x0, xn] ���� �� x = xi ���� ����� i� �� �������� �� ��������� ����
E(xi) = 0� ���������� �������� ��� x �� �������� ��� ������� �� ��� ��������� ������������
�� ������� �������� F : [x0, xn] → R ��� ���

F (t) = f(t)− pn(t)− (f(x)− pn(x))

�n
i=0(t− xi)�n
i=0(x− xi)

.

�� ��������� �� ��� ����� �������� �������� ��� �� ������� F ������� �� �� �������� t� �� �� x�
��� �������� ���� �� ������� ��� F (xi) = 0 ���� ���� i = 0, . . . , n� � ������ F (x) = 0� ��� ��
��� F ����� �� ����� n+ 2 ������ �� [x0, xn]� ���� f �� �� ����� Cn+1� ������� ��� F �������
�� �� ����� Cn+1� ���� p0 < p1 . . . < pn+1 ��� n+ 2 ������ �� F � ��������� �� ������� �� �����
�� ���� ��������� ������� �������� ��� ������� n+ 1 ������ p�0 < . . . < p�n ���� F � �����������
���������� ��� �� �������� �� �������� � t�� ��������� ���������� ����� �� ������� �� ����� ��
������� �������� �� ���������� �� ��� ���� γx ∈ [x0, xn] �� �� ������� F (n+1)� ���� pn �� ��
��������� �� ����� n � ������ ������� ��� �� �������� �� ����� n + 1 �� ����� ��������� ��
������� n+ 1 ����� �� ������� F ������� ����

F (n+1)(γx) = f (n+1)(γx)− (n+ 1)!
f(x)− pn(x)�n

i=0(x− xi)
= 0.

���������� ���������� f(x)− pn(x) �� ������ �� ����������

��������� ������ E(x) ≤ (xn−x0)n+1

(n+1)! |fn+1(γx)|

��������� ������ E(x) ≤ (xn−x0)n+1

(n+1)! �fn+1�∞,[x0,xn]

��������� ������� ������ ��� ���������� ��� ������ �� ������ �� �������������� � �� �����������
�� �� ������� ��� �� n ������ ������� �� ���� (n+1)! � �� ����� �� ������������� ������� ����������
��� �������� ������ ����� �� ���� �� ��� fn+1(γx) ������ ��� ������ ��� (n+1)! � ����� ��� ��
����� ��������

�� ���� ���������� �� ��� �� ������� ���� �������������� �� ���������� �� �� ��� ������

������ �������� �� �����

�� �������� �� ����� �� �� �������� ��� ������� �� ��������� ������������ ��������� �����
����� ������������� ���������� ��� ���������� �� ���� ����� ���������� ����� �������������� ��
������ �� ���� � ���� ����� ������ ��������� �� �������������� �� ��� ������� �� ���� ������
�������� ����������� ������������ ��� �� ������� ������ �������� �� ������ �� ������ �������
�� �������������

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



���� ����� �� ������������� ���������� ��

��� ������� �� �� ��� �� ����� �������� �� �������� �� �� ������� ������� �� ������ f(x) =
1

1+25x2 �

�� ������� �� �� ��������� ������ ����� ������������� ����� �� � �� �� ��������� ���������� ��������
������������ ����� ��� �������� ��� ���������� ���� �� ������� �� �� ������ ����

x

y

f(x) = 1
1+25x2

p10(x)

������ ���� ������� �� ����� � �������������

�� ������ �� ������ � ���������� �� ��������� �������� �� ��� ������ xi∀i = 0, . . . , n� �����������
�� ������ �� ���������� �� ������������ � �������� ����������� �� �������� �� �������� n�

�� �������� ��������� ��� �������� �� ����� ��� ��������� ������������ �� ������� �� �� ��

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



�������� �� ������������� ��

����� ������ ���� � �� ��� �������������� �� ������ ������� �� ������ �� ��������� � ����� ���
��� ������ �� f(x)�

��� ���� ����� ��� �� ������� �� ������������������ �� ������� �� ��������� ����������� �������
������������ �������� �� ��������� ������� �������� ������ �� �� ������� ��������� �� ����
������ �� �������� ��������� �� ���������� ������������� ������� �� �� �������� �� ��� �������� ��
�������������� ���� �������� �� ��������� �� ������ ������������� �� ���� ������ �� ��������������

������� ����� �� ���������� � ���� �������� ��� ������ ������ ��� �� ���� ������������� ���� �����
�� ����������� �������� ������������� � ������� � ��� ��� �� ������ ������� �� �� ���������
������������ �� ��������� ��� ���� ��� �� ������ ���� ��� �� ���� ��� ������ ���������� ����������
��� �� ����� ������� ����� �� ����������

���� ������������� �� �������

�� ������ ������������ �������� ���������� ���������� P (x) ��� ������ �� ���������� � f(x)�
���������� � f �(x)� �� ������

�
P (xi) = yi = f(xi)
P �(xi) = y�i = f �(xi) ∀i = 0, 1, . . . , n

�����

��� ����� �������������� �� �������� �� ��������� ��� ��� ������ ���� ����� �� ���������� ����
��� ������� ��� ��� ��������� ���� ����� ��� ������ �� ������ ��� �� P (x) ������ ��� ��� ������
(xi, yi) ��� �������� y�i� ����� ����� ������� ��� ����� ����������

�� ������ ��� ��������������� � ������������ ��� ��������� ��� ������� f(x) � �� �������� f �(x)
�� n+ 1 ������ �� �� ����� ������ �� ��������

�� ����������� �������� ��� �� ���� ����� �� ������ 2n + 2 ����������� � �������� ��� �� ��� ��
����� �� ��������� P (x) �� �� ����� ����� 2n+1� �� ����� ������� 2n+2 ����������� � �������

�� ��� ��� �� ����� �� ��������� �� ������� �������� �� ��������� ����������

H2n+1(x) =
i=n�

i=0

(yihi(x) + y�ih̃i(x))

����� hi(x) � h̃i(x) ����� � ��� ������ ����������� ������� �� ����� �� ����� 2n+1 � �����������
���� ��� ����� ������� ���� ���� 0 ≤ i, j ≤ n��

hi(xj) = δij h�i(xj) = 0

h̃i(xj) = 0 h̃�i(xj) = δij

����� �� ���� �������� ����� ����������� 2n+ 2 ������ ����������� ����� ����� ��� ���� ���
������������

����������� ��� δij =

�
1 �� i = j
0 �� i �= j

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



���� ������������� �� ������� ��

����� �� ��������� ����� ������ ������� ��� ��� ����������� ��������� ����� ��� H2n+1(x)
��������� f(x) � f �(x) �� ��� ������ xi� �� ������ ��� �� ����������� �� ������� ���� � ����� ��
���� ����� ��������� �� ���������� �� ��� ������� ��� ������� �� xk� ���������� ��������� ���
H2n+1(xk) = yk � H �

2n+1(xk) = y�k�

�� ������� ��������� �� xk �� ������ ����� ��� h̃i� ���� h̃i(xj) = 0∀i, j� � ������ �� ������
����� ��� hi� ����� �� k������� ���� hi(xk) = 0 ���� ����� ��� i� ����� ������ i = k� ��� ���� ��
�� ������ ��� �� ���� �� ���������� ��������� ��������� �� ������� ykhk(xk) = yk�

�� ���� ���� ��������� ��������� ��� H �
2n+1(x) =

�i=n
i=0 (yih

�
i(x) + y�ih̃

�
i(x)) � �������� �� �����

�������� ��� ������ �� ������� �� xk�

����������� �� ������� ��������� ��� ��� hi(x) ������ �� ������

hi(x) = [1− 2l�i(xi)(x− xi)](li(x))
2 �����

� ��� ��� h̃i(x) ������ �� ������

h̃i(x) = (x− xi)(li(x))
2

�� ������� �� ��� ���������� li(x) �� �� ���� �� ���������

����� � ������� ����

�� h�i(xj) = 0 ∀j ⇒ h�i(x) = li(x)r(x)/r(xi) = 0

�� hi(xj) = δij ⇒ hi(x) = li(x)q(x)

���� ������� r(x) � q(x) ��� ��������� �� ����� �� h�i(x) � hi(x)�

��������� h�i(x) = l�i(x)q(x) + li(x)q
�(x) = li(x)r(x)�

�������� li ������ ������� � q � ��� q(x) = li(x)s(x)� ���� ������ s(x)�

������ ����������� ������� ��� hi(x) = l2i (x)s(x)� ���� �� ����� �� l2i (x) �� 2n− 2� ��� �� ���
s(x) ���� ��� �� ��������� �� ����� � � ����

hi(x) = l2i (x)(ax+ b)

���� ������ a � b ����������

�� h�i(xj) = 0 ⇒ 2li(xi)l
�
i(xi)(axi + b) + l2i (xi)a = 0

�� hi(xi) = 1 ⇒ l2i (xi)(axi + b) = axi + b = 1

��� ������� �� �� ������� ������ �� ��� ���������� ��� ��� ����������� ��� ���������
�

a = −2l�i(xi)
b = 1 + 2l�i(xi)xi

������������ �� ����� � ����

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



�������� �� ������������� ��

������� ������ � ���� �� �������� ���������� �� ��������� ������������ �� ������� �� ��
������� f(x) = sen(x) ��� ��� ������ x0 = 0 � x1 = π/4�

�� ����� �� ����� �� �� ����������

xi yi y�i
0 0 1

π/4
√
2
2

√
2
2

��� ���������� ���� �� �������� ����

l0(x) =
�
1− π

4
x
�

l1(x) =
4

π
x

�� ���������� �� ��������� ���� �������� ���� �� ��������� ������������� �� ����� �� ���� �����

H3(x) = 0.h0(x) + 1.h̃0(x) +

√
2

2
.h1(x) +

√
2

2
.h̃1(x)

������

h̃0(x) = x

�
1− 4

π
x

�2

h1(x) =

�
1− 8

π

�
x− π

4

��� 4

π
x

�2

h̃1(x) =
�
x− π

4

�� 4

π
x

�2

��� �� ����� �� ��������� ������������ ���

H3(x) = x

�
1− 4

π
x

�2

+

√
2

2

�
1− 8

π

�
x− π

4

��� 4

π
x

�2

+

√
2

2

�
x− π

4

�� 4

π
x

�2

�

�� ��������� �� ������� ���� ����������� ����������� ��� �� ��������� �� ������ �� ��� �����
�������� ��� ��������� � ���������� �������� �� ������ �� ����������� ���������� �� ���� �����
������� ����� ��� ����������� �� �� �������� �� �� ����� �� ����������� ��������� � ��������������
��� �� k������ ��������� �� �� ���� �� ������� ��� ����� �� ��������� ���������

�n
i=0(x − xi)�

��� ���� �� �������� ������ ��������� �� ��������� �� �������

������������ �� ������������� �������� �� ��������

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



���� ������������� �� ������� ��

������� ������ ����������� ��� �� ���� �� �� ������������� �� f(x) = sen(x) �������� H3(x)�
������������ ���� �� ����� ������� ������� �� ��������� �� ������� ���������� �� ������� ��
����������� ���������� �� ��� �����

� �
� � �

π/4
√
2
2

2
√
2

π

4(2
√
2−π)

π2 ≈ −0,1269

π/4
√
2
2

√
2
2

2
√
2(π−4)
π2

π(2
√
2+4)−16

√
2

π2
4
π ≈ −0,1516

��� �� ����� �� ��������� ������������ �� ������� �� �� ������� f(x) = sen(x) ��� ��� ��������
x0 = 0 � x1 = π/4 ���

H3(x) = x+
4
�
2
√
2− π

�

π2
x2 +

π
�
2
√
2 + 4

�
− 16

√
2

π2

4

π
x2(x− π/4)

H3(x) = x− 0,1269x2 − 0,1516x2(x− π/4)

�

� ������������ ������������ ��� ��������� ��� �� ����� �� ������������� �� �� ��������� [x0, xn]
����� �� ������

f(x)−H2n+1(x) =
f2n+2(ξ(x))

(2n+ 2)!
(x− x0)

2(x− x1)
2 . . . (x− xn)

2, ξ(x) ∈ [x0, xn]

����� �������� ��� ��� ������ �� ���������� ��������� x0 ≤ x1 ≤ · · · ≤ xn ��� ������������

�� ���� �� �� ������������ �������� �� ������ �� �������� � ���� �� ������������� ������� �� �������
�� ����� ��� �� ���� ��� n + 1 ������ �� ������������� (xi, yi), i = 0, .., n� � �� ��������� ���
�������� �� ������ ����������� (xni , y

n
i ) �� ������ ��� �� ��������� �������� ��� ��� ���������

(xi, yi), (x
n
i , y

n
i ) �������� ��� y�i � ���� xni �������� � xi�

�� �� ��������� �� �������� �������� �� �� ������������� ����������� ����� ����� ������ ���������
����� ��� ������ ��� ����������

������� ������ �� ��� ��� ��� ���� �������� ������� ���� �� ����� ����� f(x) = sen(x) � H3(x)

�� �� ��������� [0, π4 ] �� Emax ≤ �f (4)�∞
4! (π/4)2(π/4)2� �� ������� ���� f (4)(x) = sen(x)� ��� ��

����� máx[0,π/4] |f (4)(x)| = máx[0,π/4] sen(x) = sen(π/4) =
√
2
2 � ������ ��� ���� �������� ���� ��

����� ���� �� �� ������� ���

c =

√
2

2

1

4!

�π
4

�4
� 1,121x10−2

�

����������� ���� ������ ���� �������� ������� ��� �� ����� ��� �� �� ������ �� ������� �������
��������� �� ��������� ������������ �� ������� �������� �� ������� ��������� �� �� ��� �� ����
���� �� �� ������ � ����� ��� �� ����� ����� ��� ������ ����� �� ���������

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



�������� �� ������������� ��

�� ��������� ��� Pn(x) �� ��������� �� ������� ��� ��������� (xi, yi, y
�
i) ���� i = 0, . . . , n �

������� �� ����� ��������� (xn+1, yn+1, y
�
n+1)� ��������

Pn+1(x) = Pn(x) + [a+ b(x− xn+1)]

n�

i=0

(x− xi)
2

���������� �� ��������� Pn+1(xn+1) = yn+1 �� ������� �� ����� �� a � ����� ������ ��� ��

�������� ��
�n

i=0(x−xi)
2 ��

��n
i=0

2
x−xi

��n
i=0(x−xi)

2� �� ����� ������� �� P �
n+1(xn+1) = y�n+1

�� ����� �� b�

�������� ��� p0(x) = y0 + y�0(x− x0)�

���� ������������� ������

�� ����� ��� ������ �� ������ �� �������� �� ���������� �� ��� �� ������ �������� �� ���� ���
����� �������� ���� ��������� �������� ���� ��� �������

���������������� �� ���� �������� ����� ���� ��� �� ������ �� �������� �� ��� ����� ��� ����
��� ������

y = L(i)(x) =
yi+1 − yi
xi+1 − xi

(x− xi) + yi

���� ��������� �� ��������� ������ �� �� ��������� [xi, xi+1]� �������� ��������� ���������� ����
���� ������ ��� �� ��� ���� ������ ������ �� ������ �� ������������� ������ � �������

��������� ��� �������� �� ���� ���� �� ��������������

�� �������

�� ������� ��� ������ ������ �� �������������

������� ������ �� ����� ���� ��� �� ������ �������

��� �������� �� ��������� ���������� �� ���� � ���������� �� ��� ���������� ������ �� �������������
����������� �� �� ��������� �� ��� xi� �� ��� �������� ��������� ����������� ����� ����� ��
������������� � ������ ���� ��� ��� �� �������� ������ ��� ������ ��� �������� �� �� �������������
�� ���� ������� ���� ������ ���������� ��� �� ����� ���

|L(x)− f(x)|[xi,xi+1] = |(x− xi)(x− xi+1)
f ��(θ)
2! | ≥ |h2 f ��(θ)

2! | �� ��������� xi+1 − xi = h�

�� ����� ��� �� �� ��������� ����� ��� xi �� h� �� ����� �� O(h2)�

�� ���� ���� ��������� �� ������ ���������� ������� ��� �� ����� ����� ��� ���������� ���� x �= xi
�� |L�(x)− f �(x)| = O(h)�

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



���� ������� ������� ��

���� ������� �������

�� ������������� ��� ����� �� ������� �������� �� �������� �� ��������� ��� ������� �� �����
C2 ��� ��������� �� �������� �� ������

���� ��� ��� ������������ ��� ������������� � ������ ���������� �� ���� ��������� Ii =
[xi, ii+1] ∀i = 0, . . . , n− 1 �� ��������� ������ si(x)�

� ����� ���������� �� ��� �������� �� ���� ��� ����� ����� ����� �� ��� �������� ����� �� ����
���������� ���� ������ ��� ��� ��������� � ��� ���������� ��� ��� �� ������� ��� �� ���������
� ���������� ��� ������� ��������� ��� �� �������� �� ������� ��� ����� ��� ����� ��������� ��
����� ��� �������

�� ���������� ������ � �� ��������� ������������ ������ � ������ ��� ��������� �������� �
�������� ����������

��� ������ ��� ������� ���������� ������ ������������ ��� ��� ���������� �����������

si−1(xi−1) = yi−1 1 ≤ i ≤ n

si−1(xi) = yi 1 ≤ i ≤ n

s�i−1(xi) = s�i(xi) 1 ≤ i ≤ n

s��i−1(xi) = s��i (xi) 1 ≤ i ≤ n

�� ������� ��� ����� ����� ���� ������ ���� �� ��������� ������ � ������ �� ��������

�� ��� ��� ����� ���� ��� �� ������ [xi, xi+1] ����� �� ��������� ������ ��� � ����������� ���
���� ����� �� ����� 4n �����������

��� �� ������ �������� �� �������� �� ������������� ��������� ��� ���� ���� �������� n ��� �����
��� �� ������� ��������� ��� ���������� n ��� ����� ��� �� ������� ������� ��� ���������� n − 1
���� ����� �������� ��������� � n− 1 ���� ����� ���������� ��������� ����������� 4n− 2�

��������� ��� ������� ��� ���������� ��� ����������� ��� ��������� ��� ������������� ��� ���
������������ � ��� ��������� �� ��� �������� {x0, xn}�
��� ���������� � ���������� ���������� �� ������ �������� � ������ �� ��� ����� �����

hi = xi+1 − xi

t = x−xi
hi

Δi = yi+1 − yi

di = s�i(xi)

� ������

si(xi + thi) = yi + tΔi + t(t− 1)(Δi − hidi) + t2(t− 1)(hi(di + di+1)− 2Δi)

������ ��� ���� � �� ���������� �� �� ������������ si(xi + thi) ������ ���� �� ��� �����

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



�������� �� ������������� ��

�� si(xi) = yi �� �������� ������������ t = 0�

�� si(xi+1) = yi+1 �� ������� �������� t = 1 ���������� si(xi+hi) = si(xi+1) = yi+Δi = yi+1�

����� ��������� �������� � t�

s�i(xi + thi)hi = Δi + (2t− 1)(Δi − hidi) + (3t2 − 2t)(hi(di + di+1)− 2Δi)

�� s�i(xi)hi = Δi − (Δi − hidi) = hidi

�� s�i(xi+1)hi = Δi + (Δi − hidi) + (hi(di + di+1)− 2Δi) = di+1

����� ����� ���������� �� �������� ��������

s��i (xi + thi)h
2
i = 2(Δi − hidi) + (6t− 2)(hi(di + di+1)− 2Δi)

� ��������� s��i (xi) = s��i+1(xi+1)

⇒ 1

h2i
[2Δi−2hidi+4hi(di+di+1)−8Δi] =

1

h2i+1

[2Δi+1−2hi+1di+1−2hi+1(di+1+di+2)+4Δi+1]

⇒ 1

h2i
[−6Δi + 2hidi + 4hidi+1] =

1

h2i+1

[6Δi+1 − 4hi+1di+1 − 2hi+1di+2]

�� ����� ��������� �� ��������

2

h2i
di + (

4

hi
+

4

hi+1
)di+1 +

2

hi+1
di+2 =

6

h2i+1

Δi+1 +
6

h2i
Δi

��� �� �� ������� �� ���������� �������� ��� ������� �������� �������������� ��� di�

��������� ��� ��� ��� di �� ������� �������� ��� � ����������� ��� ������ �� ��� ������� � �����
������ ��� �� �����������





si(xi) = yi
si(xi+1) = yi+1

s�i(xi) = di
s�i(xi+1) = di+1

�� ������������ d0 � dn �� ����� ������ ���������� �� ��������� ��� d0 = dn = 0 �� �����
������ ��������

�� ������ ���������� ����� ���� ���� �� ��� �� ������ ���������� �������� �� ������� ��� ������
����� di �� �� ������� ����������� ���� �� ���� ������� �������� ��������� �� �����������

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������
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


1 0 0 . . . 0 0
2
hi

[ 4hi
+ 4

hi+1
] 2

hi+1
0 . . . 0

0
� � � � � � � � � � � �

���
���

� � � � � � � � � � � � � � �
���

� � � � � � � � � � � � � � �
0 0 0 . . . 0 1







d0
d1
���
dn


 =




d0
d1
���
dn


 �����

���� ������ �� �������

��� ����� �� ������ �� ��� ����� �� ���������� ������� ��� �������� �� ���� ����� ���� ��
�������� �� ������ P0 = (x0, y0), . . . , Pn = (xn, yn)� �� ����� �� ������ ��������� ����� ���
�������� �� �� ������ �� ����� P0 ��� Pn� � ��� ��� �� ��� ����� ������� �� ��������� ��� �����
������ ���� ��� ������ �� ������� �� ������ �� ������ �� ��������� ������� �� �������� � ���������
���� ������������� �� �� ����� ��� ������ �� ������ �� ������ ������������ ����������� �����
�� ��������� � ���������� ��� ������� �� ������

����� ������ �� �������

����� ��� ������ P0 � P1� ��� ����� ������ �� ������ �� ��� ����� ����� ��� ��� �������

B(x) = (1− x)P0 + xP1 ∀x ∈ [0, 1]�

����� ���������� �� �������

����� ��� ������ P0� P1 � P2� ��� ����� ���������� �� ������ ����� ���� ��� �� ��������� ��������

B(x) = (1− x)2P0 + 2x(1− x)P1 + x2P2 ∀x ∈ [0, 1]�

�� �������� ����� ��� ������ P0, P1, . . . , Pn� ��� ����� �� ������ �� ����� n ���

B(x) =
�n

i=0

�
n
i

�
(1− x)n−ixiPi ∀x ∈ [0, 1]�

������������

�� �������� ������� ��� ��� ������ P0, P1, . . . , Pn �� �������� �������� �� �������

�� ����� �� ������ �� ��������� �� �� �������� �� �� ���������� ������� ��� �������� ��
�������

�� �������� �� �� ����� �� ������ �� �������� �� ������ �������� ��� �������� �� ������
P0P1� �� ����� ������ ��� �� ���� �� �� ����� � �� ������ �������� ��� ���������

�� ����� �� ������ �� C∞�

��� ������ �� ������ ���������� �� ���������� �� �������� ���� ���� �� ��������� ��������������
��� �� ��������

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



�������� �

���������� �������������

������ �� ��� ����� �� �� ����������� ��� ���� ��������� ��������� � ������������ �� �� ��������
����������� ��������� ������ ���������� �������� ���������� ��������������

��������� ������ ��� �������� ����������� �� ��� �������� ��� ��������� ��� ��������� �� ���
� ��� ��������� ������������ �������� � ��� � ��� ��������� ���������������

��������� ������ ��� �������� ����������� ��������� ����� �� ��� �������� ����������� ���
��������� ��� ������� ����������� �� ��� ����� �������� ������������� ��� ��� ����������

��� �������� y(x) �� ��� ������� ��� ������� �� ��������� �� �� �������� ������������� x� ���
������ y� = x2y + 2y �� ��� ����

��������� ������ �� ����� ����� �� ��� �������� ����������� �� ����� �� �� �������� ��� ����
��� �������� �� �� ���������

������� ������ �� �������� y�� + exyy�3 = sin(x) ����� ����� �� �
��������� ������ ���� ��� ������� f : R2 → R� �� �������� �� ������� ��������� �������� ��
������ �� ������� y = y(x) ��� ����

�PV I��

�
y�(x) = f(x, y(x))

y(x0) = y0 ∈ R.

�� ����� ��� �� ��� ��� ��� ��� �� �������� ������ ������ �� �� ����� x0 ��� ���������
��������������

����������� ������ � ���� �� ������� ��� �� �� ��� y� = x2y + 2y� f(x, y(x)) = x2y + 2y�

���� ������ ���������� ������������� �� ������� ���������� �� �������� ������ ���� �� �� ��
����� ������� ���� ������ ������ ���� �� �� ������� � �������� ������� ��������� �������������
���������� ������������

�� ��� �������� ��� ������� �������� �� ������� ��� ������ {xk} � ������� {yk} ����� ��� yk ���
��� ������������ �� y(xk)� ������ y(x) �� �������� ������ �� �� �������� ������������

�� �������� �� �� ����� ������� ��� ������������ �� y(x) �� �� ��������� [a, b] ���� x� ��������
�� ����� ������� ����������������� ���� x� �� ��������� ����� xk = a + k|b−a|

N ���� �� ������

���



���� ������ �� ����� ����� �������� ���

N � ��� k ∈ {0, . . . , N}� �� ����� h = |b−a|
N �� �� ����� ����� �� ��� ����� �� ��� ���������������

������� �������������� ����� ���������� �� ���� k������� hk = xk+1 − xk�

����������� ������ ���������� ������������� �� ����� ����� �� ������ �������� ���� ����������
������������� ������������� �� ����� �� ��� �� ��� �������� ����������� ������� �� ���������� ����
����� ��������

��� �������� ������������ ��� �������� ����������� �� ����� � ��� ����� ���������� �� �����
�������� �����

h(y���, y��, y�, y, x) = 0

� ����

y��� = g(y��, y, y, x)

�������� ���������� ��� ���������� ������� �� ��������� ��������





z1(x) = y

z2(x) = y�

z3(x) = y��
⇒





z�1(x) = z2(x)

z�2(x) = z3(x)

z�3(x) = g(y��, y, y, x)

������ ������� �� ������ �z = (z1, z2, z3)� ������� ���������� �� �������� ����������� �� ����� ��
���� ��� �������� ����������� ��������� �� ����� ��

d�z

dx
= �f(z1, z2, z3, x)

����� �f(x) =




z2(x)
z3(x)

g(z3, z2, z1, x)


�

���� ������ �� ����� ����� ��������

��� �� �PV I��

�
y�(x) = f(x, y(x))

y(x0) = y0 ∈ R.

�� �� ������ �� ������ � ������ �� �� ��������� �� �������� �� �������� �� �� ����� xk ��������
�� �������� ����� �� ���������� �� ��� ����� ������������ yk+1 � yk � �� ���� h�

�� ������� �� �������� �� �����������

yk+1 − yk
h

≈ y�(xk) = f(xk, y(xk)) ≈ f(xk, yk)

� ��� yk+1 = yk + hf(xk, yk)�

��������� ������ ��� �������� �� ����������� �� ��� �������� ��� ����� ������� �������������
��� �������� �� ��� ���������

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



�������� �� ���������� ������������� ���

x

y
y(x)

(x0, y0)

(x1, y1)

(x2, y2)

(x3, y3)

������ ���� ������ �� �����

��� ������ �� ������ �� ����� ����� �������� �������� �� �� ��������� ����������

�Euler hacia adelante��

�
yEk+1 = yEk + hf(xk, y

E
k )

yE0 = y0

����� �� �� ���� �� ����� ��������� �� ���� xk = x0 + kh ��� h > 0 ����

���� ����� �� ��������� �� �������� ����������� �� �� ��������� [xk, xk+1]� �� ����� �� ���������
����������

y(xk+1)− y(xk) =

� xk+1

xk

f(x, y(x))dx

�� ������ �� ����� ����� �������� �� ������� �� ������� �� ������� �������� ��� �� ����������
��� ������ f(xk, yk)� ������ ��� �� ������ y0�

yk+1 − yk = hf(xk, yk)

��� ������� ����� �� ������ �������� �� ���������� �� ���������� �� �������

y(x+ h) = y(x) + hy�(x) +
h2

2
y��(ξ), ξ ∈ (x, x+ h)

������������ �� �������� ���� ��� �� ��� �� �� ����������� �� �����

y(x+ h) = y(x) + hf(x, y) +O(h2)

������������ �� ������� �� ������� ������ ��������� �� xk� �������

y(xk+1) = y(xk) + hf(xk, y(xk))

����������� ����������� y(xk) ��� yk ���������� ��������� �� ��������� ��� ������ �� ������
yk+1 = yk + hf(xk, yk)�

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



���� ������ �� ����� ����� �������� ���

������� ������ ��� �� ��� �
y� = xy2 + y x ∈ [0, 1]

y(0) = 1

������� N = 10� �������� xk = 0 + k(1−0)
10 = k

10 � ��� k ∈ {0 . . . 10}
������� ��� f(x, y) = xy2 + y� �������� �����������

y0 = 1

y1 = y0 +
1
10f(x0, y0) = 1 + 1

10f(0, 1) =
11
10

y2 = y1 +
1
10f(x1, y1) =

11
10 + 1

10f
�

1
10 ,

11
10

�
= 11

10 + 1
10

�
1
10

�
11
10

�2
+ 11

10

�
= 11

10 + 112

104
+ 11

102

y3 = y2 +
1
10f(x2, y2) = . . .

�

������� ������ ��� y� = y� y(0) = 1� ������� ��� �� �������� ������ �� y(x) = ex� ����� �
������ ��� ������������ �� �� �������� �� [0, 1]� ������� hk = 1

n � ����� � ������ y1, . . . , yn
���� x1, . . . , xn�

y0 = 1

y1 = 1 + 1
ny0 = 1 + 1

n

y2 =
�
1 + 1

n

�
+ 1

n

�
1 + 1

n

�
=
�
1 + 1

n

�2 ���

yk =
�
1 + 1

n

�k → yn =
�
1 + 1

n

�n

������� ��� yn ������� ��� ����� � y(1) = e1 = e � ������� ���
�
1 + 1

n

�n → e ��� n ����������
�� ������� �������� ��� ������ ��� ����� �� �� h� ����� �� �� �������������

�

�� ������������� ���� �������� �� ��� ������ ����� ����� �������� �� [0, xf ] ������ ����

��������� �� �������������� ����� ����� ��������
����� y(1) = y0; x(1) = 0; i = 1; h; f ;

����� x(i) < xf ��
y(i+ 1) ← y(i) + h ∗ f(x(i), y(i))
x(i+ 1) ← x(i) + h
i ← i+ 1
��� �����

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



�������� �� ���������� ������������� ���

���� ��������� �� ��� ������� ��������� ��������� � ����

��������� ������ �� ������ �� �� ���� �������� �� �� ������ ����� yk �� �� ����� ���� ���
�� ��� �� �� ���� �� ��� �� ������� yk+1�

������� ������ �� ������ �� ����� �� �� ������ �� �� ����� �

�� �� ������ �������� ��� �� �� ���� ������ ���� ���������� yk+1 ������� ��� �� �� ������
����������

������ ���������

��������� ������ �� ����� ������ Ek+1 �� �� ����� xk+1 �� �� ���������� ����� yk+1 � �� �����
�� xk+1 �� �� �������� ������ �� ��� ��� y(x0) = y0� �� ������ �� ��� ���� ��� (x0, y0)�

��������� ������ �� ����� ����� ek+1 �� �� ����� xk+1 �� �� ���������� ����� yk+1 � �� ����� ��
xk+1 �� �� �������� ������ �� ��� ��� y(xk) = yk� �� ������ �� ��� ���� ��� (xk, yk)�

�� ��������� ��� y(xk+1, x0, y0) � �� �������� ������ ��

�
y� = f(x, y)

y(x0) = y0
� ���������

����� ����� �� �� ���� k + 1 ��� ek+1(h) = y(xk+1, xk, yk)− yk+1�

����� ������ �� �� ���� k + 1 ��� Ek+1(h) = y(xk+1, x0, y0)− yk+1�

�������������� �� ���������� �� ������ �� y(x) �� xk �������� �� xk+1 ��� ����� �������� ��
����������

y(xk+1) = y(xk) + hkf(xk, y(xk)) +
h2
k
2 y��(ξk), ξk ∈ (xk, xk+1)

��� ���� ������ �� �������� �� ����������� ���� �� ������ �� ����� ���

yk+1 = yk + hkf(xk, yk)

�������� ����� ����������� �� ������� ��� ��������� ���� �� ����� ������

Ek+1 = y(xk+1)− yk+1

= y(xk)− yk + hk[f(xk, y(xk))− f(xk, yk)]� �� �
����� �� �����������

+
h2k
2
y��(ξk)

� �� �
����� �����

�� ����� ����� ����� �� ����� ����� ��� ������� ���������� �� yk+1 �� yk ����� ����� � y(xk)� �������
��� �� �� �� ��������� �������� yk ����� ����� � y(xk) ���� ������������ �� ������ ��������

�� ����� ������ ����� �� �������� �������� ����������� ���������� �� ���� ���� �� ����� ����� �
������������ �� ����� �� ������������

����� ����� �� ����������� ���������� �� ����� �� ������������

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



���� ��������� �� ��� ������� ��������� ��������� � ���� ���

f(xk, y(xk))− f(xk, yk) =
∂f
∂y (xk, θ)(y(xk)− yk)

Ek+1 =

������ �� ������������� �� �
[1 + hk

∂f

∂y
(xk, θ)] (y(xk)− yk)

� �� �
����� �� �����������

+
h2k
2
y��(ξk)

� �� �
����� �����

��� ������ ������ hk = h�

�� |1 + h∂f
∂y (xk, θ)| < 1 ��� ������� �� �� ����������

�� |1 + h∂f
∂y (xk, θ)| > 1 ��� ������� �� ����������

�������� �� ���� h ��� ��� |1 + h∂f
∂y | < 1 ⇔ −1 < 1 + h∂f

∂y < 1 ⇔

⇔ −2 < 1 + h∂f
∂y < 0 �� ���� �������� �� ��������� �� ������������

�� ∂f
∂y > 0 ������� ������� ����� ��� ��������� �� ������������

�� ∂f
∂y < 0 ������� ������ h ���� ���� ������ ��� ��������� �� ����������� ��� h1, . . . , hk ���

��������� ������� ��� ����� ��������� ����������� |hk ∂f
∂y | < 2� �� L �� ��� ���� ��������

���� |∂f∂y |� �������� ����� hk < 2
L �

�� �� ���� ��������� �yk ∈ Rn, xk ∈ R�� ���� �� ������� ��� ����� �� ������������ �� ����� ��
∂f
∂y (xk, θ) ������ Jy(xk, θ)� ������

Jy =




∂f1
∂y1

∂f1
∂y2

. . . ∂f1
∂ym

∂f2
∂y1

∂f2
∂y2

. . . ∂f2
∂ym

���
���

���
∂fm
∂y1

∂f2
∂ym

. . . ∂fm
∂ym




, θ ∈ Rn

��� �� ��� ������ �� ����� �� ����������� ����� �� ��������� ����������

EPk+1 = (�+ hJy(xk, θ))Ek

������

�� ��+ hJy(xk, θ)� < 1 ��� ������� �� �� ����������

�� ��+ hJy(xk, θ)� > 1 ��� ������� �� ����������

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



�������� �� ���������� ������������� ���

������ ������� ��� �����

���������� �� ����� �� ����� �� �������� ��� ������ ��� ������ D ⊂ R2 ��� ���

l ≤ ∂f(x, y)

∂y
≤ L ∀(x, y) ∈ D

������� ������ �� ��� ������� ������� ek < ε� �������� �� ����� ������ ������

�� |Ek(h)| = |y(xk)− yk| ≤ ε e
Lkh−1
eLh−1

�� |Ek(h)| = |y(xk)− yk| ≤ ε
h
eLkh−1

L ≤ c ε
h

�� �� L = 0� �������� |Ek(h)| = |y(xk)− yk| ≤ kε

������������� � ������������ �� ������������ ��� ��������� �� �� ��������� hk = h� �������
����

Ek+1 = [1 + h
∂f

∂y
(xk, θ)]Ek +

h2k
2
y��(ξk)

������� �� ∂f
∂y (xk, θ) < L � ek ≤ ε ∀k ������

|Ek+1| ≤ (1 + hL)|Ek|+ ε ∀k

������� ��� ��� ��������� �����

���� ������ ��� wk ��� �������� ��� ������ wk+1 ≤ Awk + b, A > 0, A �= 1, A, b ∈ R.
���������

wk ≤ w0A
k + b

Ak − 1

A− 1

������� A = 1 + hL, b = ε �������

|Ek| ≤ (1 + hL)k|E0|+ ε
(1− hL)k − 1

1 + hL− 1

���� |Ek| = |y(xk)− yk| ������� ��� |E0| = 0 � ���

|Ek| ≤ ε
(1− hL)k − 1

hL

��� ���� ����� ehL = 1 + hL+ (hL)2

2 + . . . � �������� 1 + hL ≤ ehL.

|Ek| ≤ ε
(1− hL)k − 1

hL
≤ ε

ekhL − 1

hL

� �� ���� ���� ������� ����������� �� �������� �� [a, b]� �������� � ��� kh ≤ b− a� ����������

|Ek| ≤ ε
e(b−a)L − 1

hL
= c

ε

h

��� c ����������

����� ������ ��� �� ����� ������ Ek �� �� ����� ����� ��� h� ��� �� ����� ������

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



���� ��������� �� ��� ������� ��������� ��������� � ���� ���

������ ������� ��� ����� �����

����� ����� ������ �� ������������

������� ��� �� ����� ����� ����� �� ����������

ek+1 =
h2
k
2 y��(ξk), ξk ∈ (xk, xk+1)

y�� ≈ y�(xk+1)−y�(xk)
xk+1−xk

=
f(xk+1,y(xk+1))−f(xk,y(xk))

xk+1−xk
≈ f(xk+1,yk+1)−f(xk,yk)

xk+1−xk
= ỹk

��

��� �� ��� �������� � ����

ek+1 =
h2k
2
ỹk

��

� �� �������� ek+1 < ε ������� ������ hk <
�

2ε
ỹk

�� �

����������� ������

������� ������ �� h ���� ��� �� ����� �������� ��� ����� ��� δ� ���������� ek+1

yk+1
< δ�

���������� �� ����� ����� ���� ���������� h�

�� ���������� ���� ��������� �������� hk < 0,9
�

2ε
ỹk

�� �

� ����� �� ���� hk = mı́n{0,9
�

2ε
ỹk

�� , h̄}� ����� h̄ �� �� ����� ������ �������� ���� ��
�����

�������� �������� ��� ������� ���� ��� ������ �� ����� ������ ������ �� ������������ �� �� ������
������ �� h� ���������� ��� ��� �� ������� ��������� �� ����� ������ ��� ������������ �� �����
��� c ε

h � ���� ������ �� ��������� ����������

��������� ������ �� ���� ��� �� ������ �� ����������� �� ĺımh→0
máx(e(h))

h = 0

��������� ������ �� ����� ���� ����� �� ������������ �� ����� ��� ����������� e(h)
h .

������� ������ �� �� ������ �� ����� máx(e(h))
h = h2

2h�y���∞,[a,b] → 0� ��� �� ��� �� �����������
�� ����� �� �

������ ����������� ��������

�� ����������� �������� ������ � �� ��������� ����� �� �������� �� �� �������� �� ����������� yk �
�� �������� �������� ȳk �� �� ��� �������� ������� �� ���������

�� ������ �� �������� ȳk �� �� ��� ��������� ������ ���������� �� �������� �� ����������� ��
��������

��������� ������ �� ������ �� ������������� ������� �� Ēk = ȳk − yk �� �������� ������� ��
������ k�

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



�������� �� ���������� ������������� ���

����� ����� ������ �� ��������

���������� �� ����� ����� ������ �� �������� �� �� ���� k�

yk+1 = yk + hf(xk, yk)

ȳk+1 = ȳk + hf(xk, ȳk) + εk

����� εk �� �� ����� �������� ����������� �� ���� �����

��� ������� ��������� �� ��������� �������� �� |1 + h∂f
∂y (θ)| < 1

������ ��� ���� ����������� ������� ��� ������ � ��� ������ �������� �� ������ �� ∂f
∂y ��

��� ������ ����� �� �� ���� �� ����� �� �� ����� ������� ������� �������� �� ������� �� �� ���������
�� Ēk �� ��� ���������� �� �������� ���� �������� ���� ���� �� ����������� �� ������� ��� ������
�� ��� �������� ����������� ������ �� �������� �������� �������� ��� �� �������� �������� ����
� ��� ���������� ����� ��� ��������� ��������

������� ������

�
y� = −y

y(0) = α
����� �������� y(x) = αe−x

������ ��������� �� ������ �� ������

yk+1 = yk + h(−yk) = (1− h)yk

yk+1 = (1− h)k+1y0

|1 + h∂f
∂y | = |1− h|

���� ��� ����� ��� ������������� �������� h ���� ��� ��� ��� |1− h| < 1 ⇒ 0 < h < 2� �

�������� ����

��������� ������ �� �������� ���� �� �� ��������� ����

�Problema Test��

�
y� = qy

y(0) = 1,

������ q �� ������ �������� �����������

�� �������� �� �������� ���� �� y = eqx�

��������� ������ ���� �� ������ ��������� ��� ������ ��� �������� {yn} �� ������� �� ��������
����� �� ������ �� ����������� R �� �� �������� �� ��������� z = hq ����� ��� �� �������� {yn}
��������� �������� ������������

R = {z = hq ∈ C : ∃k > 0, |yn| < k, ∀n ∈ N}.

���������� �� ������ �� ����������� ���� �� ������ �� ����� ����� ��������� �� ������� �����
����� �������� �� �������� ���� ������� ����

yk+1 = yk + h(qyk) = (1 + hq)yk = (1 + z)yk.

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



���� ����� ������� ���

��� ��������� �������� �� ������� ��� yk = (1 + z)ky0 = (1 + z)k� ���� �������� ���������
������� �� � ��������� �� |1 + z| ≤ 1� �� �������� �������� �� �������� z = hq ���� ����������
������ ��� ����� ������ �������� �� �� �������� −1 + 0i�

RE = {hq ∈ C : |1 + hq| ≤ 1}

Re(hq)

Im(hq)

0−1−2

������ ���� ������ ����������� ���

�� ������ �� ����������� ����������� �� ������� �� ��� ������� �� ����������� �� �������� �����
� �� � ������ �������� ��������� �� ������� �� ����� ��������� ������ ���� h �� ������� ���
�������� �� ������ �� q��

������� ������ �� q = −10 ⇒ 0 < h < 0, 2� �� q = −10 + 10i ⇒ 0 < h < 0, 1� �

����������� ������ �� �������� ���� ����� ��������� �� ������� ��� ��������� �� ������� ��
����������� ��� ����� Ēk = ȳk − yk�

������ ������������

��������� ������ ������� ��� ������ ������������ �� �� ������ ������ �� �������

���������� �� �������������

����������� ���������

���� ����� �������

������ ������ ��� ��������

��� �� �PV I��

�
y�(x) = f(x, y(x))

y(x0) = y0 ∈ R.

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



�������� �� ���������� ������������� ���

�� ������ ��� �������� �� ����� ������� �������� ����������� �� �� ��������� [xk, xk+1]� ������
������� �� ������ �� ����� ����� ��������� ���������� �� ��������� ����������

y(xk+1)− y(xk) =

� xk+1

xk

f(x, y(x))dx

��� �������� �� ���� ���� �� �������� �� �������� ��� �� �������� ��� ����� f(xk, yk) �
f(xk+1, yk+1) ��� ��� ��� ���������� ��� ������ f(xk, yk)� �������� � ��� �������� ��������

yk+1 − yk =
h

2
[f(xk, yk) + f(xk+1, yk+1)

��� ������ �� ������ ��� �������� �������� �� �� ��������� ����������

�Trapecio��

�
yTk+1 = yTk + h

2 [f(xk, y
T
k ) + f(xk+1, y

T
k+1)]

yT0 = y0

������ xk = x0 + kh� xk+1 = xk + h �� �� ���� �� ���� h > 0 ����

��������� ������ �� ������ ��������� �� �� ������ ����� yk+1 ������� ������� �� �� �������
������� ������ �� �� ������� f � �� ���� ���������� �� �� ������ ����������

������� ������ �� ������ �� ����� �� �� ������ ��������� �������� ��� �� ������ ��� ��������
�� �� ������ ���������� �

����������� ������ �� �� ������ ��� �������� �� ���������� ���� �� f �� ������ �� �� �������
��������� �� ����� ������� ��� ��������� ��������� ���� yk+1�

�� ������� ���� ����� ���� ��������� �� ����� ������� ���� yk+1 � ����� ������� �� �������
����������

�� ������� ��� �� ������ ��� �������� �� �� ����� ����� ��� ������

���������� �� ������ ���������

���� ����� ���������� yk+1 �� ���� ����� ��� �������� �� ������ �� �������� ���� ��� ��������
�� ����� ��� �x = g(x) �� �� ��� yk+1 ���� �� ��� �� x� � ������� ��� ��������� ���� ��� ������
�� ��������� �����������

yn+1
k+1 = yk +

h

2
[f(xk, yk) + f(xk+1, y

n
k+1)] �����

����� ��� ������� ��� ��������� k ��� ��������� ��� ���� ���������

�� �������� ��������� �� ������������ ���� �� ��������� �������� ���

h

2

����
∂f

∂y
(xk, yk)

���� < 1 ∀k

� ������ ����� �� ����� ������ ��� ������ �� �� �������������

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



���� ����� ������� ���

������� ������ �� ����� ������� ���� �������� ���������� �� ������ ������� y0k+1� ���� ����� ��
��������� ����� ���������� �� ������ ��������� ������� ��� �������� ������ �� ���� �� ������

y0k+1 = yk + hf(xk, yk) �����

���� ������ ������� ��� �� ����� ���������� � �� ������� ��� ���������� �� ������������� �������
�� ����� ������ ��������������������

�� ��������� �� ����� ����� ����������� �� ���������� yn+1
k+1 − ynk+1 �������� �� ��� ����������

������������ � ������ �� ������ �� ������������ �� ������ ���� �� �� ��� ������ �� ��������
������ �� ��������� ��������� �� ����� ��� ����� ��� ��� ���� ��������� ���� ���������� ����
������ �� ��������� ��������

��� ��� ������ ��� �������� �� ��������������� ���� ���������� ����� �� ����� ������� �� �������
�� �� ������

y0k+1 = yk +
h

12
[23f(xk, yk)− 16f(xk−1, yk−1) + 5f(xk−2, yk−2)] �����

�� ���������� ������ � �� ����� �� f � �� �� ��������� �������� �� ��������� �������� �� ����� ����
��� �������� �� f �� ��� �������� ������ �� y�

������� ������ ���������� �� ������ ��� �������� �

�
y� = xy

y(0) = 1

yk+1 = yk +
h

2
(xkyk + xk+1yk+1)

�� ������� �������� yk+1 � �� �� ��������� ������� ��������������������

yk+1

�
1− h

2
xk+1

�
= yk +

h

2
xkyk

yk+1 =

�
1 + h

2xk

1− h
2xk+1

�
yk

���� �� ���� � ��� f �� ������� �

������ ����� �� ���� �� ��� f �� �� �������

������� ������ ��� y� = f(x, y) = yexy + y2

��������� �� ������ ��� ���������

yk+1 = yk +
h

2

�
yke

xkyk + y2k + yk+1e
xk+1yk+1 + y2k+1

�

�� �� ���� �� �� ������� �������� yk+1.

��������� ���� �������� �� ����� ��� ������� �� ��������� ����������

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



�������� �� ���������� ������������� ���

yn+1
k+1 = yk +

h

2

�
yke

xkyk + y2k + ynk+1e
xn
k+1y

n
k+1 + (ynk+1)

2
�

�

����� �� ������������ ���

y(xk+1) = y(xk) + hy�(xk) +
h2

2
y��(xk) +O(h3)

y��(xk) =
y�(xk+1)− y�(xk)

h
+O(h)

⇒ y(xk+1) = y(xk) +
h

2
[f(xk, y(xk) + f(xk+1, y(xk+1))] +O(h3)

���� �������� �� ����� ����� ������������ yk = y(xk)�

y(xk+1) = yk +
h

2
[f(xk, y(xk) + f(xk+1, y(xk+1))] +O(h3)

��� ���� ������ �� ������ ��� �������� ���

yk+1 = yk +
h

2
[f(xk, yk) + f(xk+1, yk+1)]

�� ���������� ����� ����� ��� ������� ����������� �� �� ������� �� ����� � �O(h3)�� � �� �����
����� �� �������� O(h3)� ���� ������ ����� ��� �� ������ ��� �������� �� ����������� �� ����� ��

������ �� ����������� ���

�� �� ���� ��� ��������� ���� �������� �� ������ �� ������������ �� ����� ��� yk+1 = yk +
h
2 (qyk +

qyk+1)� ��� �� ��� (1− qh/2)yk+1 = (1+ qh/2)yk� � ��� ��������� ������� ��� y0 = 1� �������

��� yk =
�
1+qh/2
1−qh/2

�k
� �� ��������� �������� ��� �� ���� ���� ��� �� �������� ����� � 1 � ������

��� �� ��� ���� ��������� ��� |1+ qh/2| ≤ |1− qh/2|� �� �������� �� ��������� hq ��� ��������
��� ��������� ������� ��� �� ��������� �� �������� −1 ���� ��� ����� � ����� ��� �� ��������� ��
�������� 1� ���� ������ ������������ ������ qh �� ����� �� �� ��������� ��� ����� ���� ���������
� �� ��� �����������

RT = {hq ∈ C : Re{hq} ≤ 0}

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



���� ����� ������� ���

Re(hq)

Im(hq)

0

������ ���� ������ ����������� ���

������ ������ �� ����� ����� �����

��� �� �PV I��

�
y�(x) = f(x, y(x))

y(x0) = y0 ∈ R.

�� �� ������ �� ����� ����� ����� �� ����� ������� ����������� y�(xk+1) ≈ f(xk+1, yk+1) ≈
yk+1−yk

h �

������ ���������� �� �������� fracyk+1 − ykh = f(xk+1, yk+1) ������� yk+1 = yk +
hf(xk+1, yk+1)�

��� ������ �� ������ �� ����� ����� �������� �������� �� �� ��������� ����������

�Euler hacia atrás��

�
yEA
k+1 = yEA

k + hf(xk+1, y
EA
k+1)

yEA
0 = y0

���� ����� �� ��������� �� �������� ����������� �� �� ��������� [xk, xk+1]� �� ����� ��� �� ��
������ �� ����� ����� ��������� �� ����� �� ��������� ����������

y(xk+1)− y(xk) =

� xk+1

xk

f(x, y(x))dx

��� �������� �� ���� ���� �� �������� �� �������� ��� �� ���������� ��� ������ f(xk+1, yk+1) ���
��� ��� ���������� ��� ������ yk� �������� � ��� �������� ��������

yk+1 − yk = hf(xk+1, yk+1)

���������� �� ������� �� ������ ���������� ���� �� f �� ������ �� �� ������� ��������� �� �����
������� ��� ��������� ��������� ���� yk+1�

���� �� ���� �������� �� ������� �� ����� ������ ��� ���� ��� ������� ����������� ������������
���� ��������� ���� �� �������� �� ����� ����

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



�������� �� ���������� ������������� ���

������� ������ y� = f(x, y) = xy ��������� ����� ����� �����

yk+1 = yk + hxk+1 + yk+1 ⇔ yk+1(1− hxk+1) = yk ⇔ yk+1 =

�
yk

1− hxk+1

�

��� xk+1 = a− (k + 1)h� �

������� ������ f �� ������� y� = f(x, y) = yexy + y2

��������� ���� �� �������� �� ����� ��� �������

yk+1 = g(yk+1) = yk + hyk+1e
xk+1yk+1 + y2k+1

�

����� �� ������������ ����

���� ������ ����� ����� �� ������������ �� �� ���� �� ������������ ���� ����������

������ �� ����������� ����

���� �������� �� ������ �� ����������� ���� ����� ����� ������ ��������� �� �������� �����

yk+1 = yk + hqyk+1 ⇒ yk+1(1− hq) = yk ⇒ yk+1 =
y0

(1− hq)

k+1

��������� ���� ��� ��� yk ������ �������� �� ����� ��� ������� ���

1

|1− hq| ≤ 1 ⇔ |1− hq| ≥ 1

REA = {hq ∈ C : |1− hq| ≥ 1}

������ ������ ��� ����� �����

��� �� �PV I��

�
y�(x) = f(x, y(x))

y(x0) = y0 ∈ R.

�� �� ������ �� ����� ����� �� ����� ������� ����������� y�(xk) ≈ f(xk, yk) ≈ yk+1−yk−1

2h �

��� �������� ���� �� ������ �� �� �� �� ����� �� ������� ����� ����� �������� ���� �� ������� ��
y1� ���������� �� ������ �� ����� ����� �� �� ��������� ����������

�Punto medio��





yPM
k+1 = yPM

k−1 + 2hf(xk, y
PM
k )

yPM
1 = yPM

0 + hf(x0, y
PM
0 )

yPM
0 = y0

����������� ������ �� ������ �� ����� ����� �� �� � ������

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



���� ����� ������� ���

Re(hq)

Im(hq)

0 1 2

������ ���� ������ ����������� ����

���� �� ��������� ��������

y�(xk) =
y(xk+1)− y(xk−1)

2h
+O(h2)

�� ���� ���� ����� �� ������ �������� ��� �� ������������ �� O(h3) ��� �� ��� �� ����� ������
�� O(h2)�

������ �� ����������� ����

��������� �� ������ �� �������� �����

yk+1 − 2hqyk − yk−1 = 0

�� ��������� �������������� ������� λ2 − 2hqλ− 1 = 0� �� ����� ��� ������ ���

λ =
2hq ±

�
4h2q2 + 4

2
= hq ±

�
h2q2 + 1

�� λ1 �= λ2� �� �������� �� �� �������� �� ����������� ������

yk = c1λ
k
1 + c2λ

k
2

������ ���� (λ− λ1)(λ− λ2) = λ2 − 2hqλ− 1 ⇒ λ1λ2 = −1� �������� |λ1||λ2| = 1�

���� �� ����������� �������� ��� |λi| ≤ 1� ��� �� ��� ���������� ��� ����������� ����������� ���
������ ������� ��� �� �� ������ λ = eiϕ�

������������ �� �� ��������� �������������� e2iϕ − 2hqeiϕ − 1 = 0 � ����������� ��� ������� ����
h ������ ������������ ����

hq = eiϕ−e−iϕ

2 = i sinϕ, ϕ ∈ R�

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



�������� �� ���������� ������������� ���

��� �������� �� �� ���� �� ��� hq = ±i ⇒ λ2 ∓ 2iλ− 1 = (λ± i)2 ⇒ λ = ∓i ���� ������

�� �������� �� �� �������� �� ����������� ����� �������� yk = (A+Bk)(±i)k� ��� �� ���� �������
�� k → ∞� ��� ����� �� ������� ������� ��� �������� ��� ����������

������ �� ������ �� ����������� �� �� ��������� ������� �� −i � i� �� ������ �� ������ ���� �������
���� �� q �� ���������� �����

RPM = {hq ∈ C : Re{hq} = 0, |Im{hq}| < 1}

Re(hq)

Im(hq)

−i

i

������ ���� ������ ����������� ����

������ ������ �� ����

��� �� �PV I��

�
y�(x) = f(x, y(x))

y(x0) = y0 ∈ R.

������ �� �� ������ ��� �������� �� ���������� �� ������� ��� ����� � �� �� �������� �����������
�� ����� ���� �� ������������� ������ �� ������ �� ������ �� �����

�Heun��

�
yHk+1 = yHk + h

2 [f(xk, y
H
k ) + f(xk+1, y

H
k + hf(xk, y

H
k ))]

yH0 = y0

����� ���� ��������� ��������� ��� �� ����� �� ������������ �� O(h2) ���� �� ���� �� ����� �
��������� �� ������ �� ������������

���� ������� �� �����������

��� ������� �� ����������� ����� ��� ��� ������� �� ������� ��������� �� ����� ����� ���
�������� ����������� �� ������ ���������� ��� ��������� [xk, xk+1]� ������ ��� ����������� �����
���������� � �����������

�� ����� ����� �� ��� �������� ��� �������� ���� ������ ��� �������� �� ��� ��� ���� ��������
������� ����������

������������� �� ����������� �� ���� �� ��� ������� �� ����

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



���� ������� �� ����������� ���

������ ������ ������ ���

���������� ��������� � �� ��� �� ������� �� ����� ������ ���������� y(xk + 1) = y(xk) +
hy�(ζk) = y(xk) + hf(ζk, y(ζk)) ��� ζk = xk + hθk, θk ∈ [0, 1], θk ∈ [xk, xk+1].

������� θk = 1
2 � ��� �� ��� ζk = xk + h1

2 � ����� ����������� y(xk +
h
2 )�

��������� �� ������ �� ����� ��� ���� h
2 ���� �� ���������� �� ����� ��� y(xk + h

2 ) ≈ yk +
h
2f(xk, yk).

��� �� ��������� �� ������� �� ��������� ������ ��������� �� ���� �������� ������ ������ ��
������������

yk+1 = yk + hf(xk +
h

2
, yk +

h

2
f(xk, yk))

������ ������� ������ ���

����������������� ������ �� ���� �� ������� �� �������� �� ������ ����������� ����� ����� ����
�������� �� ��������� �� ����� �������� ���� ������

y�(xk +
h

2
) ≈ 1

2
(y�(xk) + y�(xk+1)) =

f(xk, yk) + f(xk+1, yk+1)

2

�������� y(xk) ≈ yk � ����������� y(xk+1) ��� ������ yk+1 ≈ yk + hf(xk, yk)� ����

y�(xk +
h

2
) ≈ f(xk, yk) + f(xk+1, yk + hf(xk, yk))

2

���������� �� ������� ������ �� ����������� ����������

yk+1 = yk +
h

2
[f(xk, yk) + f(xk+1, yk + hf(xk, yk)]

�� �������������� ���� ��� ������� ��� �� ����� � ���

�Runge−Kutta��





yk+1 = yk + ak1 + bk2

k1 = hf(xk, yk)

k2 = hf(xk + αh, yk + βk1)

�����

������� �� ��� ������� �� ������ ������������ � ���� ����������� ���������

��������� ������ �������� ��� ����� ������� ���������� � �� ������� ��� ��� ��� ����������
�����������

������ a = 1, b = 0, α = −, β = −.

������������������� ������� a = 1
2 , b = 1

2 , α = 1, β = 1.

����� ������ a = 0, b = 1, α = 1
2 , β = 1

2 .

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



�������� �� ���������� ������������� ���

������ �������� �� ���������� ����� �����

����� � ��������� � ������������ ��� ��� (a, b,α,β) ���������� �� ����� �� ��� ������� �����
��� ��� �� ��

������������ ��� ���������� �����������

y(xk+1) = y(xk) + hf(xk, y(xk)) +
h2

2
y��(xk) +O(h3) �����

y�(xk) = f(xk, y(xk)) ⇒ y�� =
∂f

∂x
+

∂f

∂y

∂y

∂x
=

∂f

∂x
+

∂f

∂y
f �����

��� �� ��� ������������ ��� �� ��� ����������

y(xk+1) = y(xk) + hf(xk, y(xk)) +
h2

2

�
∂f

∂x
(xk, y(xk)) +

∂f

∂y
(xk, y(xk))f(xk, y(xk))

�
+O(h3)

������ �� ������ �� ��� ���

yk+1 = yk + ahf(xk, yk) + bhf(xk + αh, yk + βk1) �����

�� ��� ������������� ��� ������ �� ������ �������

f(xk + αh, yk + βk1) = f(xk, yk) +
∂f

∂x
(xk, yk)αh+

∂f

∂y
(xk, yk)βk1 +O(h2)

� ������������ �� ��� �������� ��

yk+1 = yk + h [af(xk, yk) + bf(xk, yk)] + h2
�
αb

∂f

∂x
(xk, yk) + βb

∂f

∂y
(xk, yk)f(xk, yk)

�
+O(h3)

������ ���� ��������� �� ����� ����� ��������� yk = y(xk)�




y(xk+1) = yk + hf(xk, yk) +

h2

2

�
∂f
∂x (xk, yk) +

∂f
∂y (xk, yk)f(xk, yk)

�
+O(h3)

yk+1 = yk + h [af(xk, yk) + bf(xk, yk)] + h2
�
αb∂f∂x (xk, yk) + βb∂f∂y (xk, yk)f(xk, yk)

�
+O(h3)

����������� ���� ��� ����� �������������� ��������� � �� ����� ����� ��� O(h3)�





a+ b = 1

αb = 1
2

βb = 1
2

�����

��������� ������

���� �� O(h2)�

���� �� O(h2)�

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



���� ��������� ��� ����������� �� ������ ���

������ ������� ������� ���� ��� ������� �� ����������� ����������

�Runge−Kutta��

�
yk+1 = yk +

�v
i=1wiki

ki = hf(xk + cih,
�v−1

j=1 aijhj) i = 1, . . . , v

��� ���������� {wi}� {ci}� {aij}� i, j = 1, . . . , v �� ������ ������������� �� ����� �� ����� ���
����� ������������ � �� �������� �����

�� ������� ��� ���������� ��� ������ �� �������� ���������� ��� �� ����� �� ������������ ���
��� ����� ��� ���� ��������

������� ������ ����� ����� �������� ��������� � ���� ������� �� �������� ����� ����� v =
1, w1 = 1, c1 = 1. �

���� ��������� ��� ����������� �� ������

��� �� ��� y�� = f(x, y, y�) ��� ����������� �� ����� y(a) = α� y(b) = β�

�� ��� ������ ��� ������� �� ���������� �� ��������� ��� ������� �� ���������� ������� ��������
��� �� ��������� �� ����������

���������� ��� f ∈ C∞ �� [a, b]�

��� ����� ��� �� ����� � ������������ ������ ������ ��� ���� ���� �� ����������� �� ����� ���
���������� ��� �������� p0y(b) + p1y

�(b) = p2�

������ ������ �� ��� ��������

���������� ��� y�(a) = t � ���������� �� ��� y�� = f(x, y, y�) ��� y(a) = α� ����������� ���
�� ����� �� y �������� �� b ���� �� ����� ��� ��������� �� t� �� ����� y(b, t)� � �������� ��� �����
����� ��� ����� � β� � ���� �� �������� ���� � ��� ��������� t ��� ��� �� ������� y(b, t) = g(t) = β�
� ��������� �� ���� ���� h(t) = y(b, t)− β = 0� ����� h �� �� ������� ��� ������� �� �������

������ ����� ��� �� �������� �� ����������� �� ����� �� ����� �������� ���� �� ���������� �� ��
�������� h(t) = 0�

�� ������ ������ ���� ������ ������ ���� ���� y�(a) = ti �� �������� ��� ����� ��� ���������
��� ������ �� b ����� � y(b, ti) � �� �������� �� ���������� �� β�

���� �������� �� �������� �� ��������� �������� �� ������ ��������� ���� �� ���������� �� ��������
��� �� ��������� ���� ������� �� ��������� �� ������ �� �� ��������

�� ������ t0 � �� ��������� ������������� g(t0) ��� ������ ��� ������� ���������� ������� ���
�����

�� ������ t1 � ������������ �� ������� g(t1)�

���������� �� ������ �� �� �������� �� ���������� � �� �������� ����� ��� ���� �������� �� �����
�������� ��� �� ��������� �� ����� �� �� ������� ������� ��� ����������

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



�������� �� ���������� ������������� ���

t2 = t1 − [g(t1)− β]
t1 − t0

g(t1)− g(t0)

t3 = t2 − [g(t2)− β]
t2 − t1

g(t2)− g(t1)

�� ���� ��� ti → T∞ �� �� ���� ��� �� ������ ���������

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



���� ��������� ��� ����������� �� ������ ���

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



�������� �

����������� ��������

�� ������ �� �������� ���������� �� �� �� �������� �� �������� �� �������� �� �������� ���
�� ���� ���� ��� ����� �� �������� �������� ������������ � �� ������ ����� ��� ������ � ���
�������� ������ �� ����� �� ����� ��� ����� ��� ������ �������� ��� �� ������� �� ��� �����
��� �������� ������� ��� �� ������� �� ���������� �������� � ���������

� b
a f(x)dx � ��� ���������

�� ������� ����������� ��� ������� �� ���������� ��������� ��� ���� ������� ��������������
�������� �� ����������� � ��� ���� �� f �� �������� �� [a, b] ������� ��� F (x) =

� x
a f(t)dt

������� F �(x) = f(x)� ���� ��������� ������ �� ����� �� ������� ����� ����� ��� ������ ���
��������� F �� f � ���� ���

� b
a f(x)dx = F (b) − F (a)� ���� �� �� ���������� ��� �� �������

���������������� ���� �������� ���������� ��������� �� ��������� �� ������� f �� ������� ������
��� ��������� ���������� � �� ������ �������� �������� ������������ ��� �������� �� �������
f : f(x) = ex

2
�� ������ ��������� ���������� ��� �������� �� �������� �� ��������� ���������

���� �� ����� ������� ��� ���� ����� �� ����������

�� �������� �� ���� �������� �� ��������� �� �������� �������
� b
a f(x)dx �������������� �� f

�� ���������� ������� ���� �� �� ��������� ������� ��� �� ������ ������ �� ������������
�� ����� ��� ���� ��� ������ � ���� ��� �������� �� ����� ���� ��� ������� � ������ ���
������� ������������ �� ����� ����� ��� ������ ��� ���������� �� ����� ���������� ���� �����
� �� ���������� �� ���������� ����� ��������� � �������� ��������������

�� ������ �� ��� ���������� f �� �������� �� [a, b]� ������� ��� �� ������� �� �����������������
��� ������ ��� �������� �� ���������� ���� ������� ����������� ���� �������������� ��� ��
��������� ������������� � f � �������������� ���� �� ������ ���� � > 0 ����������� ������
������ ����� n � ��������� ������������ pn ��� ��� |pn(x)− f(x)| < �� ���� ���� x �������������
�� ��������� [a, b]� �� ����� ����������� ������� ��� �� ����� �������� �� ����������

� b
a f(x)dx

���
� b
a pn(x)dx ���

E =

����
� b

a
(f(x)− pn(x))dx

���� ≤
� b

a
|f(x)− pn(x)|dx ≤ �(b− a),

� �� ����� ����� ������� ��� ������� ���� ��� ��������� ��������� ���������� �������������
�� ����� ����� ���� �� ��������� �� ������� �������� ���������� ������� ������� �����������

���



���

������������ ������������ ����� � ������� ������� ������� � �� ����������� �������� ��������
���������� �������������� ��� ����������� �� ��� ��� ������ �� ����������� ��� � ��������
���������� �� �� ���������� �� �� ������� f �� ������� ������� ���� ������� � �������������

����� �� ��������� ��� �������� ������� �� ����������� �������� ���������� �� ������ �� �������
��� ����� �� ������������� ����������� ���� ���� ��������� �� �� ���������� ��� ���������

������� ������ ��� f �� ����� Cn+1 �� �� ��������� [x0, xn] � pn �� ��������� ������������ � f
��� ��� �������� x0 < x1 < . . . < xn� ������ ���� ���� x ∈ [x0, xn] ������ γ(x) ∈ [x0, xn] ��� ���
�� ������ �� ��������� �������� ���� �� ����� E(x)�

E(x) = f(x)− pn(x) =
fn+1(γ(x))

(n+ 1)!

n�

i=0

(x− xi)

����� � �������� ������� ��� ����� �������� ��� ������� ��� ����� ����� ���� ����������� ��
����� ������ �� �� ����������

������� ������ �� f �� �������� �� [a, b] �������� ������ c ∈ [a, b] ��� ��� f(c) = 1
b−a

� b
a f(x)dx�

������������� ��� �� ������� �� ����������� f ������� ������ M � ������ m �� [a, b]� �����
M(b− a) �� ��� ���� ��� ������ � m(b− a) �� ���� ��� �������� ��� �� ����

m(b− a) ≤
� b

a
f(x)dx ≤ M(b− a).

�� ������� ����� (b− a) ������� ����

m ≤ 1

b− a

� b

a
f(x)dx ≤ M.

����� ��� �� ������� ��� ����� ����������� f ������� � ����� ��� ������� ����������� � m � M
������ �� [a, b]� � �� ���������� ������ c ∈ [a, b] ��� ��� f(c) = 1

b−a

� b
a f(x)dx�

������������ �� ������� �������� ��� ������� ��� ��������

������� ������ ��� f �������� �� [a, b] � g ���������� � �� �������� �� �� ����� ����������

��������� ������ c ∈ [a, b] ��� ���
� b
a f(x)g(x)dx = f(c)

� b
a g(x)dx�

������������� ���������� ��� �� ������� �� ����������� f ������� �� ������ m � �� ������
M �� [a, b]� ������������ ������� ����

m

� b

a
g(x)dx ≤

� b

a
f(x)g(x)dx ≤ M

� b

a
g(x)dx.

��
� b
a g(x)dx = 0� ������� �������� ��� �� �������� ���

� b
a f(x)g(x)dx = 0� � ��������� c �������

�� ���������� �� ���� ���������� ���� g �� �� �������� ���������� ���
� b
a g(x)dx > 0� ����������

�����
� b
a g(x)dx ��������

m ≤
� b
a f(x)g(x)dx
� b
a g(x)dx

≤ M.

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



�������� �� ����������� �������� ���

������ ��� f �� �������� ������� � ����� ��� ������� ������������ ����� m � M � ��� �� ���
������ c ∈ [a, b] ��� ���

f(c) =

� b
a f(x)g(x)dx
� b
a g(x)dx

.

���� ������ ��� ����� �����

������ ������������ �� ������ ������ �� ��������� ������������ ��� ������� ��� �� ��� ������
�������� �� �� ���� ������ ������������� �� ����� ������ ��� f : [a, b] → R ��������� ���������
�� ����� �� ��� I =

� b
a f(x)dx� ��� �� �� ������ ��� �������� ��������

�� ���������� ��� ������ �� ������� �� ����� ������ � ��������

IPM =

� b

a
f

�
a+ b

2

�
dx = (b− a)f

�
a+ b

2

�
.

����� � �������� �� ����� �������� �� ���� IPM ��������� ��� f ∈ C2[a, b]� ���� ��������
������������ xm = a+b

2 � ��� ������� ���� ���� x ∈ [a, b] ������ γx ∈ [a, b] ��� ����

f(x) = f(xm) + f �(xm)(x− xm) +
f ��(γx)

2
(x− xm)2.

�� ������� ���
� b
a (x−xm)dx = 0� ��� ��� x−xm ��� ������� ����� �������� ��� ����� ����� xm�

���������� �� ���� ������� � ������ �� ����� ������� ��� ������� ��� ����� ������ �������
��� �� ����� E = I − IPM ���

E = f ��(c)
� b

a
(x− xm)2dx =

f ��(c)
3

(b− xm)3 =
f ��(c)
24

(b− a)3.

�� ������� ��� �� f(x) = αx+β �� ��� ������� ������ ���������� ���������� � ��������� �� �����
��� �������� �� ����� �������� �� 0� �� ����� ��������� ���� �������� ��� ����� �� �� ���������
����� ��� ����� �� ����� ����� � ������������� ��� �� ����� �� �� �����

���� ������� ����� ���� ��� ��� ������� � ������������� �� �������� ��� ��� �� ��������� ��
����������� ��� ��������� �� �������� � �� ������� �� ���� ���������� �� ������ ����� ����� ��������
�� ����� ������� ����������� ����������� �� �������� ��� ������

���� ������ ��� ��������

�������� �� ����� �� ��������� ������������ ��� ��� ��������� �� ������ I ��� �� �������� �� [a, b]
�� �� ������� ������ p1(x) = f(a)x−b

a−b+f(b)x−a
b−a � ��� ���������� IT � ���������� ����� ����������

�� ����� �������� �� ������� �� �������� ��� �� �� �� ��������� ��� �� ������� ��� ����� ��������
������������� ����������� ������� ����

E = I − IT =

� b

a
(f(x)− p1(x))dx = −

� b

a

f ��(γx)
2

(x− a)(b− x)dx.

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



���� ������ �� ������������ ���

������ ��� (x− a)(b− x) ≥ 0 � �� ���� ������� ��� ������� �� ����� ������ ������� ����

E = −1

2
f ��(c)

� b

a
(x− a)(b− x)dx = −f ��

12
(b− a)3. �����

�� ������� ���������� ��� �� ����� E �� ���� ������ f �� ��� ������

���� ������ �� ������������

������� ��� ������ �� ������� ��� �������� � ��� ��� ����������� �������������� �� ������� ��
������� �� ����������� �� ������������ �������� �������� ���������� ������������� ��� ��������
������������� �� [a, b]� �� ���������� ������� �������� � ���������

��� ������� �������� �������� � ��� �������� a � b� �������������� �� ���������� ������
xn = a+ nh� ��� n = 0, . . . , N � h ��� ��� h = b−a

N � �� ������� �� �� ������ ��� ��������
���� h = b− a� � N = 1��

��� ������� �������� �� �������� � ��� �������� a � b� �� ���������� ������ x = a + nh�
��� n = 1, . . . , N + 1� � a+ (N + 2)h = b� �� ������� �� �� ������ ��� ����� ����� ����
h = b−a

2 � N = 0��

����� � ������ ��� ��������� ���� �� �������� �������� �� �� ������ ������� �� N + 1 �������
������� �������� �� ��������� ������������ �� f ��� ��� �������� x0, . . . , xN �������� �� ������
�� ��������� ������ �� �������� �� ������ ���������

IN−C =

� b

a

N�

n=0

f(xn)

�
j �=n(x− xj)�
j �=n(xn − xj)

dx

=

N�

n=0

f(xn)wn,

����� wn =
� b
a

�
j �=n(x−xj)�
j �=n(xn−xj)

dx� �� ������� ��� wn �� ������� �� f � ��� ���� �� �����

������ ����� ��������� �� �������� �� ������ �� �������� t = x−x0
h ��� wn ������� �������

�� ��� �������� a � b� ��� �� ������ ��� ����� wn �� ��� ������� �� ������������ ����� ����������

�� ���������� �������� ��� �� �������������� �� �� ����� �� ����������� �� ������������
�������� �� ���������� ����� �� ��� ����� � �������������� ��� ��� ������������ ����������������
�� f � �� ���� �� ������� �� �� �������� ����� ������ ���������� � �� ������ � ������������� ����
����� wi �������� �� �������

���� �������� �� ����������� �� ��������� ������� ������� �� ���������� �������������� ��� ����
����� ����� ���� ���� �� ������� �������� ����������� ���� ������ �� ��������� ����������

��������� ������ ��� ����� �� ����������� ����� ����� �� ��������� m �� ������� ��� ����� �
����� ��� ���������� �� ����� m � ������ � ������ ����� ��������� �� ����� m + 1 �� �� ���
������ ����� �� �����

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



�������� �� ����������� �������� ���

�������� �� ��� ��� ������� �� ����� �� ������������� ���������� �� ������� ������ �� ����� ��
��������� �� �� ������� �� ������� �� ������ ������ ���������� ��� �� �������� �� ��������
����� �� ��� ������� �������� ���� ��� �������� �� N+1� ������� ������� �� ����� �� ���������
���� ������

������� ������ �� ����� �� ��������� �� �� ������ �� ������������ �����

N + 1 �� N �� ����

N �� N �� ������

�� ������� ��� �� ������ �� ����� ����� ������� N = 0� � ����� ��� �� ����� �� ���������
�� 1� ��� ���� ����� ������� ����� ��� �� ������ ��� �������� ������� N = 1� � �� ����� ��
��������� ������� �� 1� �� ������������ ��� ���� ������� �� ��� ���������� �� ���� �� ��������
� ������� �� ������� ��� ����� ��� ������������� ���������� ���� ��������� �� ���������� ��
��������� ��� �� ����� �� ���� x�

�� �� ��������� ������� ����������� � �� ��������� ����� �� �� ������ ��� ����� �� ������ �����
�� ��������� ��������

���� ����� �� �����

����� �� ������� ��������� �� ����� ��� ����� �� ������ ����� �� ��������� �������� ��������
��� ����������� �� ��� ������ ����������� ������� ���������� ��� ����� �� N + 1 ������ � ��
����������� ������ IG =

�N
i=0 f(xi)wi� ����� ��� ����� wi ��� ������ ����������� �������������

���������� � ���������� �� ��������� � ��� �������� xi �������������� �� ��������� [a, b] ��������
����� �� �������������� �� ���������� �� ��� ������� �� ��������������

������� ��� 2N + 2 ������ �� ��������� � �� ��� ������ ������ �� �������������� ����� �������
�������� �� ����� ������ �� ��������� 2N + 1� ���� ������ �� ��� ���� �������� ��� ����� ��
���������� ��� �� ���������� �� � ���� �� �� �������� ����������� ����� ��� �������� xi� ���
i = 0, 1, . . . , 2N + 1� �� ������� �������� ���� �������� �� �������� �� �� ������� �� ������
���������� �� ������ � �������� �� ������� �� �������� �� �������� ������ �������� ��������� ��
�� ������� �� ������ �� ���������� ������������ ���� � ��� �� �� �������� ������ ��� ��������
������ � �� ������� �� ������� ����� ������ ��� ��������� ����������� � ���� ��������� �����
�� �������� �� ��������� ��������� �� ��������� ���������� ��� ���������� ������������

��������� ������ �� ������� �� ��������� ���������� ����������� �� [a, b] ��

L2[a, b] = {f : [a, b] → R,
� b

a
f2(x)dx < ∞}

�� ������� ��� �� �� ������� ���������� ����� ������������ ��������� ��� ��� ��������� ����� ��
�� �������� �� ������ �� ������ �����

�� ������� L2[a, b] �� ������� ������� �� �� �������� ������� �� �� ��������� ������� < f, g >=� b
a f(x)g(x)dx� ��� �� ������� �� ��������������� �� �� ��� fg �� ����������� ������� ��� f �

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



���� ����� �������� �� ����������� ���

g ����������� � L2[a, b]� �� ������ ����� ��������� ��� �� ��������� ����� �� �������� ��������
��������� �� ����� ��� ��� ��� �������� {xi}i∈N ��� ��� ���� ���� �� ���������� �� �����
�� ��� ����� � ���� a = −1 � b = 1 ��� ������� �� ������������ ���� �������� �� ������ ��
�������� ������� ����������� ��� �������� �� [a, b] � ���� �� [−1, 1]�

��������� ������ �� ������ �� ���������� ������������ �� �������� {qi}i∈N �� �������� ��
������� �� ������� �� ����������������� � �� ���� �� �������� {xi}i∈N �� �� ������� L2[−1, 1]�

��������� �������� Pn �� ������� ��������� �� ����� ��� ���������� �� ����� n � ������ ���
��������� ������� ��� qN+1 ⊥ Pn� ����� ������� �� ����������� �� ������ �� ����� �� ������

��������� ����� ������ �� ������� �� ����� �� ����� �� N + 1 ������ ���������� x0, . . . , xN
���� ��� N + 1 ������ ��� ��������� �� �������� ����������� qN+1� � ��� ����� �� ������� ��
�������� �� ��������� ������������ �� �������� �� f ��� ��� �������� x0, . . . , xN �

����� ������� �� ����������� �� ������ �� ��������� ��������� ��� ���������

������� ������ �� ����� �� ����� �� N +1 ������ ������� �� ���� �������� ��� ����� ������

�� ��������� 2N + 1�

������������� ��� p ∈ P2N+1 �� ��������� ����������� ������� ������ ��� �� ����� �� �����
�� ������� ������������ �� ������ ��� ����� ����� ��� �� ��������� �� �������� �� ��������� �������
��� ���������� u, r ∈ PN ����� ��� p(x) = u(x)qN+1(x) + r(x)� ������ �� ��� ������ x0, . . . , xN
�� q ������� ��� p(xi) = r(xi)� ��� ���� ������ qN+1 ⊥ u� ���� u ∈ PN � �� ����� �� ����� ��
N + 1 ������ ���

IG =
N�

i=0

p(xi)

� 1

−1
li(x)dx,

������ li(x) =
�

j �=i(x−xi)�
j �=i(xj−xi)

�� ��������� �� �������� ��� ��� �������� x0, . . . , xN � ��� ���� ������

�� �������� �� p �� [a, b] ���
� 1

−1
p(x)dx =

� 1

−1
u(x)q(x)dx+

� 1

−1
r(x)dx

= 0 +

� 1

−1

N�

i=0

r(xi)li(x)dx

=

N�

i=0

p(xi)

� 1

−1
li(x)dx = IG.

������ �� ����� �� ����� ������� ����������� � ���� ��������� p ∈ P2N+1� ���� �� ������
����������

���� ����� �������� �� �����������

������ ���������� �� ��������� �� ����������� � ���

������������ �� ������� y(x) =
� x
a f(x)dx�

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������



�������� �� ����������� �������� ���

�������� y(a) = 0 � ������ y�(x) = f(x)� ��� ������ �� �������� �� ������ I(f) =
� b
a f(x)dx ��

����������� � ���������� y(b) ����������� �� ���

�PV I��

�
y�(x) = f(x)

y(a) = 0.

������� ���� ����� ��� ������� ���� ���������� �� ���� ������ ����� ������

������ ������ �� ����� �����

�� ������ �� ����� ����� �� ��������������� ���� ���� �� ������� �� ���������� �� ���� ����������
����� ��� ������� ���������� �� ������� ����������� ������ �� ����������� ����������� ��� ������
�� ������������ ��� �� ����������

������� ������ ��� {Ui}i∈N ��� �������� �� ��������� ���������� ������ ��� ������������ ��������

�� �� ��������� [a, b]� � f : [a, b] → R ��� ������� ���������� �� [a, b]� ���������

1

n

n�

i=1

f(Ui)
c.s.−−−→

n→∞
1

b− a

� b

a
f(x)dx

������������� ������������ �� �������� ��������� Yn = 1
n

�n
i=1 f(Ui). ��� �� ��� ������ �� ���

������� ������� Yn = 1
n

�n
i=1 f(Ui)

c.s.−−−→
n→∞

E(f(Ui)) =
�∞
−∞ f(x)fU (x)dx� ����� fU (x) �� ��

�������� �� U � ���� U �� �������� �� [a, b]� �� �������� ����� ������� �� ����� ���������� ���
����� ��������� ���� fU (x) =

1
b−a . ��� E(f(Ui)) =

� b
a f(x) 1

b−adx = 1
b−a

� b
a f(x)dx.

�� ����� ��� �� ������� �������� �� �������� I(f) =
� b
a f(x)dx� ����� ��� ������� ��� ��������

�������������� ������ �� ��������� ���������� ���������� �� ��� ����� ���������� ��� �������
����� �� �� ����������� ������ ������� f �� ��� ������� ��� ��������� ���������� � ���������
����������� ��� �� ������ ��� �������� b− a� ��� ���� ��������� ��������� ��� �� ���� �����
�� ��������� �� ����� �� �� ���������

���� �� ���������� �� ����� ������� � ��� �������� �������� �� �� ���������������� H = [a1, b1]×
· · · × [ad, bd]�

��� {Ui}i∈N ��� �������� �� �������� ���������� ������ �� Rd ��� ������������ �������� �� H� �
f : H → R ��� ������� ���������� �� �� �������� ���������

1

n

n�

i=1

f(Ui)
c.s.−−−→

n→∞
1

(b1 − a1) . . . (bd − ad)

�

H
f(x)dx

��� x = (x1, . . . , xd)�

��� �� ������� ���� ��� ��� ������ ���������� D ⊂ Rd� ��� ������� V =
�
D 1dx� ���� ��������

�� ����������� � ��������
�
H f(x)dx ��� H �������������� ������ ��� ��� D ⊂ H = [a1, b1] ×

· · · × [ad, bd]� � f(x) = �D(x) =

�
0 �� x �∈ D
1 �� x ∈ D

.

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������
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���� �������� ��� �� ���������� �� ����� ��� ��� ��������� ���������� ���� �� �� ������ D ����
����� �� ����� �� ��������� ��������� ���� ����������� ��� �� ������ ������ �������� ����� ���
�� ����������� � ���� �� �������� �� �� ������ ��� �������� �������������� ������ �� ������
����� � �� ��������� ��� �� ������ ����� �� ����� ���� �� �� ������ D� �������� �� ������� ��
��������������� �� ������ ����� ��� ������� �� H� �� ���� �� ���������

������� �� ��������� ��� ������� � ����� ��������� �� ���� �� ����������� ��� ����� ��� ��� ������


