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Capitulo 1

Errores y Representacion

1.1. Aritmética de Punto Flotante y Errores

Comnsideremos un proceso o sistema real (PR) del cual se desea conocer el comportamiento de
un determinado parametro (x) conociendo informacion de base (d). Consideraremos dos formas
de resolver problemas de este tipo:

» Experimentacion. A través de la realizacién de experimentos es posible obtener valores
reales del comportamiento que se desea estudiar. A pesar de esto, en muchos casos, la
experimentacion resulta costosa (ensayos de materiales, inspeccion de recursos naturales)
en otros casos, se tardaria demasiado (politicas econ6micas, sistemas biologicos).

= Modelamiento computacional. utilizando herramientas de las ciencias exactas es posi-
ble formular problemas matematicos que modelan o describen el comportamiento de dichos
sistemas. A través del uso de métodos numéricos es posible resolver estos problemas y asi,
predecir el comportamiento de los sistemas, aunque obteniendo un error con respecto al
proceso real en todos los casos.

En la Figura 1.1 se representan los dos métodos propuestos.

Ingenieria
s [ modelo
; matematico
Economia
‘L Y
Sistema Medicina
real Error
v

| ; Comportamiento
» Experimento }—> real

Figura 1.1: Simulacién vs. Experimentacion




1.2. ARITMETICA EN PUNTO FLOTANTE 2

Errores Al resolver problemas reales utilizando modelos computacionales siempre existen erro-
res en la solucion. Algunas de las fuentes de error mas habituales son las siguentes:

= Errores de medicion en los datos de entrada del modelo (afectando el modelo y la calidad
de las soluciones).

» Errores en el modelo matemético utilizado (considerando hipotesis que no se adapten a la
realidad).

» Errores en el método numérico que resuelve el problema matemético (error de truncamiento,
convergencia, etc).

» Errores en las operaciones de punto flotante (error computacional).

» Error Humano (errores en programacion) y de Maquina (defectos de hardware).

En este capitulo nos centraremos en los errores de representacién de punto flotante y de opera-
ciones entre ntimeros representados en punto flotante.

1.2. Error de Operaciones de Maquina: Aritmética de Punto Flo-
tante

Para resolver los problemas anteriormente mencionados, es necesario operar con numeros reales.
Sea cual fuere el computador utilizado, la cantidad de nimeros representables es finita, por
lo tanto, siempre va a existir el error debido a la propia representacidon o almacenamiento del
numero. Al almacenar un ndmero x podremos guardar algin ndmero proximo a éste de los
cuales la maquina pueda representar. Para poder trabajar en este tema, recordemos el Sistema
Posicional de ntimeros reales.

Definiciéon 1.2.1 (Sistema Posicional). Sea una base f € N con > 2, y sea = un ndamero real,
entonces puede ser escrito como

z=dy - B"+dp1-B" V- +do-BO+d_1- B+ d; eN 0<d;<p—-1i=0...n
siendo esta espresion tnica (salvo excepciones como 0,999 -- = 1).

Particularmente utilizaremos los sistemas decimal y binario correspondientes a § igual a 10 y 2,
respectivamente.

Sistema decimal Este es el sistema utilizado habitualmente para representar ndmeros. El
valor de la base es 10, como se muestra a continuacién:

5432,05=5-10>+4-10°+3-10'+2-10°+0-10"' +5- 1072

La cantidad de bits almacenables de un computador es multiplo de 2, por lo tanto es razonable
también estudiar el sistema que utiliza base 2, el cual es llamado sistema binario.

Version en revision. Por errores o dudas dirigirse al foro de sugerencias del sitio EVA del curso.



CAPITULO 1. ERRORES Y REPRESENTACION 3

suma (+) | producto (-)
0+0=0 0-0=0
1+0=1 1-0=0
0+1=1 0-1=0
1+1=10 1-1=1

Cuadro 1.1: Tabla de operaciones binarias

Sistema binario FEn este sistema de representacion, el conjunto de digitos se reduce a 0 y 1.
Recordemos que se deben redefinir las operaciones suma y producto las cuales estdn dadas por
la tabla 1.1.

Conversion de sistema de representacion
A través de un ejemplo veremos como realizar la conversion entre distintos sistemas para repre-
sentar el mismo ntmero.

Ejemplo 1.2.1 (Conversion de sistema decimal a binario). Obtendremos la representacion bi-
naria del nimero 176, 524.
(176, 524)10 — (7)2

parte entera: comenzamos por convertir la parte entera dividiendo por dos.

divisor | dividendo | cociente | resto

176 2 88 0
88 2 44 0
44 2 22 0
22 2 11 0
11 2 5 1

5 2 1

2 2 1 0

tomamos el ultimo cociente, luego todos los restos ascendiendo hasta llegar al ultimo resto. En
este caso obtendriamos 10110000. Esto es equivalente a:

(176)1p = 2-88=2%.44=2%.22=2%.11
o= 22492t 10=2v4+2%.5
o= 20440 4= 420 407

(176)1p = (10110000),

parte fraccional: ahora consideramos la parte fraccional y la multiplicamos por 2 reiterada-
mente, definiendo los digitos binarios en funcién de que los resultados sean o no mayores que 1,
como se describe en las ecuaciones siguientes:

(0, 524)10 — (7)2

Version en revision. Por errores o dudas dirigirse al foro de sugerencias del sitio EVA del curso.



1.2. ARITMETICA EN PUNTO FLOTANTE 4

0,524-2=1,048>1 = d_; =
0,048-2=10,096<1 = d_o=
0,096-2=0,192<1 = d_3=0
0,192-2=10,384<1 = d_y=
0,384-2=10,768 <1 = d_5=
0,768-2=1,536>1 = d_g=

(0,524)10 (0,100001...)2

Por lo tanto obtenemos la conversion del numero:

(176,524)10 —> (10110000, 100001 . .. )

1.2.1. Representaciéon de punto fijo

Los ntimeros reales con representacién en Punto fijo en base 8 presentan un nimero fijo de
decimales y estan dados por la siguiente expresion:

PF(CL‘) = (—1)5 . dn dn,1 e do, d,1 d,2 e d,m
donde:

= s: pardmetro del signo, pudiendo valer 1 o 0.

s 0<d;<B-1.

Por tanto, si el sistema es binario, se utilizaran n + m + 2 bits para esta representacion.

1.2.2. Representacion de punto flotante

Los ntmeros reales con representacion en Punto flotante normalizado en base 5 estan dados
por la siguiente expresion:

PF(z) = (-1)° - 0,a1a2 ... ap - B = (—1)* - m-p<7?
H,—/
mantisa: m
donde:
= 0 S a; S 6 — 1.
s L<e<U.

= s: parametro del signo, pudiendo valer 1 o 0.

Version en revision. Por errores o dudas dirigirse al foro de sugerencias del sitio EVA del curso.



CAPITULO 1. ERRORES Y REPRESENTACION 5

= m: mantisa.

= e: exponente.

La normalizacién viene en el hecho de que f~! < m < 1, evitando que los ntmeros tengan
distintas representaciones posibles.

Si 3 es 2, m tendra p bits asignados, e tendra g bits asignados, y s tendra 1 bit asignado, por lo
que la suma de bits asignados serd N = 1+ g + p. Al variar los bits asignados para cada uno de
estos pardmetros obtenemos distintos grados de precisiéon y rangos de niimeros representables.

La Norma IEEE 754 del ano 1985, establece un estandar para la representaciéon de nimeros
en punto flotante. En la misma se definen dos tipos de precision: precision simple (32-bits)
y precision doble (64-bits). En el cuadro 1.2 se describen ambos sistemas. La norma define
también otras variantes de los mismos que no presentaremos aqui. Veamos cudl es el rango de

Precision | N | s | p | ¢q
simple | 32| 1|23 | 8
doble 64 | 1|52 |11

Cuadro 1.2: tipos de precision segin IEEE 754

nimeros representables normalizados para cada uno de estos sistemas de representacion. Para
ello analizamos cudl es el rango valido para exponente y mantisa. En el caso de precisién simple,
por ejemplo, el exponente se almacena en 8 bits binarios, por lo que podemos almacenar

28 — 956 ntimeros

de esta forma no es posible representar exponentes negativos, por lo que se resta 127 al ntimero
almacenado obteniendo un rango viable para representar ntameros entre 0 y 1 facilmente.

Para el caso del exponente tenemos:
FE=e— (271 -1)=e—-d d=21"1-1

sereservan e =00...0ye=11...1
Rangos ntimeros normalizados para el exponente:

Emin = _2(1—1 + 2 Cmar = 211—1 —1

Precision | emin | €maz
simple -126 | 127
doble -1022 | 1023

Ahora vemos que para obtener el minimo real normalizado:

Realyin = 1,0...0-2°mn

Precision | Real;nin(2) | Realy,in(10)
simple 1.271%6 1,2-10738
doble 1.271022 1 18.107308

Version en revision. Por errores o dudas dirigirse al foro de sugerencias del sitio EVA del curso.



1.2. ARITMETICA EN PUNTO FLOTANTE 6

y para obtener el maximo real normalizado:

Realmax — 1, 11...1 . 2¢ma=

Precision Real;qz(2) Real;q4(10)
simple | 1,1...1-2%7 | 3,4.10%
doble [1,1...1-2192 | 1.8.10%08

En la figura 1.2 podemos ver un esquema de la distribucion de los ntimeros reales representables
normalizados préximos al nimero uno.

e=0 e=1 e=2
P G I Y I O P 8 | | | | Iy
5 I T s S B B B ¢ 1 1 1 1 *
0
Figura 1.2: Distribuciéon de ntumeros reales representables
Cero: seusae=00...0y mantisa nula a; =0 i=1...p.
0=(s 00...000..0—4 $=0 =+0
S—— N — s=1 = -0
m e
Desnormalizados: se usa e = 00...0 y mantisa no nula Ja; # 0, i =1...p. Son de la
formas:
g = (—1)8 . 0, aiaz ... ap:- 26min

Real i (desnormalizados) = 0,0...1 - 2¢m

Precision | Realin(2)(des.) | Realp,in(10)(des.)
simple 1.27127=23 1,4-107%
doble 1.271022-92 4,9.1073%

Extiende el rango de representacién proximo a cero pero con precisién limitada.

1.2.3. Aproximacién de reales a punto flotante:

Redondeo y truncamiento: Como hemos visto, los sistemas de representaciéon pueden re-
presentar una cantidad finita de ntimeros, por lo tanto al desear representar un ntiimero real que
no esté incluido en el mismo, el computador deberd aproximarlo a otro. Para esta aproximacién
existen dos métodos habitualmente usados:

= Redondeo: aproxima el real al niimero representable méas cercano. Si estd equidistante, se
aproxima al que tiene el digito menos representativo igual a 0.

» Truncamiento: aproximo el real al niimero representable menor més proximo.

Version en revision. Por errores o dudas dirigirse al foro de sugerencias del sitio EVA del curso.



CAPITULO 1. ERRORES Y REPRESENTACION 7

Limites de representaciéon: Existen casos particulares de aproximacion cuando el namero a
aproximar estd fuera del rango abarcado por el sistema.

= Overflow: x € R es mayor en magnitud que el mayor ntmero representable por el sistema.
Se considera como z = Inf y es almacenado con mantisa nula, s = 0 y exponente e =
11...1. Sucede lo mismo cuando si x es menor que el nimero mas negativo representable,
y se almacena como -Inf.

= Underflow: z € R es no nulo pero tiene menor magnitud que cualquier ntimero represen-
table (es muy proximo a cero).
1.2.4. Epsilon de maquina

Definicién 1.2.2 (Epsilon de maquina). Llamaremos épsilon de mdquina (€,,qcx) a la separacion
entre los numeros 1 y el siguiente nimero representable de un sistema de punto flotante.

En Octave y Matlab existe la funcién eps, la cual nos da el valor €4, para precision doble
(2,22-10716) y simple (1,19-10~7) (ver help eps). Realice en Octave las siguientes operaciones:

> a=1+1.10 e-16 ; [Enter]
> a -1 [Enter]

ans = 0 [ a es exactamente 1 en PF]
> a=1+1.12 e-16 ; [Enter]
> a -1 [Enter]

ans = 2.2204e-16 [ a es distinto a 1 en PF]
>> eps [Enter]

ans = 2.2204e-16 [el epsilon de maquina]

podemos verificar de esta forma que Octave utiliza redondeo ya que para pasar de 1 al siguiente
namero debemos sumarle €4, /2.

1.3. Errores absolutos y relativos

Sea ||.|| la norma euclideana en R™, consideremos las siguientes definiciones.

Definicion 1.3.1 (Error absoluto). Sean x € R™ un vector de valores incognita o desconocido
y X € R™ una aproximaciéon de x. Definimos el error absoluto de x (Ax) como la norma de la
diferencia entre estos valores:

Ax = [lx = x]|

Definicion 1.3.2 (Error relativo). Sea x € R™ un vector de valores incégnita o desconocido
y X € R™ una aproximacion de x. Definimos el error relativo de x (dx) como la norma de la
diferencia entre estos valores sobre la norma de x:

Ox =

Version en revision. Por errores o dudas dirigirse al foro de sugerencias del sitio EVA del curso.



1.4. ERROR DE REPRESENTACION 8

1.4. Error de representaciéon en Punto Flotante

Dado un valor real x € R y su representacion normalizada PF(x) con p digitos luego de la coma
z=1aaz...apap41 - 2P PF(z) =1,a1az... a,-2°P,

Para calcular el error de la aproximacién de punto flotante, aplicaremos la definicién de error

relativo ,
5 — |PF(z) —z| |Laiaz...apapy1 —Laraz... apl- 277
T || N I1,a1az... apapyr|-2%P
simplificamos
0,00... (ap —a’)aps1...
5x - ’ ( b 1 p) ok ‘ S Emach < 2*1)*1
por lo tanto,
|PF(z) — |
T = Emach

Proposicion 1.4.1. Sea x € R un real y PF(x) su representacion, entonces

PF(CL‘) = $(1 + 51) |5:1:| < Emach

Demostracion.
|PF(z) —a|  |o(l+6,) -z _ |ade|

= = |6$| < Emach
|| || |z|

1.4.1. Operaciones en punto flotante

La aritmética en punto flotante no es asociativa, ni tampoco distributiva. Las operaciones se
hacen por etapas y en cada operaciéon se aplica el redondeo correspondiente por lo tanto el
resultado es alterado al cambiar los factores. Veamos un ejemplo.

Ejemplo 1.4.1 (Operaciones en Octave). Realice las siguientes operaciones en Octave:

>> (1 + 1.1e-16) + 1.1e-16
ans = 1

>> 1 + (1.1e-16 + 1.1e-186)
1.0000

ans

podemos concluir que en el primer caso, en el paréntesis se obtiene 1 como resultado y luego 1
nuevamente. En el segundo caso dentro del paréntesis se obtiene el épsilon de maquina por lo
tanto al ser sumado a 1 se obtiene el NPF siguiente a 1. A

Al analizar el costo de la ejecucion de algoritmos debemos contar la cantidad de operaciones que
se realizan, por lo tanto definiremos una unidad de conteo de las mismas.

Version en revision. Por errores o dudas dirigirse al foro de sugerencias del sitio EVA del curso.



CAPITULO 1. ERRORES Y REPRESENTACION 9

Definicién 1.4.1 (flop). Denotaremos por flop a una simple operacion de punto flotante (suma,
resta, producto o division).

En el caso de un producto escalar de dos vectores de n elementos, la cantidad de flops es igual
a2n—1.

1.4.2. FError al aproximar con nimeros representables

Sean las operaciones +, X, — y / para denominador no nulo, se cumple: z € R,z = PF(x)
y ER,y=PF(y)
PF(zoy)= (z0oy)(1+ brty) |0z+y| < Emach

siendo o alguna de las operaciones consideradas. Esto se debe a que las maquinas operan con

mas precision que la utilizada en la representacion.

1.4.3. Error al aproximar con ntimeros reales

Sean x e y dos ntumeros reales con su respectivas representaciones y errores de representacién
x€R, PF(z)=z(149), [0z]<Emach

(/S Ra PF(y) = y(l + 6y)v ’5y| < €mach

calcularemos cual es el error cometido al operar.

Suma

5:Jx+y—UWM0+PF@M:Jw%+y%|:wMA+M%!
" |z + | |z + | T4y

por lo tanto
r+y

5+ < —— €mach < €mach
T4y

vemos que el error al sumar estd acotado y su cota es igual a la de la representacién de punto
flotante.

Resta
o lr—y—(PF@) = PP@)| _ |20y, _ 216l +ylé,|
|z — 9 [z —y| T —y
por lo tanto
T +
o_ S |LU — ggj| Emach

este error no esta acotado si x &~ y

2z 25mach

o < Emach <
[z —y| " T 1 —y/xf

Version en revision. Por errores o dudas dirigirse al foro de sugerencias del sitio EVA del curso.
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Por lo tanto al realizar resta de niimeros muy préximos podemos obtener un error grande y no
detectarlo. Este fenémeno lleva el nombre de cancelacion catastrofica.

Ejemplo 1.4.2 (Cancelacion catastrofica). Al querer calcular la solucion de la ecuacion
2?2 —56r+1=0 = 7r12=28+V783

Consideremos que tenemos 5 cifras de precisién. La primer raiz se puede calcular sin error con-
siderable.

r1 = 28 + V783 ~ 28 4+ 27,982 = 55,982 £ 0,005 (5 cifras)

al redondear la raiz, al calcular la segunda raiz se obtiene como resta de dos valores muy préximos
ry = 28 — /783 = 28 — 27,98213 - -- ~ 0,018 + 0,005 (2 cifras)
Una forma de evitar esto es reescribir la ecuacion para evitar el redondeo de la raiz y la resta
22 — 56z + 1= (x —r1)(x—1r9) =% - (r1+mre)x 4117

utilizamos el valor r; calculado y despejamos ro

1
Tg = —

— 017862 (5 cif
55082 (5 cifras)

A

Observacion 1.4.1. Conviene reescribir férmulas para evitar problemas numéricos como cancela-
cién catastrofica, overflow, etc.

1.5. Calculo de derivadas por cocientes incrementales

Sea f una funcién real f(r) : R — R, de clase C2. Recordamos la definicién de la derivada
primera

df ,
4z @) = Jim

flz+h) - f(x)
- :

No es posible calcular limites numéricamente, por lo tanto, es necesario estimarla. Veremos a
continuacién diferentes maneras de realizar esta aproximacién. Para calcular numeéricamente la
misma, se realizan aproximaciones como por ejemplo el cociente incremental Ay, ) para un
paso h € R* pequeiio.

También analizaremos los errores cometidos al llevar este problema a la computadora. Las fuentes
de errores que analizaremos son dos:

= Frror debido a no trabajar con precision infinita, al que llamaremos error de redondeo.

= Frror debido al truncamiento de la serie infinita en el desarrollo de Taylor del que se despeja
la derivada, al que llamaremos error de truncamiento.

Version en revision. Por errores o dudas dirigirse al foro de sugerencias del sitio EVA del curso.
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1.5.1. Diferencia hacia adelante

Esta aproximacion consiste en aproximar la derivada de la funcién como el cociente incremental.
Utiliza el propio punto x y x + h.

h) —
Ay = LD 11E)

A continuacion calcularemos una cota superior para el error absoluto entre el valor real de la
derivada y la representacién en punto flotante de el cociente incremental.

_ PF(f(z+h)) — PF(f(x))

(@) 2

Errorapsoluto =

(@) + Apayn — Apayn —

PE(f(x +h)) = PF(f(x)) '

IN

| f'(@) + Agiayn| +

Errorypsoiuto < Erroriyune + Errorpp

A —
f(x)vh h

Este error tiene dos componentes, una debida a el truncamiento de los términos del desarrollo
de Taylor, y el error de punto flotante de la propia representacion.

Error de truncamiento

Planteamos Taylor préximo al punto x:

2

flath) = f@)+ f@ht Q% e lpatn

entonces podemos despejar el cociente incremental de paso h

Agon— Sy = LEFWZIE gy g

por lo tanto obtenemos una buena aproximacién para el error de truncamiento

Errorgupe. = 4O~ @,

2 2

Se concluye por tanto que el error de truncamiento es de orden h. Esto significa que menor sera
el error cuanto menor sea el paso h.

Error de punto flotante

PF(f($+h)):f(.%'+h> (1+6h) ‘5h’§5mach

PE(f(x)) = f(z) (1 +67)  |0f] < €mach

Version en revision. Por errores o dudas dirigirse al foro de sugerencias del sitio EVA del curso.
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PF(f(z+h)) - PF(f(z)) f(z+h)—f(z)

Errorpr = h N
_Nf@ ) Sparny — F(@) Of)l
N h
@+ M) 0p@rm| + (@) [0
- h
|f@+h)|+ |f(2)]
= h mac,
EFI"OI"PF S 2“]('(%)‘ Emach

h

Al contrario de lo visto para el error de truncamiento, este error es inversamente proporcional
al paso. Esto significa que un paso demasiado pequefio incrementa el error relacionado a la
representacion en punto flotante.

FEs asf que este analisis combina restricciones contrapuestas, ya que por un lado se requiere un
paso pequeno para minimizar el error de truncamiento, pero por otro un paso demasiado pequeno
complica el trabajo en punto flotante.

Por tanto, el error total combinando ambas fuentes de error toma la forma:

1

2
Errortotal S ‘f(x)ilsmach + |f 2(37) h

Paso 6ptimo Dado que h puede ser elegido, es importante buscar el valor de h que minimice
el error total. Para ello utilizamos la expresién del error obtenida y la derivamos para encontrar

un minimo
dError

dh
utilizando la expresiéon del error total obtenemos

—2[f(@)|emach | |f (2]
h? 2

por lo tanto

|f ()|
/" ()]

por ejemplo si " (z) = O(f(x)) entonces hopt = \/Emach = 1075

hopt =2

V Emach

1.5.2. Diferencia centrada

FEn esta aproximaciéon se utilizan los puntos x + h y * — h v podemos ver que el error de
truncamiento es de orden h?

fle+h)— f(x—h
Af(x),h = ( )2h ( ) Et’r‘unc = O<h2)

Version en revision. Por errores o dudas dirigirse al foro de sugerencias del sitio EVA del curso.
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f(z)
|
Eror = Epr + ET "
Erp = Lf 2(913)| A
\_//
T Epp=— 2\f<w>|sm20h,

Figura 1.3: h 6ptimo

Aplicamos el desarrollo de Taylor en el punto  tomando como paso h v —h:

" h2 n hS
fl+h)=f@)+ f@h+ f @) 5+ fle) 35 c€lmath]
" h2 " h3
flx=h)=f@@) = fl@)h+ f ()5 - f(d) 35 delz—ha]
luego restamos miembro a miembro, obteniendo
h3

fl@+h) = flz—h)=2hf@)+ (£ () + £ (d) 3

por lo tanto el error de truncamiento sera:

/ " 7 h3 1 "
Btrune = |Afop = F@) = [f () + f )] 5y 57 = ! 3(!96)| "

1.5.3. Aproximaciéon de derivada segunda

Partimos de la definicién de derivada segunda

) 1 T~ (@)

h—0 h

y aproximamos las derivadas utilizando cocientes incrementales.

Version en revision. Por errores o dudas dirigirse al foro de sugerencias del sitio EVA del curso.
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Foérmula hacia adelante usando la aproximaciéon de diferencia hacia adelante para cada
derivada, obtenemos
Aforn —Afe _ fl@+2h) — fe+h) = (flz+h) = f(z))

2 _ —
A%fr = 3 = 2

obteniendo una primer formula

flx+2h) —2f(x+h) + f(x)

2

Formula centrada si aproximamos la derivada f/(z) utilizando diferencia hacia atras, obte-
nemos la siguiente expresion

flw+h) = 2f(@) + flw —h)

2p _
Af.l’_ h2

Error de truncamiento
Calculemos el error de truncamiento para la formula centrada. Aplicamos Taylor con paso h 'y
—h y sumamos miembro a miembro:

fla+h) =f@)+ f@h+f @)%+ @)%+ )l
+
fle—h) = flz) = f@)h+ [ (@)% — (@) b + fo(d) &

—h) 3!
f@+h)+ f(x—h) =2f(a)+ [ (@)h? + S (2) by
por lo tanto el error de truncamiento estd dado por la siguiente expresion

fle+h)=2f(x) + flx—h) ARG B2
h? 4l

— (=)

1.6. Extrapolacién de Richardson

El método de la diferencia centrada visto en la seccion 1.5.2 ilustra un abordaje interesante para
reducir el error de truncamiento de la derivada.

Una generalizaciéon de lo allf realizado podria ser considerar la formula de la diferencia centrada
pero ahora evaluada en Tho:

et )~ @~ 1)

I OY OV

A -
3! 102 5! 104

= f'(z) +

Entonces, combinando convenientemente la expresién anterior con la de la diferencia centrada
llegamos a:

Af(ayn — 1004y 1 = (1 —100)f'(z) + o(h?)

():15

Version en revision. Por errores o dudas dirigirse al foro de sugerencias del sitio EVA del curso.
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Es decir que logramos reducir el orden de aproximaciéon de la derivada de una funciéon a orden
h* (nétese que con el primer planteamiento, aproximando f’ con el cociente incremental simple
el orden era h):

Afzyn— 100Af
1-100

(), 15

= f'(a) +o(h?)

Fsto bien puede generalizarse a cualquier aproximacién que admita una expresién del error
de truncamiento como la expansiéon de una serie de potencias. De esta manera, combinando
cuidadosamente estas técnicas es posible mejorar el orden del error.

Sea x € R un valor que se desea estimar a partir de cierta formulacion T'(h) y que verifica la
siguiente expresion:
T(h) =z + ag A’ + O(hP?) 1<p1 <po

Se observa que es posible despejar x y obtener una aproximacién de orden pp, debido al término
ap hPL. En el caso que se desee obtener una nueva aproximacion de x de mayor orden (p2) podemos
aplicar el siguiente razonamiento.

T(h) = x + ag h’* + O(hP?)
T(qh) = x + ag ¢"* hP* + O(hP?)

multiplico la primera por g y resto miembro a miembro
T(qh) —=T(h)g™ = (1— ¢")z+ O(h??)

logrando eliminar el término a, hP' y obteniendo una aproximacién de x de orden po:

_ T(qh) ~ T(h)g"

R(h) —

=z + O(h*?)
podemos reescribir la formula para reducir errores numeéricos debido a operaciones, obteniendo
la expresion general de la aproximacién de Richardson:

T(qh)—T(h)

1—qp1
—_—

correccion de Richardson

R(h) = T(h) +

Solicitamos al lector reconocer la analogia de esta expresion general con lo que realizamos en el
ejemplo de la diferencia centrada donde T'(h) jugaria el rol de Af(z),n; T que es el valor a estimar

era en ese caso la derivada de f; p;1 = 2 y p2 = 4; el valor de ¢ elegido fue 1/10; y se encontrd

1-100

una mejor estimacion R(h) =

1.7. Propagacion de errores

Dada una funcién f(x) : R® — R, z = f(x). Es tutil poder estimar cual sera el error o la
variaciéon en el valor de z al tener un error o variacién conocido para los valores x;.

Version en revision. Por errores o dudas dirigirse al foro de sugerencias del sitio EVA del curso.
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Formula 1

ry,e€R i=1,...,n valores desconocidos exactos
reR 1=1,...,n valores conocidos aproximados
Ti=x;+¢e 1=1,...,n

De esta forma los errores absolutos en cada componente del vector x son:
Ay, =l €eRT i=1,....n
Ahora queremos evaluar la funcion f(x):
z = f(x1,22,...,2y)
pero dado que cada componente tiene errores logramos evaluar
z=f(x1+e1,...,xn+ep)
por lo que deseamos saber cual es el error que estamos comentiendo en z
A, =|f(z14e1,...,xn+en) — f(T1,...,20)]

Aplicando Taylor:

n
0
fler+er, ..., xn+ep) aﬁf(xl,...,;vn)—I—;8;:(951,...,;13”) g
por lo tanto aplicando la definicién del error de z
A, ~ ;&Ei(xl,...,l’n) - & S; %(ila---axn) : |Ez’

por lo tanto obtenemos que el error absoluto de z esta acotado superiormente por la suma de los
errores absolutos de x; multiplicados por la derivada parcial de f correspondiente:

NESS
=1

0
al’i

- A,

Formula 2 En este caso consideramos el error de cada componente €; como variables aleatorias
independientes con esperanza cero y varianza finita:

E(e;)) =0  Var(g;) = A2 < o0

A% = Var(z) = Var(f(z1 +e1,..., %0 + )

recordando Taylor:

n
f(:c1+51,...,xn+an)%f(:vl,...,xn)—i—z f'(:cl,...,xn) - &

Version en revision. Por errores o dudas dirigirse al foro de sugerencias del sitio EVA del curso.
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elevamos al cuadrado ambos lados de la igualdad y despreciamos algunos términos, obteniendo:

n of 2
Var(f(z1 +e1,...,2n +&n)) = Z (89&) - Var(e;)

=1

por lo tanto obtenemos:

A, = Z (5%) - Azj

=1

Version en revision. Por errores o dudas dirigirse al foro de sugerencias del sitio EVA del curso.
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1.8. Ejercicios

Ejercicio 1. Encuentre experimentalmente los siguientes valores de su calculadora, con dos
cifras de precision:

(A) El valor epaen definido como el minimo x tal que la representacion en punto flotante de
1+ z es mayor que 1.

(B) El mayor nimero representable. (C) El menor ntiimero positivo representable.

Ejercicio 2. Sea P, = (zn,yn), n € N, la sucesion generada, a partir de valores iniciales g, yo,
Tn+1 = {an + Yn

} )
donde {u} es la parte decimal de w.
Yn+1 = {xn + yn} { } P

por la férmula de recurrencia

(A) Muestre que si xg = yo = % entonces P, es periodica con P13 = P,.
(B) Analice lo que sucede si g = yo = %

(C) Implemente un programa que calcule y grafique los primeros 100 puntos P, de cada una
de las cucesiones anteriores. Explique el resultado obtenido.

Ejercicio 3. FErrores relativo y absoluto.

(A) Al determinar una constante C, se obtuvo el valor 92.34 con un error relativo de un 0.1 %.
JEn qué intervalo se encuentra C7 ;Cudl es el error absoluto?

(B) ;Cuantos digitos del numero /22 deben darse para determinarlo con un error relativo no
exceda el 0.1 %7

(C) En una medicién se obtiene el valor v = 17261. Se sabe que el error relativo es del 1%.
., Coémo deberfa escribirse v para reflejar este hecho?

Ejercicio 4. Representacion interna de ndmeros. Una computadora tiene un sistema de punto
flotante decimal con 5 digitos de precision y 2 digitos para el exponente. ; Cuantos nimeros dife-
rentes pueden representarse con dicha arquitectura? ; Cudles son la menor y la mayor separacion
entre nimeros representables consecutivos? Estime el valor &,,4¢cn (ver Ejercicio 1).

Ejercicio 5. Cancelacion catastrdfica y desborde.

n+1
(A) Se desea calcular numéricamente lim / log(x) dz. ;Como puede reescribirse dicha in-
n oo
n

tegral para evitar efectos de cancelaciéon catastrofica?

(B) Reescriba la expresion % para poder evaluarla en valores grandes de x evitando efectos
de desborde.
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(C) Comente los inconvenientes que pueden surgir al implementar un programa para calcular

cos(z+h)—cos(z)
1 h

la derivada de cos(x) utilizando el cociente incrementa . ¢ Como reescribiria

usted dicho cociente?

Ejercicio 6. Errores en operaciones.

(A) El diametro interior de un tanque de agua esférico es de 1,5 4+ 0,05 m. Calcule su volumen
(con el error correspondiente) aproximando 7 ~ 3,1416.

(B) Un campo rectangular mide aproximdamente 2000 por 3000 metros. ;Con qué error deberan
medirse los lados para obtener el drea con un error inferior a un metro cuadrado?

Ejercicio 7. Cldlculo de la derivada con el cociente incremental. Dada una funcién f: I — R
de clase C*°, donde I C R es un intervalo, se desea calcular la derivada f/(z) en un punto z € I
usando la diferencia hacia adelante en x, es dicir, empleando la férumla

) — 1 TN I )

h—0 h

Al aproximar numéricamente la derivada por la diferencia hacia adelante, esto es, evaluando
en un h pequeno no nulo, se cometen dos tipos de errores. En primer lugar esta el error de
truncamiento, que proviene de tomar un h pequeinio fijo en lugar del el limite cuando h — 0, y
en segundo lugar el error de redondeo que son los errores numéricos de la maquina, tanto en la
representacién como en las operaciones.

(A) Calcular la derivada de la funcion f(z) = \/x en el punto = 1, con la diferencia hacia
adelante y usando h = 1,5% con k = 0,1,...,100. Graficar, usando escala logaritmica, el
error absoluto cometido en funcién de h. Explicar el comportamiento observado.

(B) Usando los resultados vistos en clase sobre los errores de truncamento y de redondeo,
estimar el valor de h 6ptimo para el calculo anterior. Coteje este valor de h con el resultado
obtenido en la parte anterior.

(C) Repetir las partes (A) y (B) para la funcion tan(z) y el punto = 1,57.

(D) Repetir las partes (A) y (B) para el calculo de la derivada segunda de f(z) = \/z en el
punto x = 1, usando la discretizacion siguiente:

f”(lﬂ)ﬁ f(x_h)_Q];L(Qx)"i_f(x"i_h).

Ejercicio 8. FExtrapolacion de Richardson. Considere las aproximaciones realizadas de las dife-
rentes derivadas en el ejercicio enterior.

(A) A partir del vector de aproximaciones correspondientes a los diferentes valores de h, use
extrapolacion de Richardson para hallar un nuevo vector de aproximaciones. (El nuevo
vector tendrd una entrada menos.)
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(B) Calcule y grafique el error cometido, comparandolo con el correspondiente a las aproxima-
ciones originales.

(C) Repita el procedimiento, extrapolando el ultimo vector hallado.

Ejercicio 9. Se desea hallar las cuatro raices de polinomio

Py(x) = z* — 1223 + 5422 — 108z + 80,99999999999999.

(A) Resuelva el problema usando el comando roots. ;Qué sucedié con el vector de coeficientes
del polinomio?

(B) Observando que Py(z) = (z — 3)* — 10714, resuelva analiticamete el problema.

(C) Considere la ecuacién (x —3)* = 0, con solucién exacta x = 3 y la correspondiente solucién
del problema “perturbado” de las partes (A) y (B). Halle el error (variacion) relativo de la
solucion.

(D) Halle la diferencia relativa en los coeficientes de la ecuacion de las partes (A)-(B) y la de la
parte (C). Extraiga conclusiones sobre el nimero de condicion del problema, definido como
la razén entre el error relativo en la solucién y el error relativo en los datos de entrada.

Ejercicio 10. Se desea calcular los valores de la funcion exponencial a partir de su desarrollo

en serie
x? 23 z™

x
€ p— —_— —_— DY —_— o« e —
f=ldatrb gttt Zm.
n=0
(A) Use el programa dado para efectuar la suma anterior
hasta n = 100, para un rango de valores de z: x=-20:20;
sum=ones (size(x));
(B) Investigue qué sucede con el error relativo en los re- t=x; n=1;
sultados numeéricos obtenidos. Use la funcién exp y while n<100
grafique con semilogy. ;Dénde se dan los peores re- sum=sum+t ;
sultados? Justifique. n=n+1;
) i t=t.*x/n;
(C) Piense una soluciéon para hacer el calculo en los valores ond

anteriores con mejor precision.

Ejercicio 11. (Ver Ejercicio 7) Se quiere obtener numéricamente la derivada de una funcion f
mediante la siguiente discretizacion por diferencia centrada:

fz+h) = f(z=h)
2h '

fll@) = Af =

(A) Halle una cota para el error de truncamiento debido a la discretizacion usada.

(B) Estime el error de redondeo debido al uso de aritmética de punto flotante.
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(C) Estime el error total y el h 6ptimo.

(D) Usando lo anterior, estime f’(x) y su error para f(x) = e* en z = 0. Compare Af con
f'(z) para diferentes valores de h (p.ej. h = 107", n = 1,2,...) y obtenga una grafica
experimental que verifique el h 6ptimo obtenido.

(E) Repita lo anterior para f(z) = sen(z) en z = 0 y explique los resultados.

Ejercicio 12. En versiones anteriores de Octave se generaba un error al calcular arcsenh(x)
para valores negativos grandes. El objetivo de este ejercicio es analizar el problema y proponer
una solucién.

(A) Calcule arcsenh(—103%) de dos formas: usando la formula arcsenh(z) = log(z + v/z2 + 1)
y utilizando la funcién asinh.

(B) Explique el resultado obtenido y proponga una forma de solucionarlo.

Ejercicio 13. Propagacion del error de redondeo.

(A) Suponga que se conoce una cantidad > 0 con error absoluto dz pequetio en relacion a x.
Si y = /x estime el error absoluto dy en base a x y dx. Estime también el error relativo
R, en y en base z y al error relativo en x: R, = dx/x.

(B) Si las cantidades z1,x2 > 0 se conocen con error dz, halle una cota al error absoluto en la

cantidad z = \/T1 — /2.

(C) Sizy =9x10" +1y 2o =9x 10" —1, calcule en la computadora el valor z, llamando z;
al resultado obtenido. Halle el error 6z = 2z — 21 cometido tomando como verdadero valor

de z el resultado del calculo z = %

(D) Compare 6z con la cota obtenida en (B) suponiendo que el error se debe so6lo a la propa-
gaciéon del error cometido al almacenar z1 y x2 en punto flotante.

(E) ;Qué relacion hay entre el error relativo inicial (en z7 y x2) y el final (en 2)?
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Capitulo 2

Sistemas de Ecuaciones Lineales

2.1. Introduccion

Un sistema de m ecuaciones lineales y n incégnitas consta de un conjunto de relaciones algebraicas

de la forma:
n

Zaijxj:bi 1‘j7aij,bi€R Vi=1l...m
j=1

el cual puede ser representado en notacion matricial como Ax = b:

a1 a2 ... Gin x1 b1

as ago e aon T2 bQ
A= T e M ®) x=| | b=

Amli Gm2 .. Qmn Tn, bm

Este sistema tiene solucion tnica si y solo sim = ny |A| # 0, entonces decimos que es compatible
determinado (CD). En este capitulo trabajaremos con sistemas de esta clase.

En el caso de m > n existen més ecuaciones que variables, por lo tanto, si el vector b no
pertenece al espacio generado por las columnas de A, no existe una solucion que verifique todas
las ecuaciones, decimos que el sistema es incompatible. Mas adelante veremos técnicas para
resolver este tipo de problemas.

Métodos directos e indirectos Los métodos de resolucion de sistemas lineales pueden ser
clasificados en las siguientes dos categorias:

= Directos: obtenemos solucién luego de un nimero finito de iteraciones. Si tenemos precision
infinita la solucién es exacta.

= Indirectos: obtenemos una aproximacion de la solucion (Zy), luego de k iteraciones. La
solucién se mejora sucesivamente con cada paso.
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2.2. METODOS DIRECTOS 24

2.2. Meétodos directos

Los métodos directos generan soluciones aproximadas luego de realizar una cantidad finita de
pasos. Uno de los ejemplos mas habituales es la escalerizacién gaussiana.

2.2.1. Solucién de sistemas triangulares

Comenzaremos por abordar un caso particular de sistemas lineales. Sea el siguiente sistema 3 x 3
triangular inferior no singular:

all 0 0 il b1
as1 az 0 zo| = [b2
azy agz as3 T3 b3

Las matrices con bloques con ceros seran representadas esqueméticamente de la siguiente forma:
AN
Ax=Db A=

Dado que el sistema es no singular, las entradas de la diagonal a;;, i = 1,2, 3 son distintas a cero,
por lo tanto lo podemos resolver de la siguiente formas:

b1
r = —, 2.1
1 o (2.1)
= 2Tenm (2.2)

a22

bs — az1x1 — azax2 (2.3)

r3 =
az3

Este algoritmo puede ser extendido para sistemas triangulares inferiores de orden n, de la forma
Ax = b. Este método tiene el nombre de sustitucion hacia adelante:

by
ry = —
ail
i—1
1 Z ,
r, = — bi— ai; Tj |, 222,...,71
Qi —1
Ji

El pseudo-codigo del método es el siguiente:

b1

= paso 1: 1 = s

S | i—1 . .
» paso it z; = - (b — 201 aij 7)), i=1,...,i—1

recordando la definicién de Flops del capitulo 1, podemos calcular el costo computacional del
método. Se realizan n (n + 1)/2 multiplicaciones-divisiones mientras que el nimero de sumas-
restas es n (n — 1)/2, por lo tanto, el costo es n? flops.
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CAPITULO 2. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES 25

En el caso que el sistema lineal sea triangular superior,

v s ()

podemos utilizar un método andlogo llamado sustitucion hacia atras (BS'):

bn
Ty =
Gnn
n
1 .
r, = — bi— E ai; Tj |, z:n—l,...,l
Qi =
Jj=i+1
Pseudo-cédigo:
" paso n: Tpn = by /any
.o bi—> 7.1 Gk Tk
m paso i, i=n—1,...,1: xi:%

Qg

2.2.2. Escalerizacion Gaussiana (EG)
El Método de Escalerizacion Gaussiana (MEG) es un método directo para resolucion de Sistemas
de Ecuaciones Lineales.

Permite llevar un sistema general no singular a uno equivalente triangular superior, por medio
de la aplicacion de operaciones elementales (intercambio y combinacion lineal de filas).

Algoritmo: Paso k: si agz) # 0 sera llamado pivot

- 1 1 1)
a§1) agz) agk) a’(ln)
o2 (2) (2)
22 2k 2n
MO : : :
0 o ... a,(clz) .. ag;)
| O 0o ... agz) e aﬁf}}_
(k+1 k) k) _ o
a;; ) — az(j — Lk a,(cj Ly, = a(ﬁ)

BT = b _ 1 b =k 41,0 j=k...0n

Las cantidades de flops de EG por cada bloque del c6digo son las siguientes:

!BS por Backwards Substitution
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2.2. METODOS DIRECTOS 26

Algoritmo 1 Pseudo-cédigo: EG no eficiente

Sea A una matriz con entradas A; ; = a(i, j)
fork=1—-n—-1do
fori=k+1—->ndo
l(i, k) < a(i,k)/a(k, k)
a(i, k) <0
forj=k+1—>ndo
a(i,j) < a(i,j) — (i, k) *x a(k, )
end for
end for
end for

= loop j: 2(n — k)
» loopi: (2(n—k)+1) (n—k)=2(n—k)?+ (n—k)
= loop k: 721 2(n — k)2 4 (n — k)

Tomando el loop k y desarrollando obtenemos:

n—1
flops(EG) = Z 2n? —dnk+2k* +n —k
k=1
n—1 n—1
= 2> K —(n+1)) k+2n’+n
k=1 k=1
Y G 1)72(271 - _ (4n + 1)7(71 ;Dn +2n%+n

Por lo tanto, la cantidad de flops necesarios para resolver Ax = b usando EG y sustitucion
hacia adelante es la siguiente:

EG + BS = 0(2/3n®) + O(n?) ~ 0(2/3n%)

Observacion 2.2.1. Se recuerda que utilizando el MEG, sin pivoteo, el valor del determinante se
mantiene inalterado, y una vez escalerizada la matriz, el determinante resulta en el producto de
los valores de la diagonal, por tanto, acotamos la cantidad de flops para resolver |Al:

n
EG + [ af = 0(2/3n%) + O(n) = O(2/3n%
i=1
Se sugiere comparar con el costo computacional del calculo utilizando la férmula general o des-
composicion por filas (deberd observar que la cantidad de multiplicaciones son n!(n — 1) y luego
se deben sumar n! términos).

2.2.3. Descomposicién LU (sin pivoteo)

Un segundo método directo de resolucion de SL es mediante la llamada Descomposiciéon LU.
Fsta descomposicién se basa en el método de escalerizacion gaussiana pero permite ahorros
computacionales en algunos casos como desarrollaremos luego de presentar el método.
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CAPITULO 2. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES 27

Dada una matriz A € M,,x,(R), tal que |A| # 0, existen dos matrices L y U tal que A = LU.

L0 00 0] Tupy wiy ws oo g
l91 1 0 0  wge wez ... wuz,
l31 39 1 I 0 wusz ... ug,| =A4
0 D . :
_lnl B 1_ L 0 ... ... 0 Unn |

por lo tanto:
T
aij = Z l’ik ukj r = ml’n{i,j}
k=1

tomando la convencién de que l; = 1.

Obsérvese que los I;; son los mismos coeficientes determinados por el algoritmo y los u;; son las
(@)

ij

Demostraremos la anterior relacion para el calculo de las entradas a;; de A a partir de las entradas
de L y U realizando los pasos de EG:

entradas de la matriz escalerizada, es decir que escribimos u;; = a

az(»;?ﬂ):agf)—likag? k=1,....p; p=i—1si1<j;, p=jsii>]
Si sumamos la ecuacion anterior para los distintos valores de k =1,...,p, y reordenando:
P P P
S Sl =Sy
k=1 k=1 k=1

Ahora, los términos de la izquierda se cancelan entre las sumatorias:

p
(p+1) k
aij —CLij = —Zlik a](cj)
k=1

y como

St ] i<y
K 0 i>j

y ademds tenfamos que u;; = az(.j), se concluye reescribiendo las entradas que:

T
a5 = Z Lik U r= mfn{i,j}
k=1

con lo que se termina la prueba.

El ntmero de flops para realizar la descomposicién L.U. es igual a las operaciones requeridas
para aplicar la escalerizacién gaussiana. De esta forma, enumeremos las operaciones necesarias
para resolver un sistema lineal aplicando L.U. :

A=LU (EG) =0(2/3n?)
Ly=b (BS) =0(n?
Ux=y (FS) =0(n?
Total flops ~ O(2/3n3) (2.4)
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Una caracteristica importante de este método esta en la resolucién de miltiples sistemas linea-
les, es decir, varios sistemas con la misma matriz A. Por ejemplo, calculemos la cantidad de
operaciones necesarias para resolver m sistemas lineales utilizando L.U.:

A=LU
— fori=1,....m
=D Ayi=be = flops = 0(2/3n® + 2mn?)
1=1,....m
Uxi =y
end

Numero de flops para hallar A~! con L.U.

0
AX=I=b;=L= (1| j=1,....,n = flops=0(2/3n*+2n%) = O(8/3n?)

0

Observacion 2.2.2. Dado un sistema lineal Ax = b, no es econémico hallar x calculando A~ b.

2.2.4. EG con pivotes

., Qué pasa con el método de escalerizacién si en algin paso i, se llega a a,(ck) = 07 Es imposible

realizar el algoritmo ya que este valor deberia ser el denominador en los cocientes que modifican
las entradas a partir de alli, en particular, se requiere para el calculo de los I(3, k).

Entonces, lo que podemos hacer es intercambiar filas (pivotear), ya que supusimos que A es
invertible, entonces existe az()k‘) #0,k+1<p<n.

Lo anterior es cierto con aritmética exacta. Si la aritmética es PF entonces conviene pivotear si
algiin agz) << 1.

Ejemplo 2.2.1 (Error sin pivoteo). Arit. PF 5 digitos con redondeo: +aq , asasaqas x 10¢

Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

0 -7 o 7
(S) | =3 2,099 63,901
5 -1 5| 6

y lo resolvemos aplicando EG sin utilizar pivoteo:

1,0000 x 101 —7,0000 x 10° 0,0000 x 10° | 7,0000 x 10°
A | —3.0000 x 10° 2,099 x 10°  6,0000 x 10° | 3,9010 x 10°
5,0000 x 10° —1,0000 x 10° 5,0000 x 10° | 6,0000 x 10°

FEn el segundo paso obtenemos una entrada asz con un valor muy bajo comparado con el resto
de los valores de la matriz.

1,0000 x 10 —7,0000 x 10° 0,0000 x 10° | 7,0000 x 10°
A®) 0 —1,0000 x 10~3  6,0000 x 10° | 6,0010 x 10°
0 2,5000 x 10°  5,0000 x 10° | 2,5000 x 10°
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en el tercer paso obtenemos un error en la componente bg

1,0000 x 10 —7,0000 x 10° 0,0000 x 10° | 7,0000 x 10°
AB) 0 —1,0000 x 1073 6,0000 x 10° | 6,0010 x 10°
0 0 1,5005 x 10% | 1, 5004 x 10*

obtenemos la solucién:

sol. numérica sol. exacta
&1 =-2,8000x 1071 | =z =0 | x mal
Z9 = —1,4000 x 10° | 9 =—1 | x mal
23 =9,9993 x 107! rx3=1 |= Ok

A

Observacion 2.2.3. Si 1,5004 x 10* hubiera sido 1, 5005 x 10* (valor exacto) entonces la solucién
numérica seria igual a la exacta, por lo tanto se concluye que el error estd provocado por no
haber pivoteado cuando el valor ass era pequeiio.

(i)

En general pivoteamos si a;;’ vale cero o cualquier valor que sea “mucho menor” que el resto de

las entradas de Agl)mn En el ejemplo 2.2.1 un valor “mucho menor” que los otros corresponde
a menor que un 1% por ejemplo.

Si pivoteamos entonces EG es numericamente estable.

Estrategias de pivoteo Presentaremos dos formas de elegir la entrada de la matriz que uti-
lizaremos como pivot.

Pivoteo parcial Se compara el valor del pivot actual con todas las entradas siguientes de esa
columna (por debajo de k), eligiendo como pivot al de mayor magnitud.
)’ _

, k )
arg max \agk =p = pivot: ap

re{k,...,n}

Luego de elegir la fila p, debemos intercambiar la fila k por la p y continuar con EG. La cantidad
de comparaciones totales que se realizan es del orden de n?.

Pivoteo completo Se compara el valor del pivot actual con cualquier otra entrada por debajo
de esa fila y a la derecha de esa columna, eligiendo como pivot al de mayor magnitud.

. (k)| _ . )
ar max a = = pivot: a
gre{k,...,n},se{k,...,n} ’ s | b4 b P4

En este caso, ademés de intercambiar la fila k& por la fila p, también debemos intercambiar la
columna k por la ¢. En este caso la cantidad de comparaciones totales es del orden de n?.
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2.2.5. Descomposicion LU con intercambio de filas

Teorema 2.2.1. Sea A € My xn(R) no singular. Se puede descomponer A como PA = LU, con
P una matriz de permutacion.

Observacion 2.2.4. PA intercambia las filas de A, mientras que AP intercambia sus columnas.

Compruébelo tomando A € Mayo(R) genéricay P = ((1] (1)>

Haciendo EG con pivoteo formamos P € M,,«,(R) matriz de permutaciones de filas

PA=A=LU=PA=LU

Solucién de un SL con descomposicion PLU

Hallar la descomposicion PLU. Luego PAx = Pb. Llamamos Pb = b’.

Con b’ planteamos el sistema LUx = b/, el cual se resuelve mediante sustitucion hacia atrés
y hacia adelante, primero resolviendo un sistema auxiliar Ly = b’, donde y = Ux, y luego
obtenemos x resolviendo Ux =y.

P LU

r_
LUx=b = lzy_:Pbl? =X

Ux=y

2.2.6. Almacenamiento econémico

Definiciéon 2.2.1 (Matrices Esparsas). A € M, »x,(R) es esparsa si la mayoria de sus entradas
son nulas.

Las matrices esparsas aparecen en muchisimos problemas tanto de ingenieria como de otras ramas
y su manipulacién son un vivo tema de investigacion.

Sea A una matriz esparsa con elementos no nulos, una técnica de almacenamiento podria ser
guardar el valor de la entrada junto con sus indices de fila y columna:

(il N ail:jl)
(2 Jo  @iyjy) . . .
. si una entrada a;; no estd en la lista, entonces es nula.

(Zm jm aime)

i, Como puede ser esto eficiente si por cada entrada debo almacenar tres valores en lugar de
uno? Veamos, si se guardan las ternas se requieren 3m NPF (numeros en punto flotante). Por
otra parte, si se guarda llena, es decir con todos los ceros que corresponden se necesitaran n?
NPF. Por tanto, si la matriz es esparsa, m << n, entonces entonces 3m << n?, lograndose una
interesante reduccién de espacio de almacenamiento.

Observacion 2.2.5. En general A~! no es esparsa aunque A lo sea.
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2.2.7. Estructura de banda

Una matriz A € Mpxn(R) es una matriz banda si los valores no nulos de la matriz se presentan
solamente en una banda entorno a la diagonal.

Formalmente, la matriz tiene una estructura de banda si:
D )i—g>k
Q5 = 0 si . j ! con k?l, ]{32 > 0.
j—1>ko
Definimos entonces el ancho de banda de una matriz como k1 + ko + 1.

Ejemplo 2.2.2. Algunos casos particulares:

= Una matriz diagonal es una matriz banda con k; = k3 = 0 y su ancho de banda es 1.
= Una matriz banda es tridiagonal cuando k1 = ko = 1.

= Una matriz es triangular superior si ki =n—17y ko = 0.
A

Para este tipo de matrices, muchos algoritmos de resolucién pueden optimizarse reduciendo
considerablemente tanto la complejidad como el costo computacional y asi el tiempo de ejecucion.

Un ejemplo de esto es el Algoritmo de Thomas para matrices tridiagonales, en el cual la descom-
posicion LU pasa a tener un orden lineal.

2.2.8. Otros métodos directos
Antes de pasar a los métodos indirectos de resolucién, mencionaremos algunos otros métodos
directos para que el lector amplie su visién sobre los mismos e indague sus ventajas y desventajas.

Asumiremos que los sistemas son compatibles determinados.

Calculo de matriz inversa

Dado el sistema Ax = b, es posible determinar x operando algebraicamente en la ecuacién:
A Ax=A""b=x=A"1b.

Por tanto, hallar la matriz inversa de A es otro mecanismo para resolver un sistema de ecuaciones.

Notamos sin embargo que el método para el calculo de la matriz inversa en el que se construye
la matriz ampliada [A|I] y se reduce hasta obtener [I|A~!] involucra doblemente escalerizacion
Gaussiana (ya que se debe escalerizar hacia “abajo” y luego hacia “arriba”), para luego realizar
una multiplicacién matriz por vector. Se sugiere comparar este costo con respecto a EG + BS.
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Regla de Cramer

Dado el sistema Ax = b, la Regla de Cramer devuelve cada entrada del vector soluciéon solamente
como un cociente de determinantes que dependen de la matriz A y del vector b. En efecto:

B det (Al)
~ det(A)

T

donde A; es la matriz resultante de reemplazar la columna i-ésima de la matriz A por el vector
b.

Ejemplo 2.2.3. Sea A = 21 , vy b= 3 .
11 2
Entonces det(A) =1, det(A4;) = ‘

Resultando en x = <D . AN

Se deja como ejercicio calcular el costo computacional de este método para su comparaciéon con
los anteriores.

2.3. Estabilidad de sistemas lineales

La resolucién de sistemas lineales mediante métodos numéricos involucra tanto errores de redon-
deo por el pasaje de ntmeros a una representaciéon finita, como en el caso de la resolucién de
estos sistemas utilizando métodos iterativos, el truncamiento de una sucesién que converge a la
solucién real del sistema. Es por esta razén que es necesario definir una nocién de cercania en
los espacios con los que estaremos trabajando. Es asf que comenzamos la seccién introduciendo
algunos conceptos y resultados referentes a normas vectoriales y matriciales.

2.3.1. Norma de vectores

Trabajaremos en el espacio vectorial R™ con las operaciones suma y producto interno habituales
entre vectores. Una norma es una funcion || - | que verifica las siguientes propiedades:

(RH>R>+7 ) €.v., || : || R" — R

L flul >0 YueR" y fu|=0 < u=0
2. |Auf = [AJlul VAeR, VYueR"

3. lutv| <flulf +]v][ vVu,veR"

Version en revision. Por errores o dudas dirigirse al foro de sugerencias del sitio EVA del curso.



CAPITULO 2. SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES 33

Norma-p Dado un vector de R", x = (x1,...,2,)!. La Norma-p del vector seré:

n 1/p
Ixllp = (Zw1|p> 1<p<oo
=1

Para distintos valores de p se obtienen distintas variantes de la norma:

[xl2 = Srir?=yx-x p=2 (Euclidiana)

Norma Infinito En el caso de que p = co podemos tomar el limite a partir de la definicion:

xloe = lm xl
n 1/p
Il = méxla] m (32| ayj= —T (0,1 i=1,....n
i el max; ||
—_—
1
oo = mix fai

2.3.2. Norma de matrices

La norma de matrices, en este apuntes serd una funciéon definida en el espacio vectorial de las
matrices con entradas reales y las operaciones habituales de suma y producto de matrices.

(Mnxn(R)7R7+u*) €.v., H ' ” : MTLXH(R) — R

L A >0 YAe Muyn(R) vy JJA=0 < A=0

2. [[NA] = A Al VA eR, VAe M,un(R)

3. [[A+ Bl < [[A[[ + [IBl VA, B € Myxn(R)
Diremos ademés que una norma de matrices es submultiplicativa si ||[AB|| < ||A]|||B|] VA,B €
Mxn(R).

Definicion 2.3.1 (Norma compatible). Una norma matricial || - ||as es compatible con una
vectorial || - ||, si

[Ax][ < [[Am][%]le VA € Myxn(R),Vx € R"

A partir de aqui no haremos referencia explicita a qué norma estamos considerando lo que se
deducira del argumento que tome la norma segiin corresponda.

Definiciéon 2.3.2 (Norma inducida, o norma operador).

A
4] = mix 12X
x40 x|
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Esta norma es inducida a partir de alguna norma de vectores.

Ejercicio 2.3.1. Verificar que la norma inducida cumple las propiedades de norma.

Podemos ver que esta norma cumple las siguientes propiedades:

Proposiciéon 2.3.1.

4l = méx |l Ax]

Demostracion.

|| x| _
1Al = = md x4 |l = x [ Ayl
5 Il o

|| H
O

Comentamos que la propiedad anterior ilustra que el valor de la norma de la matriz es igual al
valor de la norma del vector més deformado por la transformacion Ax.

Proposicion 2.3.2. La norma operador es compatible, es decir,

[Ax]| < [|A[[Ix]] VA € Mpxn(R),vx € R"

Demostracion.

Ax Az
JAx]| = ”H ‘”u < ( ”, ,‘)qu—uAu ™

O]

Ejercicio 2.3.2. Demostrar que dadas dos matrices n X n y la norma inducida dada en 2.3.2,
se cumple:

IAB| < [[All Bl

Ejemplos de normas Las siguientes son algunos ejemplos normas usualmente utilizadas:

= Norma 1:

n
1Al = méx )~ as
J -
=1

= Norma 2:

| All2 = HmHéLX1 VxtA'Ax = 01(A)

s Norma Infinito:

n
[Alloo = mﬁxz |aij
j=1
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Aqui notamos o1(A) = v/A1, con \; el mayor valor propio de A'A (que existe y es positivo).

Veamos que || Al = max; Y37 |ag]-

n n n
[Ax o0 = miix| > aijzg] < m?XZ |aijas| < mgxz |aij|
j=1 j=1 j=1

Donde hemos usado en la altima inecuacion que ||x||oc = 1 = méx; |z;| = 1.

Por tanto, sabemos que [|Ax|[lc < mdx; > 7, [aij| con [|x[oc = 1. Ahora bien, debemos ver que
se cumple la igualdad, es decir, probar que la cota se alcanza.

Esto es, Jy € R" tal que |[[Ay||oc = méx; 37 [aij| con [|y[lec = 1.
Sea 49 el indice de la fila en el que se da el méx; 377 [ai;| = -1 |aiy;|, entonces tomando yt =

(s9(aip1), 59(aig2), - - -, 59(aign))’. En tal caso, ||y[lec = 1y ademds [|Ay|loo = max; Y27, |azl.
La cota se alcanza y por lo tanto es el maximo.

Es asi que se concluye que || Ao = médx; 3 °7_; a;;].

Ejercicio 2.3.3. Probar que ||A|2 = 01(A) = /A1, con A1 el mayor valor propio de A'A. Puede
ser de utilidad para completar la demostracién formalizar:

1. ||Ax|3 = (Ax)!(Ax) = xt At Ax.
2. A'A es simétrica y definida positiva (A\; > Ao > -+ > X, > 0).

3. Si v; son los vectores propios tal que |jv;]| = 1, v; L v; Vi # j, x = Y ", a;v;, con
Ixllz =1= 31 0f = 1.

Definicién 2.3.3 (Radio espectral). Sea A una matriz cuadrada A € M, «,(R). Su radio
espectral p estd definido como el maximo de los valores absolutos de sus valores propios.

p(A) =méx|\| Avi=X\Nv; Vi=1,...,n
(2
Proposicion 2.3.3. La norma operador estd acotada inferiormente por su radio espectral:

p(A) < || A]

Demostracion. Sea A valor propio de A tal que |A| = p(A), y v correspondiente vector propio de
norma 1. Entonces:

IA]l = X [Ax|| = [[Av]| = [[Av]] = [A] = p(A). (2.5)
O
Teorema 2.3.4 (Teorema del Radio Espectral). Sea A una matriz cuadrada A € Myxn(R).
Para todo € > 0 existe alguna norma consistente || - || tal que
[Al < p(A) +€

Observacion 2.3.1. El teorema 2.3.4 es equivalente a decir que el radio espectral es el infimo de
todas las normas consistentes de una matriz.
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2.3.3. Nimero de condicién

Definicién 2.3.4 (Numero de condicién de una matriz). Dada una matriz cuadrada A €
M sn(R) decimos que su niimero de condicion k estd dado por la siguiente expresion

k(A) = Al A7
Observacion 2.3.2. k(A) > 1: k(A) = | A[|||A~Y| > |AA~Y| = || Id|| = 1

2.3.4. Analisis de perturbaciones

Debido a los errores de representacion, en vez de resolver un sistema Ax = b estaremos resol-
viendo (A + d4)x = (b + dp). Esto significa que existiran perturbaciones tanto en A como en b,
y la soluciéon hallada se apartara de la original en x + dx. Analizaremos el error relativo de estas
perturbaciones.

Aplicaciéon a estimacion de error (b + dp): Si consideramos un sistema de ecuaciones
lineales y adicionamos solamente un vector de errores dp, al término independiente, obtendremos
una solucién que consistira en la solucién sin error, x con un vector de errores adicionado dx

A(x+6x) =b+dp
dado que suponemos que A es invertible podemos escribir

X+0x=A b+ds)=A"b+ATE
dado que A~!'b = x anulamos el x de ambos lados y aplicamos norma, obteniendo

0]l = [IA™" 8u |l < AT} [I0w

desigualdad que puede ser dividida por la norma de = para obtener

-1
1xll . [1A™ [} 190 |
I ]

multiplicamos y dividimos por [|A]| y obtenemos el ntmero de condici6én en el numerador

8] _ K(A) 15
Il = AT I

por otra parte es simple ver que se cumple

1 < 1
[AI [l — bl
por lo tanto obtenemos
[16x]] 16b]]
< k(A) T==r
x| b
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Aplicacién a estimaciéon de error (A+04): Siahora consideramos una perturbacion en A:

(A+64)(x+0x) =b = (A+054)0x + Ax + 64x = b

ASX 4+ 4(x + 0) = 0 = 0y = —A 154 (x + 6x)

Aplicando normas:

[10x]] [10all

5xl| < | ATY|||6 x| = | 77—
ol < NAT AN + el = | 1 < R(A)

En general el nimero de condicion de A se estima por otro método (si el problema esta mal
condicionado dificilmente pueda conocer A~1).

Ejemplo 2.3.1. Si el error relativo en b es bajo, % = 1073, pero el nimero de condicién es

alto, k(A) = 10°, entonces, la perturbacién a la salida puede llegar a ser grande: |I|i’(‘”H <103, A

Error residual: Sea x* una aproximacién a la solucion de Ax = b, definimos el residuo
r =0b— Ax*.

Nos preguntamos, ;si el residuo es “pequeno”, se cumplird qué el error en la solucién es también
“pequenio”?
Veamos:

r=b—Ax* =Ax - Ax* = A(x—x") =>x—x"=A"'r

Por otra parte:
[[ef] = | AG = x)[| < [|Al]lx — x|

Por lo que combinando ambas ecuaciones:

o < = < A7l
1Al

Por otra parte:
Ax =b = ||b]| < [|A|||x]|

x=A""b=|Ix|| < [|A7Y|b|

Por lo que combinando ambas ecuaciones:

bl -1
< [kl < [[A7[[[b]]
R

Finalmente, juntando todo se llega a:

I S T
< < aA|
[oll TATTA=T] =~ Tix]

1]
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[l

[0

lefl 1 [lx = xl

[lo] k(A) = Il

< k(4)

Mencionamos como conclusiones que si r es pequenio y k(A) es elevado (matriz mal condicionada),
entonces el residuo no da informacion sobre la calidad de la solucion x*.

Por otra parte, si r es pequenio y k(A) es bajo (matriz bien condicionada), entonces el residuo

da informacion sobre la calidad de la solucién x*.

. _|€ 1 . I . 1
Ejemplo 2.3.2. Sea A = [1 1] , v el sistema A [162] = [0} .

—€
1—e 1—e

=1 1
Entonces A~! = [1I5 _6] :

Calculando k(A) usando || - || obtenemos que [|Allee = méax{1 + |¢[,2} v que ||A7}|e =

‘ 2 1|
max{m, ‘17;}

Entonces, para € ~ 1, tenemos que ||Allco 2y |47 oo ~ |13€|.
Asi, k(A) = ﬁ que va a ser muy grande (ya que € ~ 1). AN
. 1,2969 0, 8648 ~ [0,8642
Ejemplo 2.3.3. Sea A = [0,2161 0. 1441] ,y b= [07 1440} .
Supongamos que x* = 0,9911
PORGAMOS que x- =1 _o 4870] -
. [-1078 0
Entonces r = b — Ax™* = [ 10-8 } ~ [0] .

Sin embargo la solucién real es x = B] .

En este caso lo que ocurre es que k(A) ~ 3,3 x 102, por lo que 3,35 x 10717 < el < 3,78. A

(1]

2.4. Meétodos indirectos

Los métodos indirectos como mencionamos al inicio del capitulo se basan en aproximar sucesi-
vamente la solucién a un sistema. Ya tenemos una nocién de cercania de acuerdo a lo trabajado
en la seccién anterior, por lo que tenemos los ingredientes para establecer si una sucesion es
convergente o no.

2.4.1. Meétodo de Jacobi

Consideremos un sistema Ax = b, con A € M,,»,,(R) invertible, x, b € R™:

aip a2 ... A1n I b1

asr a2 ... Qa2n, xI9 bQ
A= . . . =

anl an2 .- Gunl| |Zn by,
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Sabemos que para la solucién real se cumple: b; = ijl a;j;.

n
bi = ayzi + ) _j=1 a5z = b;
J#i
) b= aiizs )
De donde, asumiendo a; # 0: x; = W Vi=1,...,n.
17

Esta igualdad no tiene sentido, ya que requiere conocer el vector x para hallar el vector x.

Sin embargo podemos generar un método iterativo de la forma:

bi_z‘?zl aijm;?
xf“z# Vi=1,...,n
al’L
. 0
(Jacobi): y
x? punto inicial xV=|:
zh

Este método se llama Método de Jacobi y el punto x" es el punto inicial. Ahora bien, podriamos
preguntarnos jserd que esta sucesion asi definida converge a la solucién del sistema Ax = b?
Veremos mas adelante que, efectivamente, si se cumplen ciertas condiciones sobre la matriz A el
método converge. Estudiaremos también como se debe elegir el punto x°, si es necesario que esté
en alguna region particular, cudl es la velocidad de convergencia del método, etc.

Antes de continuar observemos otra forma de escribir la iteracion del método:
.\ ek
LR _ ok bi — 3 i aij;

; x; + Vi=1,...,n
Qi

Implementacion de Jacobi:

Algoritmo 2 Pseudo-c6digo: Jacobi

Sea A una matriz con entradas A; j = a(i,j), y vectores b y x°
k=1
error = inf
while error > tolerancia & k < mazx_iteraciones do
fori=1—ndo . .
2 = g Bkt
end for
error = norm(xFt1 — xF)
k=k+1
end while

Los valores de tolerancia del error y maximo de iteraciones se determinaran de acuerdo a la
experiencia del usuario y requerimientos del problema.

2.4.2. Método de Gauss-Seidel (GS)

El método de Gauss-Seidel introduce una variante del método anterior. Para ello, es importante
observar que el método de Jacobi, requiere conocer completamente el vector x* para calcular
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x#+1.Sin embargo, las entradas del vector x*! se van calculando una a una, y podrian utilizarse

para para calcular la entrada siguiente, en lugar de utilizar las del vector anterior. Es decir, para
calcular xkﬂ se precisan x’f, xlg, e ,CL‘?fl, xfﬂ, ..., z*. Pero las primeras :c]fH, xé“, .. k+11 ya
estan calculadas. Por tanto, el método de Gauss-Seidel hace uso de esa informacién y en general

veremos que se mejora el método.

Explicitamente, la iteracién queda expresada:

+1_s~n -k
xf“ b o) =i+l Vi=1,...,n
a’L’L

0

. x

(Gauss — Seidel): !

xY punto inicial x0=|:

)

Observacion 2.4.1. Nuevamente debemos pedir a;; # 0.

Ejercicio 2.4.1. Modificar el cédigo de Jacobi para implementar Gauss-Seidel.

2.4.3. Expresion Matricial de Jacobi y Gauss-Seidel

Dado un sistema de ecuaciones lineales

N —F
Ax = Db, A= D
N

aplicamos la descomposicién de la matriz A en sus componentes triangular inferior —F, diagonal
D y triangular superior —F'.

Veamos cémo es posible escribir los métodos vistos hasta el momento en forma matricial.

Jacobi:

A=D-E-F =  Dx=(E+F)x+b

xt) = DY E + F)x® + D~'b
lo podemos escribir como

{ xk+H) = Q@ ;x*) 41, (E+F)

Gauss-Seidel:

A=D-E-F = (D-E)x=Fx+b

x5 = (D - E)y'Fx® + (D - E)"'b
lo podemos escribir como

x5 ) = Qasx® +res  Qgs = (D —E)"'F
x(0) = X0 rgs = (D - E)_l b
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2.4.4. Meétodo Iterativo Matricial

Los métodos indirectos para resolver sistemas lineales son iterativos. Por lo tanto resulta util
expresar las operaciones que realizan de forma x*+1) = g(x(k)). Dado que x*) es un vector en
el caso general, se trabaja con matrices, quedando expresado de la siguiente forma:

(M) - xFD) — ox®) +r  xK eR" k=0,1,...
x(0) = x, Q € Myuxn(R), r e R?

En general, dado el sistema Ax = b, elegimos una matriz M € M,,x,(R) invertible y planteamos:

Ax=b & Mx=(M—-A)x+b

En los métodos iterativos se escoge una matriz M relacionada con A (observar Jacobi y G-S) y
se genera una sucesion de vectores {x(k)}kzo a partir de la ecuacion

Mx®D = (M — A)x®) 4 p
Si {x(k)}kzo resulta convergente, la convergencia serd hacia la soluciéon de Ax = b. Veremos que
muchas veces es posible elegir un x(©) inicial arbitrario (cualquiera).

Por tanto, si escribimos el sistema como Mx*+1) = (M — A)x(*) 4 b, 1a iteracion estacionaria
sera:

x(k+t) = Qx®) 4 p Q=M1YM-A)
X(O):XQ r=M"1b

Observacion 2.4.2. Es una iteracién estacionaria porque tanto () como r no dependen del paso k,
y es de orden 1 porque x (k1) depende solamente del valor anterior x(¥) (y no de pasos anteriores).
Observacion 2.4.3. limpg_0o MxFTD) = 1imy,_,oo (M — A)x®) +b. Si limy_, o0 x¥T1) = x* tenemos
que: limy_yoo MxFHD) = Mx* = (M — A)x* + b = limy_,oo (M — A)x*) 4 b,

Definicion 2.4.1 (Punto Fijo). Dado un método iterativo matricial (M). Diremos que x* es un
punto fijo del mismo si y solo si
x"=Qx*+r

En este caso decimos que el método iterativo es consistente.
Lema 2.4.1. Dada una matriz cuadrada A € My xn(R)

lim A* =0 < p4)<1

k—o0

Observacion 2.4.4. Notamoms que aqui 0 representa la matriz nula.

Demostracion. (=) Por absurdo supongamos que p(A) > 1, entonces existe A\ valor propio de A
tal que |A\| > 1y Av = Av, con v vector propio asociado a A.

[A% ] k Ak
=AY —— 400 = lim A" #0
k—o0

= a4k > P =
llv]] k—+o0
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(<) Como p(A) < 1, entonces existe ¢ > 0 tal que p(4) < 1 — ¢ y ademés existe una norma
inducida || - || que cumple ||Al|: < p(A) +& < 1. Ahora, ||A¥|| < ||A||¥ < 1 y entonces || A*| est4
acotada por ||A||* que tiende a cero con k. Asf limg_,o, A¥ = 0. O

Observacion 2.4.5. Hay métodos eficientes para estimar el radio espectral.

k) _

Denotaremos al vector de error en el paso k-ésimo como e*) = x( x*.

Proposicion 2.4.2. 1imy, x*) = x* sii limy, ¢®) = 0 sii limy, |e®)|| = 0

X(k+1) = Qx(k) + T

<) ¢ gn es convergente sii p(Q) < 1.

Teorema 2.4.3. La iteracién estacionaria {

Demostracion. Sea la solucion del sistema x* € R tal que x* = Qx* +r y e = x*) — x* ¢l
error en el paso k. Utilizando que x* es punto fijo de la iteracién tenemos que:

e+ — x(bH) _ xx — Qx®) 41 — (Qx* 4 1) = Q(x™) —x*) = Qe®.

Luego, por induccién en los naturales tenemos que e() = Q*e(), Vamos ahora a probar el directo
y el reciproco en partes:

(=) Supongamos por absurdo que p(Q) > 1. En tal caso, existe un valor propio A de Q, con
|A| > 1, y un vector propio v # 0 tal que Qu = Av. Elijamos x(9) de modo que e(® = v.
Esto es posible tomando x(© = x* + ¢(®). Por lo anteriormente observado, tenemos que:

e(k) _ Qk’e(ﬂ) _ ka _ Ak'U?

y tomando normas, tenemos que [e®|| = |A|¥|lv||. Tomando limites en ambos miembros,
se consigue que limy, [|e®)|| # 0, pues |A| > 1y ||v]| # 0. Esto es decir que el error no
tiende al vector nulo, o equivalentemente, que la sucesion {xk}keN no converge a x*, en
contradiccién con la hipotesis.

(<) Por el Teorema del Radio Espectral, el radio espectral es el infimo de las normas operadores.

Sea ¢ igual a la mitad de la distancia entre p(Q) y 1, es decir, € = PPT@). Por definiciéon

de infimo, existe una norma operador | - || tal que ||Q||: — p(Q) < e. Pero entonces:

2p(Q)+ (1 —p(Q)) _ 1+p(Q)

<1.
2 2

1@l < p(Q) +¢ =

Hemos conseguido asi una norma || - || compatible con una vectorial tal que ||Q]. < 1.
Como e®) = QFe(® | tomando normas en cada miembro tenemos que:

le®l = 1% < (IQll)* ™1,

y tomando limite con k tenemos que 0 < lfimy, ||| < (||Ql-)*]|e? || = 0. La tnica opcion
valida es que limy He(k)H = 0, y por la primera propiedad de una norma tenemos que la
sucesion de vectores {e*)},.cn converge al vector nulo. Esto significa que {x*)},.cy converge
ax*.
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Observacion 2.4.6. Recalcamos que esto significa que x*) converge independientemente del dato
inicial x(©.

Podemos ver como corolario que si en alguna norma ||Q|| < 1 = p(Q) < ||Q]| < 1, la iteracion es
convergente.

FEl teorema anterior es de gran utilidad ya que permite establecer si un método serd convergente
o no dependiendo de la matriz (), para cualquier método que pueda escribirse como una ecuacién
estacionaria. Sin embargo debemos encontrar la matriz ) asociada al sistema Ax = b. A conti-
nuacioén veremos algunos criterios para determinar la convergencia a partir de caracteristicas de
la matriz A.

Definicion 2.4.2 (Matriz diagonal dominante). Sea A una matriz n x n, decimos que es diagonal
dominante por filas si y solo si

n

Z |ai;| < lail i=1,...,n

J=Llj#i
Proposicion 2.4.4 (Convergencia de Jacobi). A es diagonal dominante por filas (o por colum-

nas) = la sucesion generada por Jacobi converge.

Demostracion. Caso filas:

n n

Z laij| < |ai| = Z ‘a”‘ <1=|QJllcc < 1= Jacobi converge
=Ly jorapi il
Caso columnas: Ejercicio. O

Proposicion 2.4.5 (Convergencia de Gauss-Seidel). A es diagonal dominante por filas (o por
columnas) = la sucesion generada por Gauss-Seidel converge.

Observacion 2.4.7. Las proposiciones anteriores indican que si la matriz A es estrictamente
diagonal dominante por filas (o por columnas), entonces tanto Jacobi como Gauss-Seidel son
convergentes, para toda condicién inicial xg. Esto es una condicién suficiente. Es decir que el
método podria ser convergente aunque A no sea estrictamente diagonal dominante.

3 -1
L g

B que asegure convergencia de Jacobi y Gauss-Seidel.

Ejercicio 2.4.2. Se considera A = . Sin calcular p(Q), indicar un rango de valores de

Observacion 2.4.8.

= Para matrices esparsas, los métodos iterativos permiten encontrar la solucién en forma
rapida y eficiente.

= No se usan para matrices mal condicionadas.
= Hay variantes para acelerar la convergencia.
= Tipicamente Gauss-Seidel es més rapido que Jacobi.

= Fl radio espectral determina la velocidad de convergencia.
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Velocidad de convergencia de MIG

x(k'l'l) e Qx(k) _|_ T

< = x con x(®).r € R, Q € Muxn(R).

Dado un método iterativo, de la forma {
Sean {A1,...,A,} los valores propios de () que asumiremos reales y satisfaciendo la relacion:
p(Q) = M| > | A2 > -+ > |An=1] > |An| = 0. Sean {v1,...,v,} los vectores propios de @
asociados a dichos valores propios. Entonces, si

ek+l) — (k+1) _ yx |eE+D)| Q)
p(Q) <1 [e®] *ooo P
e(®) es el error en la aproximacion en el paso k-ésimo.

0) — > i, a;v;, sabemos que el error en el k-ésimo paso satisface ek) = QFkel0),

ZQ ;0 = Z( ) ;U5 = )\1 101 +Z CMZ”UZ,

=1

Supongamos que el
Con lo cual:

de la misma manera tenemos que:

(k+1) _ ()\l)k-i-lalvl + Z k+1 ;.
=2

A “+1
(k+1) [(A)FFagvr+(A)F 300, (S Lt i
‘ le™ D0 gy )
Entonces: limg_, 1o e = limg 400 =

k
[)Faron+(n)k T, (gl

_ g N g

= |\
koo |[(A)Faqor]| Ml

Ejemplo 2.4.1. Si p(Q1) = 0,4y p(Q2) = 0,75 el método convergera mas rapido para Q1. A

. 2 -1
Ejemplo 2.4.2. Calcular y comparar los valores de p(Qy) v p(Qas) para A = ( 1 9 ) .
En primer lugar, sabemos que ambos métodos son convergentes por ser la matriz A diagonal
dominante.

Q = M~Y(M — A). Denotando A = D — E — F, donde —F es la matriz subdiagonal inferior y
—F es la matriz por encima de la diagonal D; en Jacobi se tiene: Q; = D™Y(E + F) (se toma
M = D). En Gauss-Seidel se tiene: Qgs = (D — E)~Y(F) (se toma M = D — E).

1
2 >, y sus valores propios son 1/2 y —1/2 con lo cual p(Qy) = 5

Tendremos que: Q5 = ( 0

= O

0

Ademas Qggs = < 0

>, y sus valores propios son 0 y 1/4 con lo cual p(Qgs) = 7

NN

Gauss-Seidel convergeré el doble de rapido que Jacobi en este caso. A
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Condiciéon de parada de MIG

Nos preguntamos a continuacién cémo saber cudndo detener la iteracién, ya que no conocemos
el valor real de la solucion, es decir, no podemos imponer [e®)|| = [|x*) — x*|| < e. Podriamos
imponer [|x*+1D —x®)|| < ¢, pero qué relacion tendria esto con la condiciéon usando la solucion
verdadera:

X(k—i—l) Xt = Q(X(k) _ X*)
_ _Q(X(kJrl) _ X(k’)) + Q(x(kJrl) - X*)

I — x| < QU = x|+ QI (D — x|

I =11 = QI < QINI* Y = x M)

(k+1)

19l (k+1) _ (k)
e HQHH(X x|

I

Es asi que como deciamos, imponiendo ||x*+1) — x(*)|| < ¢ obtendriamos una cota para el error

en el paso k + 1 que estad relacionado con la diferencia entre los valores calculados en pasos

| < el
“1-jel”

anteriores:

HX (k+1)

Como caso particular, si |Q| < %, entonces % < 1, por lo que para alcanzar una cota de

error ¢ alcanza que [|xF+1) — xF)|| ~ ¢.

2.5. Meétodos de Sobrerrelajacion

Las técnicas de sobrerrelajacién para resoluciéon de sistemas lineales usando métodos iterativos
tienen el cometido es lograr convergencia partiendo de métodos iterativos que no resultan con-
vergentes, o acelerar la velocidad de convergencia de los que si son convergentes. Para ello, se
realiza una especie relajacién convexa entre los puntos hallados en los pasos k y el punto k& + 1
hallado por el método elegido:

El valor de w se escoge optimizando la velocidad de convergencia.
Observacion 2.5.1. Si w > 1 se llama sobrerrelajacion (aceleran convergencia de Jacobi y G-S).

Si w < 1 se llama subrelajacion (Jacobi y G-S no convergen).
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2.5.1. Sobrerrelajacién de Jacobi

La iteracién queda:

1 ..
Qi

n
w .
Pl = 2 b — E az-ja:? +(1-w)zd Vi=1,...,n
=1
J#i
Y la matriz de iteracion:

Q=wQ;+(1—-w)ld

Ejemplo 2.5.1. El método de Jacobi no converge para un sistema Az = b con matriz:
1 -6
A= ( L > |

Esto puede deducirse ya que aunque en este caso la matriz A no es diagonal dominante, se puede
utilizar el criterio de p(Q). La matriz de iteracion es:

(0 6
@=(% )

Sus valores propios son A = £2i. Por lo tanto p(Qs) =2 > 1 y se concluye que el método no es
convergente.

y vector b= (1,0)%.

Sin embargo, consideremos la relajacion del método de Jacobi donde @ = w@; + (1 —w)Id es la
nueva matriz de iteracion. Analicemos si existe w > 0 que garantice convergencia de este método
para el sistema lineal anterior. Ahora:

1—w 6w
o= (%)

Sus valores propios son A = (1 — w) + 2iw. Busquemos w > 0 para que ambos valores propios
tengan magnitud inferior a 1. Tenemos que [A? = (1 — w)? + 4w? = 5w? —2w+1 < 1, 0
equivalentemente, 5w? — 2w < 0. Usando que w > 0 y factorizando, tenemos que si w € (0,2/5)
se asegura convergencia. Conseguimos asi relajar el método de Jacobi en un caso que no era
convergente y traducirlo a otro método que si es convergente. AN

2.5.2. Sobrerrelajacién sucesiva

El método SOR. (por Successive Over-Relazation) es la aplicacion a Gauss-Seidel de una relajacion
anidloga a la realizada en la seccién anterior.
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La iteracién queda:

n

i—1

k+1 _ W k+1 k ko

zit = — bi—g aijxj+ - E aijzy | + (1 —w)zi Vi
“ j=1 j=i+1

Se toma M = 1D —F, we (1,2) (w=1es GS).

Ejemplo 2.5.2.

2 2 2 2.0 0
A=|-3 3 5 |=M=|-3 2 0
-2 4 -2 -2 4 22

Observacion 2.5.2.

» El w 6ptimo es aquel que minimiza p(QsoR)-

Wopt = ImMin
opt we(1,2) p(QSOR)

» En general p(Qgsor) es no lineal en w.

I
[t
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Capitulo 3

Ecuaciones no lineales

3.1. Ecuaciones no lineales en R

Consideramos f : R — R funcién no lineal, queremos encontrar una raiz de f. O sea, z* € R tal
que f(z*)=0.

Si existe y conocemos la funcién inversa de f, la podemos aplicar a la ecuacion no lineal y obtener
la raiz:

En general no hay manera de hallar la inversa, o es muy costoso. Por lo que buscamos una
aproximacién de la solucién mediante algiin método numeérico.

3.1.1. Meétodos de punto fijo

Tenemos f(z*) =0, f: R > R.

Supongamos que existe y conozco g : R — R tal que:
fle) =2z —g(x) Vz €R

entonces
f(*) =0 <= 2" —g(2") =0 <= z" = g(a¥)

Genero el método iterativo que tiene a x* como punto fijo:

{$k+1 = g(xk)

0 €R
con xg cercano a la raiz x*.

Ejemplo 3.1.1. Estudiaremos el comportamiento de los métodos iterativos para la funcion
f(z) =log(z?) — x/2. La solucién mas proxima a cero es: v* = 1,4296....
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"
xxu t t t X
Zo

Figura 3.1: Primer método de punto fijo para la ecuacion log(z?) = z/2

)

Figura 3.2: Segundo método de punto fijo para la ecuacién log(z?) = /2

log(z?) — /2 =0 <= 2log(z?) =2

tomamos g1(z) = 2log(z?) y obtenemos el método de punto fijo, que no converge, como se
ve en la Figura 3.1:

rrp = 2log(x})
ZTo = 1,5

x

2 z z
:62{:,>$:+ €2

log(z?) —2/2 =0 <= 2log(z?) =2 <= =z
tomamos ahora la funcién go(z) = Ve2 y obtenemos el método:

{karl = Verr/?

X0 == 1,5
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Como se puede ver en la Figura 3.2, |¢/(z*)| < 1, z* es aproximadamente 1,4296, y se
observa también que el método converge.

Profundizaremos sobre estos métodos en la Seccién 3.2.

3.1.2. Método de Biparticiéon (o Biseccion)

Antes de comentar el método recordemos el teorema de Bolzano:

Teorema 3.1.1 (Teorema de Bolzano). Sea f : [a,b] — R funcidn continua tal que f(a)-f(b) <0
entonces existe ©* € [a,b] tal que f(z*) = 0.

El teorema nos da una idea para un algoritmo, supongamos que f es continua en un intervalo
Iy = [ao, bo] tal que f(ap) - f(by) < 0, esto significa que en los extremos del intervalo la funcién
tiene distinto signo, por lo que debe haber una raiz de f en Ip. Recursivamente generamos sub
intervalos de Iy tomando su punto medio en cada iteracién que llamaremos my, tales que estén
en la hipoétesis del teorema de Bolzano y por lo tanto contienen siempre una raiz.

Algoritmo 3 Algoritmo de Biparticién
Sea f funcion continua en Iy = [ag, bol, tal que f(ap) - f(bp) < 0y N una cantidad méaxima de
iteraciones a realizar.
for k=0— N do
my < (ak + bx)/2
if f(my) =0 then
return m;
else if f(my) - f(ar) > 0 then
Iit1 = [aks1, bug1] < [ma, bi]
else {f(my) - f(ar) < 0}
Iiv1 = kg1, beg1] < [ag, ma]
end if
end for

Observacion 3.1.1. Para el algoritmo anterior:

by, — bp_1 — ap— bo —
2" — myg| < |maz_error(k)| = £k = k=1 Okl 20— 40

5 » g k>0,

Por lo que limy, |[z* — my| < 0y asi:
limmy, = z*
k
y para un k grande, my es una buena aproximaciéon de x*.

Observacion 3.1.2. Si la funcion no es continua, el método puede converger a un punto de
discontinuidad. (ej: piense en la funciéon como en la Figura 3.3).
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A

Figura 3.3: Ejemplo biparticién en funcién discontinua

Ejercicio 3.1.1.

» Sea x* € [a,b] raiz de f, hallar la cantidad de iteraciones k necesarias para que el error
usando el método de biparticién sea menor o igual que 107",

= Si[a,b] = [1,2] y el error debe ser menor a 10~°, determine k.
= ; Puede deducir cudntas iteraciones se requieren para ganar un digito decimal de precision?

Definicion 3.1.1 (Orden y velocidad de convergencia). Sea {zj}reny C R™ una sucesion conver-
gente a o € R™. Sean p > 0y 8 > 0 tales que:

i 1Frr =l _ g
k—oo |lxg — P

Decimos que

= p es el orden de convergencia de la sucesion.

= [ es la velocidad de convergencia.

= Si p =1 decimos que la sucesion tiene convergencia lineal.

= Si p > 1 decimos que la sucesiéon tiene convergencia supralineal.

= Si p =2 decimos que la sucesién tiene convergencia cuadrética, etc.

Ejemplo 3.1.2.

1. Sea la sucesién aj, = 2% Tiene convergencia lineal a 0, con velocidad 1/2.
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2. bp=1,b1=1,by = %, by = %, by = %, vy b = m. La sucesion by converge a 0, pero
no entra dentro de la definicidn.

3. ¢ = 2#, tiene convergencia cuadratica y velocidad 1.

A

Observacion 3.1.3. Se demuestra que cuanto mayor es p mas rapido converge la sucesion y cuanto
menor es 8 mas rapido converge la sucesion.

Observamos que para el método de biseccién tenemos que en cada paso el méximo error se divide
por dos y:

*
— 1
i E =l L
ko|xt —mg_q| — 2

por lo que el método tiene convergencia lineal y velocidad a lo sumo 1/2.

3.1.3. Meétodo de Newton-Raphson

Supongamos ahora que la funcién con la que estamos trabajando es diferenciable. Veamos la
deduccién geométrica del método de Newton-Raphson.

Y

//f(ff)

/

*

7
Tp+1 Tk
/

Figura 3.4: Método de Newton-Raphson

Dado zj € R, hallamos la recta tangente a f en xi y el punto de corte con el eje z, es zp41. La
recta tangente a f en xj es

roy = fley) = flap)(@ — )
si imponemos y = 0, se obtiene x = xj — ]{,((Z’;)). Con lo que llegamos al método de Newton-
Raphson:

o f(zw)
(N-R): {m"f“ =R T ()
zo € R

que se puede ver en la Figura 3.4.
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Ejemplo 3.1.3. Sea f(z) = 2 — 2, una de las raices de esta funcién es z* = v/2. Si aplicamos
Newton-Raphson a f, con punto inicial 1, obtenemos la siguiente iteracion:

. :ci—2
Lh+1 = Tk — 275

ro =1

Fn la siguiente tabla vemos los valores de la iteracion para ciertos k y sus respectivos errores.

k Tk orden del error
0 1 -1

1 3/2=15 -2

2 17/2 ~ 1,41117 -3

3 577/408 ~ 1,41421 -6

4 | 665857/470832 ~ 1,41421 | -12

5 - -25

6 - -49

A

Veamos una teorema que nos garantiza la convergencia del método de Newton-Raphson bajo
ciertas hipotesis.

Teorema 3.1.2. Sea f : I — R funciéon con derivada sequnda continua, tal que f(z*) = 0,
f(x*) # 0y f'(x*) # 0. Entonces la sucesion generada por Newton-Raphson converge a x*

, stempre que xg se elija suficientemente proximo a x*.

cuadraticamente y con velocidad ‘%

Demostracion.

= Postergaremos la demostracién de la convergencia para més adelante, una vez hayamos
desarrollado més la teoria. En particular, obtendremos este resultado como aplicacién del
Corolario 3.2.4. Ver Proposicion 3.2.5.

= Veamos el orden y velocidad de convergencia:
Hallamos el desarrollo de Taylor de f en un entorno de xj y evaluando en x*, obtenemos

f"(&k)

> (z* — k)2, & € (z*,z)

0= f(z") = f(og) + f'(zp)(x" —xp) +

por lo que, dividiendo entre f/(zy)

(x* — 1), & € (z*,z)

gy = o — (xk B f(m)) _ ()
" F(@r) 2f/(wr)

2" — gl | (&)

2% — xp |2 2f"(xy) |’ S € (27, a)
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finalmente, tomando limite

* " 11
koo = k| 2f(xk) | [2f(2%)
va que limy f” (&) = f"(«*), Umy f'(zx) = f'(2*) por continuidad de f” y f', y limy & =

T*.

Se deja como ejercicio probar:

» Si f/(2*) =0 el orden es 1.

» Si f/(z*)#0y f"(2*) =0 el orden es mayor o igual a 3.

3.1.4. Meétodo de la secante

El método de la secante es una modificaciéon del método de Newton-Raphson, en vez de hallar
la recta tangente a un punto, aproximamos la misma por una recta secante. Ver Figura 3.5.

Y

| R
Th—1 T * Lh+1

Figura 3.5: Método de la secante

Geométricamente, dados dos puntos de aproximacién xy_1, Tk, se halla la interseccién de la recta
que pasa por los puntos (zx—1, f(zk—1)) ¥ (zk, f(zk)) con el eje x.

La ecuacion de la recta es:

f(zr) — fzp—1)

T — Tk—1

riy— flzg) = (x — )

cuya interseccion con el eje x es: x = zj — %ﬂxk)
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Obtenemos asi el método de la secante:

Thil = Tk = e ()
xo,r1 € R

Observacion 3.1.4.

= Kl método de la secante genera una sucesién de orden 2, es decir, que para el calculo de
Zp1 que requieren los valores de dos pasos anteriores (zy y Tp_1)-

» Reescribiendo el método:

f(xk)

Thtl = kT ) fax 1)
Tp—Tg—1
Si xp &~ xp_1 =, es posible pensarlo como una variaciéon del método de N-R, aproximando
la derivada por medio de diferencias finitas, y esto es especialmente 1til cuando el costo
computacional de derivar la funcién es elevado. Por tanto, si bien el orden de convergencia
es menor que el de Newton, al considerar el costo de evaluar f’(x) puede resultar ventajoso

usar la secante.

= No se asegura convergencia si los valores iniciales son demasiado lejanos o la raiz no es
simple.

Vemos ahora un teorema sobre la convergencia del método de la secante, que no demostraremos.

Teorema 3.1.3. Sea f : I — R funcion con derivada sequnda continua, tal que f(z*) = 0,
f(x*) # 0. Entonces la sucesion generada por el método de la secante converge a x* siempre
que xo se elija suficientemente prozimo a x* y en ese caso la convergencia es supralineal con

p="5~1618.
1+V5
2

Observacion 3.1.5. Destacamos como curiosidad que p = es la razon aurea.

3.1.5. Método de la regla falsa (o falsa posicién)

El método de la Regla Falsa (o Falsa posicion) requiere que la funcion f sea continua y requiere
dos puntos iniciales a y b tal que sus valores funcionales son de distinto signo.

Es similar al de la secante o al de biparticion en el sentido de que el intervalo [a,,b,] se va
actualizando.

El procedimiento es el siguiente (ver Figura 3.6):

Se toma la cuerda dada por los puntos (a, f(a)) y (b, f(b)). Se intersecta con el eje z, es decir,
que se hace y = 0 para obtener el punto z1. Se genera un nuevo segmento [a, b], sustituyendo o a
o b por x1 segin sea el signo de f(z1) de forma que siempre f(a) y f(b) tengan signos opuestos.

Es decir:
Cuerda (a, f(a)) — (b, f(b)):

m = L0=Sta)
y=mr+d o e b
- a—b
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Tk Lr+1 a* Tp—1

Haciendo y = 0:

Si f(a)f(z1) < 0= Repetimos en [a,x1]
f(z1)f(b) < 0= Repetimos en [z1, b

A diferencia del método de la secante, en que se deberia utilizar la cuerda formada por z; v g1
para construir el siguiente punto, en el método de la falsa regla debemos utilizar siempre puntos
tal que sus valores funcionales sean de distinto signo. Por lo que, si tomamos como ejemplo
la Figura 3.6, como xp y 241 toman valores funcionales negativos, debemos buscar un punto
anterior de la sucesién cuyo valor funcional sea positivo. En el ejemplo, utilizamos 41 con xx—1
y con ellos construimos la cuerda que generara el punto xyo

Observacion 3.1.6.
» El método es siempre convergente (para funciones continuas).
= Sin embargo es de orden 1.

= Es aconsejable su uso mientras se esta lejos de la raiz pero conviene cambiar a otro cerca

de ella.

= Pese a ser similar al método de la secante, es més complejo, tiene menor orden, pero es
globalmente convergente.

Ejercicio 3.1.2. Sea la funcion f(z) =22 — 1; 21 = 1,5; 2 = 0, 2.

» Hallar z3 y x4 usando los 4 métodos vistos.

= Determinar si todos ellos convergen.
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» Fundamentar cual es el més conveniente.

= Varfa de algiin modo lo anterior si en lugar de zo = 0,2 se toma x5 = —0, 2.

Para concluir remarcamos que existe toda una galeria de métodos aplicables a funciones. Aqui
solamente se han presentado las méas generales y/o sencillas.

3.2. Meétodos Iterativos Generales

Sea g : R — R funcioén, y el método:

(M){ Ty = g(xr)

o € R
que genera una sucesion {zx }rez.
Ejemplo 3.2.1. En N-R, g(z) =z — ]{c,((“?). A
Definicion 3.2.1. Decimos que a € R es punto fijo de (M) si g(a) = a.

Observacion 3.2.1. Si a € R es punto fijo de g(x), entonces es raiz de f(z) = g(z) — =.
Ejercicio 3.2.1. Hallar los puntos fijos de g(z) = 2 — 2.

Definicién 3.2.2. La funcién g es contractiva en I C R si existe 0 < m < 1 tal que

lg(z) —g(y)| <m- |z —yl

para todos =,y € I.

Ejemplo 3.2.2. La funcién 22 no es contractiva en R pues tomando 2 = 3, y = 2, no es posible

hallar m < 1 que verifique la definicién.

Sin embargo, si lo es en el intervalo (—1,1):
e — = |z 4+ y||lTr — como |r + y| < 5, basta tomar m = 5.
2% —y?| = |z +yllz —y| v |z +y| < 5, b : A

Ejercicio 3.2.2. Dar otro ejemplo de una funcién contractiva en algin intervalo y probarlo.

Observacion 3.2.2.

s Toda contracciéon es continua.

= Mas atn, toda contraccion es Lipschitz (con constante de Lipschitz m), y por tanto, uni-
formemente continua.

Teorema 3.2.1 (Punto Fijo). Si X es un espacio métrico completo y ¢ : X — X una m-
contraccion con m < 1, entonces la sucesion {zy}ren tal que xr11 = @(xy) converge al punto
figo de p, que ademds es unico. El resultado no depende del elemento inicial xog € X.

Demostracion. Vamos a probar el Teorema 3.2.1 en cuatro etapas:
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i Toda m-contraccion es continua: sea f : X — X una m-contraccion y {zy }ren una sucesion
en X tal que zy — x. Basta ver que f(xp) — f(x). Efectivamente, como el espacio admite
una meétrica d tenemos que d(f(xg), f(x)) < md(xg,x) — 0. En particular, tenemos por
hipétesis que ¢ es continua.

ii Probemos ahora que la sucesion {zy}ren es de Cauchy. Sea € > 0 arbitrario. Veamos que
existe ko tal que si I > k > ko entonces d(x;,x) < e. Por definicion de la sucesiéon y la
desigualdad triangular de una métrica, tenemos que:

I—k—1
d(z1, ) = d(pW (o), ¢ < N A" (o), o'V (o))
1=0
l—k—1 -1 A ml —mk
< Y m T (@, 1) = d(we, 1) Y m! = d(zo, 1)~ ———
=0 j=k me
k
= d(z9,x1) m (1-m%) <e
) 1 —-m )

eligiendo [ > k suficientemente grande. Luego, {xy }ren es de Cauchy. Como X es completo,
converge a cierto elemento « perteneciente al espacio X: limg x = o € X.

iii Veamos ahora « es ademés punto fijo de ¢, es decir que p(a) = a. De hecho, por continuidad
de ¢ tenemos que:

pla) = p(limzy) = limp(zy) = lim g = o

iv Finalmente, probemos la unicidad del punto fijo: si § = ¢(/3), entonces:

d(ev, B) = d(p(e), p(B)) < md(e, B),

0 equivalentemente:
d(o, B)(1 —m) <0.

Como 1 —m > 0y d(a, ) > 0, la tnica posibilidad es que d(a, 3) = 0, y como d es una
métrica entonces a = f3.

Hemos probado asi que en un espacio métrico completo X, la reiterada aplicaciéon de una m-
contraccién a un punto inicial cualquiera zo € X genera una sucesién que converge siempre al
unico punto fijo a de la contraccion, siempre que m < 1. O

Teorema 3.2.2 (Convergencia). Supongamos que existe o punto fijo de (M) y § > 0 tal que g
es contractiva en By s con constante m. Luego, para todo xo € B, s se cumple:

1. x € Ba,(g Vk € N.
2. limg zp, = a.

3. « es el dnico punto fijo de (M) en By s.

Demostracion.

Version en revision. Por errores o dudas dirigirse al foro de sugerencias del sitio EVA del curso.



3.2. METODOS ITERATIVOS GENERALES 60

1. Hacemos induccién en k, sabemos que xg € By 5. Si 2 € By s
@ — x| = |g(a) —g(@p)| <m-Ja -z <1-0=46

Y Try1 € Bas.

2. Sabemos que |a — x| < m - o —zp_1| <m?-|a—zp_o| < - <mF - |a — 20| por lo que
limy, |a — 23| < limy m* - |o — 20| = 0, ya que m < 1. Concluimos que limy, 2, = o

3. Supongo que existe § € By s otro punto fijo de (M), vemos que
la =B =|g(a) —g(B) <m - |a— B <|a— B

que es absurdo salvo que a = .

O

Lema 3.2.3. Si g es derivable en un entorno de o y |¢g'(x)| < m, conm < 1, para todo x € B, 5
entonces g es contractiva en B ;.

Demostracion. Sean x,y € B, 5, por el teorema del valor medio, existe £ € (z,y) tal que |g(x) —
gy)| =19 | —y|. Y como |¢'(£)| < m queda demostrado el lema. O

Veamos una consecuencia directa del lema anterior.

Corolario 3.2.4. Si a es punto fijo de (M), g € C' y |¢’(z)] < m < 1 para todo x € B, s con
0 > 0, entonces:

1. x € B, s para todo k € N.
2. limg 1, = .
3. « es el dnico punto fijo de (M) en Bys.

Ejemplo 3.2.3. Volvamos al ejemplo 3.1.1, tenemos la ecuacién

log (.ZCQ) — g =0

con solucién aproximada z* &~ 1,4296.

En el primer método iterativo usdbamos la funcién gi(z) = 2log (z?). Vemos que |¢}(z*)] =
4/x* ~ 2,79796 > 1, por lo cual el método no converge.

En el segundo método iterativo usamos la funcién go(z) = Ve®/4, con |gh(z*)| ~ 0,35740 < 1
por lo que vemos que el método converge. A

Proposicion 3.2.5. La sucesion generada por Newton-Raphson en las hipdtesis del Teore-
ma 3.1.2 converge a x*.
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Demostracion. Si denotamos g(x) = = — Jf,((fc)) entonces el método de Newton-Raphson es un

método de punto fijo con funcién g. Derivando g:

f'(@)f'(x) = f"(@) f(x)

/
z)=1-
g (x) ()2
y vemos que ¢'(z*) = 0. Entonces, z* es un atractor para g, por lo que existe ¢ > 0 tal que si
xo € (" —e,2" + ¢) la sucesion generada por el método converge. O

®) (a .
Teorema 3.2.6. Sig € CP, p € NT. (M) es de orden p y velocidad lo p!( ) si y solo si g (a) =0

parai=1,....p—1y g®(a)#0.

Demostracion. (=) Desarrollamos Taylor a g en a:

=0

7l G) (g () (p)
g(x) :g(a)+zg 2‘( )(x—oz)z+g p!(g)(;v—a)p:oz+g (5)(.’15—01)])

con & € (o, x). Evaluando en xp vemos que xp11 = g(xp) = a + %(a —xp)P, & € (a, xp).
Luego

Th —of _ 9 (&) . \g(”

|z — aff p!

el

ya que limy, ¢ (¢,) = ¢g?)(a) por continuidad.

(«<=) Si el orden de convergencia del método es p, entonces si 0 < i < p vemos que

hm k41 — C:| |[Zk41 — qf 2, — ot =0
|z, — af ko |op — afp
|41 —c

< 0. Veamos ahora por induccion que g ( = 0. Para

( —a),

)
= |¢'(&)|- Y tomando limite probamos que ¢'(a) = 0. Usando

ya que (p—i) > 0y limy T )
i = 1, desarrollamos Taylor a g en « y evaluamos en xj y obtenemos zj11 — a = ¢'(&

S € (ayay). Luego fuzel —
induccién y Taylor se prueba el resto de las igualdades. O

A modo de resumen, para una funciéon f(z) es importante elegir adecuadamente la funcion g(x)
y el valor inicial xq. Si se tienen dos métodos iterativos, seran convergentes si |¢'(z)| < 1 en un
entorno de la raiz x*. El orden de convergencia viene dado por el estudio de la anulaciéon de sus
derivadas, elegimos el que tenga més derivadas nulas en z*. Si ambos métodos tienen derivada
primera no nula, la velocidad es lineal y convendré usar la iteracion en la cual el valor absoluto
de g(x*) es menor.

Ejemplo 3.2.4. Sea f(x) = sin(z) — 2% que tiene raiz z* ~ 0, 87.

Tenemos las siguientes opciones:

cos(x)
24/sin(x)

= g1(z) = /sin(z) = |g(2)] =

< 0,45 en (0,8;0,9). Sirve.
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2z

V1-(22)2 > 2en (0,8;0,9). No sirve.
—\T

+ galo) = aesin(a?) = g5 (0)| |
» g3(z) = sin(z) — 22 + 2 = |g(z)| = |cos(x) — 22 + 1| < 0,18 en (0, 8;0,9). Sirve.

Es asi que tanto g; como gz son métodos convergentes con velocidad lineal. Ahora ¢ (z*) ~ 0, 37
y g5(x*) = 0,10, por lo que convendra usar gs. A

3.2.1. Condiciones de parada

FEntre las condiciones de parada de los métodos iterativos es posible considerar:

1. Parada por namero de iteraciones (k > kpqz). El algoritmo se detiene cuando el namero
de iteraciones llega a una cantidad fijada de antemano. Es adecuado cuando no se conoce
el comportamiento del método para la funciéon f considerada o también en conjuncion con
otras condiciones de parada que pudieran no satisfacerse a lo largo de la recursiéon. La
condicion evita que el algoritmo entre en un ciclo sin fin.

2. Parada por proximidad a la raiz z*. Es adecuada cuando lo que se desea es hallar, con
determinada precision, la raiz z*. Se busca detener el algoritmo cuando el error |z(*) — z*|

(k) _ .
o bien el error relativo %, es menor que cierta tolerancia € > 0 fijada de antemano.

Como no se conoce a priori la raiz a*, se hace la estimacion z*tD ~ 2* con lo que el
método se detiene si:

|z(8) — g(k+1)]

(k) _ p(k+1) i ;
|z x | <e, o bien si Py

<e.

3. Parada por proximidad a la anulaciéon de f. Se utiliza cuando lo que se pretende es ha-
llar valores de las variables que hagan que f(x) sea pequeno. La condiciéon de parada es
|f ()] < &, donde € > 0 es una tolerancia fijada de antemano.

3.3. Sistemas de Ecuaciones no lineales

Consideramos ahora un sistema de n ecuaciones no lineales en n variables, f; : R” — R,

f1($1>'1:2? s 7xn) =0
fg(l’l,l'g, ce ,.%'n) =0
fn(l'lax% . . -;xn) =0
que vectorialmente lo podemos expresar como F(x) =0 con F = (f1, fa,..., fn), F: R" - R"

y X = (x1,%9,...,2,) € R™.
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3.3.1. Meétodos Iterativos en las variables

Podemos definir métodos iterativos para resolver sistemas de ecuaciones con las ideas de los
métodos de Jacobi, Gauss-Seidel y SOR, dado un método para resolver sistemas no lineales en
R. En el Algoritmo 4 vemos el método de Jacobi no lineal.

Algoritmo 4 Método de Jacobi no lineal

Sea (M) un método para resolver ecuaciones del tipo f(z) = 0 con f : R — R, y xO ¢
R™.
k<0
repeat
for j=1—ndo
:cgkﬂ) + solucién mediante el método (M) de f; (xgk), xgk), .. ,xg-’i)l, x§k+1), :in)l, . ,xﬁf)) =
0
end for
k+—k+1

until convergencia

Se puede aplicar la misma idea para los métodos de Gauss-Seidel y SOR.

3.3.2. Meétodos Iterativos Generales

Generalizamos aqui la idea de los MIG para funciones reales a funciones en R™. Es posible probar
los mismos resultados para x*t1) = g(x(k)), con g : R — R", convirtiendo valores absolutos en
normas, derivadas en jacobiana. En particular, la convergencia requerird las mismas hipdtesis de
continuidad y de dominio para g y que ||J4(x*)| < 1.

(etEeat (0
Flo1,22) = <x%e‘“2 —xzox?2) \0O

Entonces podemos generar un problema de punto fijo mediante:

g(m1’x2) B < 5> 1 1 — 1

rie " — 3321’% + 22 X9

Ejemplo 3.3.1.

3.3.3. Newton-Raphson

Sea F': R" — R", F(x*) =0, x* € R".

Se puede generalizar el método de Newton-Raphson a sistemas de ecuaciones no lineales. La idea
es resolver la ecuacién linealizada en un punto préximo a la solucién.

Si suponemos F diferenciable en el punto x(*), por el teorema de Taylor:
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F(x) = F(x) 4 Jp(x9)(x ) 1 0 ([ — x|

trunco el termino O (||x — x (k) 1?) y resuelvo suponiendo F(z) ~ 0, obteniendo el método:

2 e R™
Notamos que el determinante de JF(x(k)) debe de ser no nulo para todo k para poder definir el
método. Vemos también que el caso en que n = 1 del método coincide con el método presentado
en la Subseccién 3.1.3.

En el Algoritmo 5 se puede ver el método de Newton-Raphson general (en el que no se calcula
la inversa de Jp).

Algoritmo 5 Método de Newton-Raphson
Sea x(0) e R™.

k<0

repeat

s¥) < solucion del sistema lineal Jp(x*))s®) = — F(x(*))
X(k+1) < X(k) + S(k)

k<—k+1
until convergencia

Ejemplo 3.3.2. Sea F(x,y,2) = (zy— 22,y —x2z, 202 —yxz—1) con x(V) = (1,1,0). Calculemos
x() aplicando Newton-Raphson.

Y r —2z
Jp(x,y,2) = —z 2y —x |. Por otro lado F(1,1,0) = (1,1,1)!. Para calcular x!
dr —yz —xz —yx
tenemos el sistema:

(0)

11 0 sy ~1
Jr(1,1,00s@ = 0 2 -1 sO = -1 | =-F@,10).
4 0 -1 50 ~1

3
Resolviéndolo tenemos s(9) = (sgo), 3(20), séo))t =(-1/3,-2/3,-1/3)%, y

_1
<0 —x0 g0_[ 1 )4 2
0 i

3

YN

Wl

Se deja como ejercicio computar de forma analoga x?) planteando y resolviendo el sistema:
Jr(xM)sM) = —F(x(M) y luego realizar x?) = x(M) 4 s(1), A

Observacion 3.3.1.

1. El numero de evaluaciones de funciones reales en cada caso es: O(n?) para Jr, y O(n) para
F.
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2. Por cada paso necesito resolver un sistema lineal para el cual tiene un costo O(2/3n3) de
flops.

3. Hay que calcular n? derivadas analiticamente por paso.

Es posible demostrar que el método es de orden 2.

Veremos a continuacién algunas variantes.

3.3.4. Método de Newton amortiguado

Se varia la iteraciéon y se convierte en:

3.3.5. Meétodo de Newton modificado

El método de Newton-Raphson es computacionalmente costoso y J, F(x(k)) puede esta mal con-
dicionada, lo que hace dificil tener una buena aproximacién de x*. Por estas razones se pueden
definir ciertas modificaciones para evitar dichos problemas. El método de Newton modificado evi-
ta calcular la matriz Jacobiana y los O(2/3n3) flops por resolucion del sistema, dejando constante
JF(X(P)). Es decir que Jp solo se recalcula para algunos pasos. O sea dejamos la matriz Jacobia-
na, més precisamente su descomposicién, constante para una cantidad de pasos p > 2, luego se
computa JF<X(2P)) y se prosigue con el método sin variar la matriz por otras p iteraciones.

Algoritmo 6 Método de Newton modificado
Sea x(0) e R™.
k<0
repeat
LU + Jp(xP)
for j=0—-p—1do
skrti)  « golucion del sistema lineal, usando descomposicion LU: LU - skrti) —
—F(x(kpti))
x(Fpti+1) o gkp+)) 4 x(kp+j)

end for
kE+—k+1
until convergencia

Observacion 3.3.2.

1. Aunque el método de Newton-Raphson converja, el método de Newton modificado puede
no converger.

2. El método de Newton modificado es més lento que el de Newton-Raphson. Esto disminuye
el orden de convergencia si Jp varfa mucho (caso en que F' es fuertemente no lineal).
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3.3.6. Meétodo de Steffensen

El método de Steffensen evita calcular Jr y la obtiene como cociente incremental:

0fi(x®) _ fix® + hje;) — fi(x™))
Eh:j - hj

con ej = [0,0,...,1,...,0]%, el j-ésimo vector de la base canonica.

Stefffensen toma h; = f;(x*)). Ast:

ofix®) il + f;(xM)ej) — fi(x™)

~

Oz; fi(x®))

De esta forma no es necesario conocer en forma explicita las derivadas parciales y se logra una
velocidad supralineal.

3.3.7. Meétodo de Broyden*

El método de Broyden mejora las desventajas computacionales de Newton-Raphson, que vimos
en la Observacion 3.3.1, pero converge mas lento. La idea general del método es usar el paso de
Newton-Raphson pero no usar Jr(x*)) sino una aproximacion.

x(0) e R?

donde By, es la aproximacion de Broyden de Jg(x*)),

Desarrollamos F' por Taylor en x*) y evaluando en x*~1) obtenemos la siguiente aproximacion:

F(x®D) = p(x®) & Jp(x®)(x*F) — xF=1)

Buscamos entonces By, tal que y*~1) = Bys;_;, donde y*~1) = F(x(0)) — F(x(k=1) y s(k=1) =
x(k) —x(k=1) "egta condicion para By, es llamada condicion Cuasi-Newton. En el paso k conocemos
yF=D v sk=1) By tiene n? incognitas y n ecuaciones, por lo que es un sistema indeterminado.

Broyden propone que By, v Bi_1 no difieran en direcciones ortogonales al paso k — 1, o sea
(s*=NT.p = 0 implica By, -p = Bj_1 - p (3.1)

que es llamada la condicidn de Broyden.

La condicion (3.1) es equivalente a que By minimice |B — By_1||r para B solucién del sistema
Bs*1) =y~ Donde || - || es la norma de Frobenius y esta definida por

n n
D agl, A= {ai 3

i=1 j=1

1Al r=
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Proposicion 3.3.1. La matriz By, dada por

() = Bas D) (s 1)
(S(kfl))TS(kfl)

By = Bi_1+

cumple con la condicion Cuasi-Newton y la condicion de Broyden en las hipdtesis hasta ahora
mencionadas.

Demostracion. Veamos la condicién Cuasi-Newton,

(k-1) _ p (k=1)y(g(k—INT
o N s T e
Bs*D = B sk 4 ( (s(k=1)Tg(k—1) > S

_ Bys®D 4y _ g gD

La condicién de Broyden,

(y(k—l) o Bk_ls(k_l))(s(k_l))T p

k=INT |, _ =
(s N .p=0=By-p = Bj_1-p+ (stk—D)Tg(k-1)

= Bp_1-p

Algoritmo 7 Método de Broyden
Dados x¢p € R™ vy By matriz no singular n X n.
for £ > 0 do
x(b+1) o (k) _ kal . F(x(k))
y ) F(x(’““)) — F(x(k))
(k)  x(k+1) _ (k)

(y(k)_Bks<k))(s(k>)T
Br+1 4 Be + w5t

end for

Observacion 3.3.3. En el Algoritmo 7:

1. By se elije de forma que sea facil de invertir, por ejemplo una matriz diagonal.
2. Sigue haciendo O(n?) flops por paso como Newton-Raphson, al invertir la matriz By,.

3. Solo hace n llamadas a funciones contra las n? de Newton-Raphson.

Veamos ahora una manera de solucionar el problema de computar B, ! usando la formula de
actualizacion de la inversa de Sherman Morrison,

Proposiciéon 3.3.2. Sea A € M,xn(R), u,v € R?, definimos M = A+uv”, tal que det(M) # 0.
Luego
A—l TA—l
]\471 = (A—FUUT)il — Ail _ L
a

donde a = 1+ vl A=y #0.
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Demostracion.
(A+u?) (A7 = AT tuwt AT =
«
€R
—N—
I wl A1 A U (UTA_lu) vl AL B
UV - =
T A—1
I+uvlA™? <—1—|—1— v A u) =1
O
(y® —Bys)

Aplicando la proposicién 3.3.2 a By = By + uv’, con u = you = s podemos

(5(0)Ts(®)

definir el Algoritmo 8.

Algoritmo 8 Algoritmo de Broyden usando Sherman Morrison
Dados x(¥ € R" y By € M™™(R).
for £ > 0 do
x(b+1)  x (k) kalF(x(k))
yF) F(x(’““)) _ F(x(’f))
s(k) = x(k+1) _ (k)
(S(k)kafly(k'))(s(k))TBlzl

-1 _ p-1
Bk+1 =B, + (stHT B Ty®)
end for

Observacion 3.3.4. En el Algoritmo 8:

1. Hacemos n evaluaciones de funciones por paso como en Newton-Rapshon y Broyden.

2. Tenemos O(n?) de flops por paso al hallar Bk_l, que es mejor que Newton-Raphson y
Broyden.

3. El orden de convergencia es supralineal.
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Capitulo 4

Minimos Cuadrados

4.1. Problema de ajuste general

En general es el problema geométrico de ajustar una figura a una serie de puntos segin algtn
criterio de minima distancia. Por ejemplo ajustar elipses a puntos del plano, ver Figura 4.1.

Los datos surgen de una figura desconocida a la cual se le agrega ruido, buscamos recuperar a
partir de estos datos con ruido la figura verdadera.

o

©)

N

Figura 4.1: Elipse ajustada a puntos

4.2. Minimos Cuadrados Lineales

Supongamos que tenemos ciertos datos dados por la tabla

69
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y una funcion de ajuste a esos datos con parametros x1,-- - ,z,, dada por ®(x1,x2, -, Tpn,t) =
Yoy xipi(t). Donde los ¢;(t) : R — R pertenecen a una familia de funciones base conocidas
linealmente independientes.

Observamos que ®(X,t) es lineal con respecto a los x; y en general m > n, o sea que esperamos
mas datos que parametros de ajuste. Buscamos entonces de todas las ®(X,t) las que mejor se
ajustan a los datos segiin un criterio de distancia que veremos a continuacion.

Definicién 4.2.1. En las hipotesis hasta ahora expuestas definimos el residuo como la siguiente
funcioén,

(I)<l'1,$2,"' 7xn7t1) _yl
@(LIL’l,LL’Q,"' ,CCn,tQ) — Y2 n
R(:Ul?I?)"'w/Bn): . GR
(I)(I'l,l'z,“' ;xnatm)iym
que depende de los pardmetros x1,xa, - , Tp.
El problema de minimos cuadrados lineal es encontrar (27,22, -+ ,4,) que minimice

m
IR(z1, 2, an) 3= D (a1, 22, 2n, 1) — y5)°
j=1

Fn notaciéon matricial el problema queda planteado de la siguiente manera:

T n
X = ?2 eR™ Y = 3/2 cR™
o U
e1(t1)  2(t1) - enltr)
A 901(.t2) 802(.t2) @n?tz) c ppmxn
Prltn) Palt) - Pultu)

y definimos el resto como R(X) = AX —Y y queremos minimizar ||AX — Y||3.

Teorema 4.2.1 (Ecuaciones Normales). Sean A € Myxn(R), Y € R™, X € R", entonces X
minimiza |AX — Y ||3 si y solo si AX —Y es ortogonal a Im(A) o A* (AX - Y) =0.

Observacion 4.2.1.

= Fl sistema de ecuaciones A'AX = A'Y se llaman ecuaciones normales.

Version en revision. Por errores o dudas dirigirse al foro de sugerencias del sitio EVA del curso.



CAPITULO 4. MINIMOS CUADRADOS

71

= Si las columnas de A son Li. entonces |[AA!| # 0 y existe una tnica solucion a las ecuaciones

normales.

» Si las columnas de A son l.d. entonces |[AA!| = 0 y existen infinitas soluciones a las ecua-

clones normales.

Veremos tres demostraciones del teorema 4.2.1, en las que usaremos distintas herramientas de
geometria, dlgebra lineal y célculo, y que permitiran ademés dar distinta significacion al teorema.

Demostracion 1 del teorema 4.2.1: Sea X € R" tal que A' <y — AX) = 0. Para todo w € R"
vemos que Y — Aw = (Y — AX) + (A (X — w)), entonces para todo w € R"

Y — Aw|;

> ||y - AX

y entonces X minimiza || — AX|)3.

I
—
)-<
I
b

><>
~—

+
—

b

Supongamos por absurdo que X € R” minimiza ||Y — AX|? y A (Y - AX) = Z # 0. Dado

£ > 0 definimos w = X + €Z, por lo visto anteriormente en la demostraciéon sabemos que

Iy — Aw|} =

HY—AXE+@ﬂAZﬁ—2d¢N(Y—AX)
- )

=Z

ok 2 2 2
= Y - ax|, +<214213 - 261213

y para llegar a una contradiccién con respecto a la minimalidad, buscamos un ¢ tal que [|Y —

112
Awl3 < HY — AXHZ. Tenemos dos casos, ||AZ||3 =00 ||AZ]|3 # 0.

2
Si [|[AZ||2 = 0, tomo cualquier € > 0 y funciona. Si ||AZ||3 # 0, tomo & = 121

Iy — Awl3 =

Y — AX
Y - AX
Y — AX

14z(3 ¥
2+HZ% L 112113
2 AZ]3  TlAZ|3
2 |IZll3
2 ||AZ|3
2
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Seremos menos rigurosos en las siguientes dos demostraciones ya que la intencién primordial es
presentar las otras alternativas.

Demostracion 2 del teorema 4.2.1: Consideremos la siguiente funcion que queremos minimizar:

s(X)=|AX Y|} = AX-Y)"(AX -Y)
= X'A'AX — XTA'YY —YVIAX + Y'Y
= X'A'AX —2X'AYY + Y'Y

donde hemos aplicado en la dltima igualdad que tanto X*A'Y como Y?AX son escalares y uno
es traspuesto del otro (es decir, X*A'Y = (Y'AX)!), por tanto son iguales.

Luego, como intentamos minimizar s(X) imponemos Vs(X) = 0,
Vs(X) = 2A'AX — 2A'Y =0
de donde se deducen las ecuaciones normales.

Puede el lector completar la demostracion de ser minimo, ya que Vs(X) = 0 solo implica punto
critico, observando los autovalores de la matriz Hessiana (si A es invertible, A’A es definida
positiva).

O]

Demostracion 3 del teorema 4.2.1: Sea AX =Y, sabemos que este sistema es compatible si y
solo si Y pertenece al espacio de columnas de A, o sea, si Y € Col(A). En general, en los
PMC, justamente, esto no sucede ya que en general son muchas mas ecuaciones que incéginitas,
es decir, muchos mas puntos que parametros de ajuste, lo que hace que no exista un juego de
parametros que haga que el modelo pase por todos los puntos, y por tanto se debe buscar un
set de parametros que mejor se ajuste a los datos. Entonces Y queda fuera de este subespacio
formado por las columnas de A (llamémosle S = Col(A)), Y & Col(A), y el vector més proximo
a Y que pertenece a Col(A) es la proyeccion de Y sobre S: Ps(Y).

Este vector Ps(Y) pertenece a Col(A), por tanto, existe X tal que Pg(Y) = AX. Ademas
sabemos que la proyeccion de un vector cumple que Y — Pg(Y) L S, es decir que YV — AX es
ortogonal a Col(A) y por tanto es ortogonal a todos los vectores en Col(A), en particular, es
ortogonal a las columnas A; de A:

Y —AX LA <= <Y —AX,4;>=0 < A(Y — AX) =0

Como esto debe cumplirse para todos los ¢ = 1,...,n, podemos ver que Y — AX € ker(A?), y
asi AY(YY — AX) =0.

Es interesante observar que es posible construir las implicancias que hemos mencionado en sentido
inverso para realizar desarrollar el reciproco de la demostracion, aunque se entiende que la parte
mas ilustrativa es la que hemos tratado aqui.

O]

Veamos un ejemplo de minimos cuadrados lineal.

Version en revision. Por errores o dudas dirigirse al foro de sugerencias del sitio EVA del curso.



CAPITULO 4. MINIMOS CUADRADOS 73

Ejemplo 4.2.1. Supongamos que queremos aproximar los siguientes datos por una parabola,

y
3.2

10.2
214
36.3
95.1
78.3

@OT.-IAOJMH‘H

° t

Figura 4.2: Ejemplo PMCL: Datos

En este caso, tenemos que ®(z1, 2o, x3,t) = 21t + 2ot + 23, 01(t) =12, pa(t) =t, p3(t) =1,y

[ 3,2 ] 1 1 1
;2’?1 g g 1 2275 441 91
Y = T, A= CATA=] 441 91 21
36,3 16 4 1 o1 21 6
55,1 25 5 1
| 78,3 | | 36 6 1 |
5013,7
Ay = | 9783
204,5
1,9893
Resolviendo las ecuaciones normales vemos que X = | 1,0778
0,1400

A

FEn general las ecuaciones normales pueden ser un problema mal condicionado para hallar la
solucién, por lo que buscamos métodos alternativos para solucionar las ecuaciones normales.
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/ (t) = 1,989t% + 1,078t + 0,14

t

Figura 4.3: Ejemplo PMCL: Datos ajustados

4.3. Descomposicién QR

La factorizacion QR de una matriz es la descomposicién de la misma como producto de una
matriz ortogonal () por una triangular superior R.

Esta descomposicién se utiliza computacionalmente para resolver sistemas lineales, se aplica a la
resolucién de problema de minimos cuadrados y para hallar los valores propios de una matriz.

Teorema 4.3.1. Sea A € Mpxn, con m > n con rango n. Eristen matrices Q € Mpxm,
R € Myyxn tales que: A = QR, Q'Q = I, 0 sea Q es ortogonal, y R es triangular superior o
sea sus entradas r; j = 0 para todos los © > j.

Proposicion 4.3.2. Sea Q € My« ortogonal, o sea Q'Q = I,, entonces || QX |2 = || X||2 para
todo X e R™ y Q7! = Q.

Demostracion. Veamos que ||QX |2 = || X||2 para todo X € R™.
QX[ = (@X)"(QX) = X'Q'QX = X'X = | X[}
O

Observacion 4.3.1. En otras palabras, la proposiciéon establece que las transformaciones ortonor-
males conservan la norma 2, o que la norma 2 es invariante ante transformaciones ortonormales.

Demostracidn del teorema 4.5.1: Sea A; la columna ¢ de A.

1. Definimos:
Aq

Q1=
Azl

= A1 = 1"11@1 con ri1 = ||A1H

2. Veamos que {Q1,...,Qk—1} es un conjunto ortonormal (Q; L Q; ¢ # j, ||Qil| =1 Vi).
Y que ademaés se cumple [Ay, ..., Ap_1] = [Q1, ..., Qr_1]-

Ya probamos que esto vale para k = 1, vamos a probarlo por induccién.

Version en revision. Por errores o dudas dirigirse al foro de sugerencias del sitio EVA del curso.



CAPITULO 4. MINIMOS CUADRADOS 75

3. Buscamos Qj tal que |Qxl| =1y Qr L Q; j=1,...,k—1.
Definimos:

k-1

Qr = Ay — kaQi tal que {Q1,...,Qr_1,Qr} sea ortogonal.
i=1

Debemos encontrar los 7;:

k-1
<QrQ;> = <Ap-— Zn‘kaQg‘ >
i=1
= <AL Qj > —rj porque Q; L Q; i # j.

Entonces el producto escalar da 0 si se define 7, =< Ay, Q; >y esto quiere decir que el
conjunto {Q1,...,Qk_1,Q} es ortogonal.

Luego definimos Q = Hgkﬂ y llegamos a que {Q1,...,Qx} es ortonormal.
k
Finalmente llegamos a que Ap = Zle rikQi, 1o que quiere decir que [Aj,...,Ag] =

Q1,...,Qkl.

La descomposicion QR se obtiene utilizando los valores r;; como las entradas de R, las colum-
nas {Q;}i=1,..n halladas anteriormente como columnas de () que se completan con columnas
{Qi}i=n+1,....m de tal manera que {Q1,...,Qn,Qnt1,...,Qm} conformen una base ortonormal.

La relacion A = QR se cumplird ya que ambas matrices fueron construidas para satisfacer
k
Ap = i rinQi-
O

Observamos para terminar que el proceso de construccion de @) es analogo al de ortonormalizacion
de bases de Gram-Schmidt.

4.3.1. Aplicacién de QR al PMCL

Aplicamos ahora los resultados anteriores al problema de minimos cuadrados. Suponemos que las
ecuaciones normales tienen solucion inica, o sea es un sistema compatible determinado, entonces
buscamos:

min [AX —V[3 = min [QRX - Y3

XeRm
= min Q(RX —QY)|;
= min [|RX - QY]
= min [RX — (@), 5+ (@),
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donde Ry € M, x, es la matriz formada por las primeras n filas de R, y (QtY)1 e R",
(QtY)2 € R™" son los vectores formados por los primeros n y (m —n) elementos de Q'Y € R™,

respectivamente. Minimizamos tomando R1 X = (Q'Y),, ya que I (QtY)2HZ no depende de X.
Deducimos que tenemos que resolver el sistema R X = (QtY)l.

Observacion 4.3.2.
= R; es triangular superior, por lo que R1 X = (QtY) | se resuelve con sustitucion hacia atras.
= La resoluciéon del PMCL con QR esta bien condicionada.
= Son necesarias més operaciones para encontrar Q) R.

Ejemplo 4.3.1. Con los datos del ejemplo 4.2.1, vemos que
- -
4
9
16

25
36

—_ = e e e

ST W N~

donde

[ —0,021 —0,343 0,838 0,112 —-0,040 —-0,405
—0,084 —-0,521 0,168 —0,006 0,346 0,757

| —0,189 -0,535 0,224 -0,613 —0,488 —0,122

Q= -0,335 —-0,383 —0,335 0,754 —-0,213 —-0,122
—-0,524 —-0,065 —0,168 —0,205 0,706 —0,391

| —0,755 0,417 0,279 -0,042 -0,311 0,283

[ —47.,7 —9,25 —1,91 ]
8 _2’33 _é’gi —47,7 —925 —191
R= ’ , R = 0 —2,35 —1,43
0 0 0 0 0 054
0 0 0 ’
i 0 0 0 |

Entonces, el X € R3 que minimice va a ser el X solucién del sistema

[ —477 —9,25 —191 —105

0 —235 —143 | X =| —2,73

i 0 0 0,54 0,008
1,9893 |
por lo que X = | 1,0778
0,1400
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4.4. Descomposicion SVD

Una extensiéon del popular Teorema Espectral, generalmente trabajado en cursos iniciales de
Algebra Lineal, se conoce como Descomposicién en Valores Singulares (SVD en inglés) y es
de gran utilidad en multiples aplicaciones en estadistica (anélisis de componente principal),
teorfa de control, compresiéon de imégenes, etc. Veremos algunos ejemplos de calculo de esta
descomposicién, su aplicacién al Problema de Minimos Cuadrados Lineales y su utilizacién en
otras aplicaciones sobre el final del capitulo.

El Teorema Espectral establece las condiciones bajo las cuales un operador o una matriz pueden
ser diagonalizados (es decir, representadas como una matriz diagonal en alguna base). En par-
ticular, que cualquier matriz simétrica A € M,,»,(R) puede descomponerse como A = PDP*
donde D es diagonal y P ortogonal.

Aqui demostraremos que una matriz cualquiera A € M,,x,(R), es decir no necesariamente
cuadrada, puede descomponerse como A = USV? donde S es diagonal y U y V son ortogonales
(no necesariamente una inversa de la otra).

Trabajaremos primero en las demostraciones genéricas para transformaciones lineales para ver
luego como corolario la deduccion de la descomposiciéon SVD. !

Por tanto, en lo que sigue, V' y W son espacios vectoriales con producto interno sobre un cuerpo
K.
4.4.1. Descomposiciéon en valores singulares de una transformacién lineal
Recordamos en primer lugar un par de definiciones.
Definicién 4.4.1. Un operador T : V — V es autoadjunto si

(T'(v),v) = (v, T(v)) >0, YveV
Definicién 4.4.2. Un operador autoadjunto 7' : V' — V se dice no negativo si

(T(v),v) >0, YveV

Si T es no negativo entonces resulta facil probar que sus valores propios son todos no negativos,
en efecto si A es valor propio de T' con vector propio v # 0 entonces

0 < (T'(v),v) = Xv,v)
y como en el ultimo término el segundo factor es positivo, se deduce que A > 0.
Definicién 4.4.3. Un operador autoadjunto T': V — V se dice no positivo si

(T'(v),v) >0, YveV

'Es posible saltear esta seccién y continuar la lectura en el Corolario 4.4.3. Sin embargo, se recomienda apretar
los dientes y seguir para comprender los conceptos subyacentes de los que surge su obtencion.
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En este caso los valores propios son positivos.
El siguiente lema es 1util en la demostraciéon del teorema siguiente.
Lema 4.4.1. Sean V y W espacios vectoriales con producto interno de dimension finita y sea

T : V. — W una transformacion lineal, entonces T x T y TTx son ambos autoadjuntos, no
negativos y tienen el mismo rango que T.

Demostracion. Probaremos el resultado solo para T*T, la prueba para TT™ es andloga y geuda
a cargo del lector. Veamos primero que T*7T es autoadjunto:

(T*T)  =T*(T*)* =T*T.
Ahora, veamos que T*T es no negativo. En efecto:
(T*T(v),v) = (T(v), T(v)) >0, YvelV.

Finalmente observemos que rango(T*T) = rango(T). Para esto alcanza con probar que
ker(7T") ker(T*T):
Es inmediato verificar que,

ker(T') C ker(T™T).

Ademas, si v € ker(T*T') entonces
0= (T"T(v),v) = (T(v),T(v)),

por lo tanto T(v) = 0 y consecuentemente v € ker(T). Como ker(T*T) = ker(T) se deduce
inmediatamente del teorema de las dimensiones que

dim(Im(T*T)) = dim(Im(T))
lo cual concluye la prueba. O

Teorema 4.4.2. Sean V y W espacios vectoriales con dim(V) = n y dim(W) = m y sea
T:V — W una transformacion lineal con rango(T) = r.

Entonces existe A = {v1,...,vn} base ortonormal de V., B = {w1,...,wn} base ortonormal de
Wy escalares o1 > o9 > ... > o, > 0 tales que T'(v;) = oyw; sii = 1,...,r y T(v;) = 0 si
i=r+1,...,n. Es decir:

T(v;) = ojw; con o; >0 Vi=1,...,7 Yy 0;=0 i=7r+1,...,n.

Demostracion. Sea R = T*T, por el lema anterior se sabe que R es un operador lineal en V
autoadjunto, no negativo y tiene rango r (pues r = rango(T)).

Por el teorema espectral existe A = {v1,...,v,} base ortonormal de V tal que R(v;) = \jv; Vi =
1,...,n. Como rango(T) = r se tiene que dim(ker(7")) = n — r por lo tanto la base A se puede
elegir de modo que A\ > Ao > ... >2 A\ >0y N\, =0site=7r+1,...,n. Parai =1,...)r
definimos

T .
w; = (v3)
o
donde o; = v/\;. Entonces se tiene que T'(v;) = oyw; Vi =1,...,7r y T(v;)) =0Vi=r+1,...,n
tal como se queria. Falta probar que podemos construir B = {wj, ..., w,} definida de este modo
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y es una base ortonormal de V.
Veamos en primer lugar que B’ = {wy,...,w,} C W es un conjunto ortonormal y consecuente-
mente linealmente independiente. En efecto:

"
fwioy) = (Fi) Ty o T,y L, pia) = 2 qwn, gey) = 2 )
of of g g 0i0; 0i0; 0i0;
Por lo tanto, usando que A = {vy,...,v,} es una base ortonormal de V', resulta que B’ es
un conjunto ortonormal. Sea S = SG({wi,...,w;}), entonces B’ es una base ortonormal de
S. Ademas se puede construir B” = {w,11,...,w,} base ortonormal de S+ y por lo tanto
B=BUB"={w,...,w,,wr41,..., Wy} es una base ortonormal de W con las propiedades

deseadas.

]
4.4.2. Descomposicion en valores singulares de una matriz
Corolario 4.4.3 (Descomposicion SVD). Sea A € Myxn(R) de rango r. Entonces existen

U € Mpysxm(R) yV € Myxn(R) ambas ortogonales y ¥ € M, xn(R) diagonal con rango(X) = r
tal que A =UXV?.

S | om0 [ s | oxen

servacion 4.4.1. La matriz ¥ es de la forma: ¥ = [O O] = [ oim—rIxr ‘ O]
cp 0 ... O

donde X, = 0 o : € R"™" matriz diagonal que cumple o7 > 09 > ... > o, > 0.
00 o

A los {o;}ie1..r se les denomina wvalores singulares de A.
Ademas, U = [U;|Us] con Uy € Myxr(R), V = [V1|Va] con Vi € My xr(R), y cumplen A =
UervlT.

Demostracion. Basta elegir T': R" — R™ tal que T'(r) = Az, entonces A =, ((T')),, donde C;
es la base canénica de R?. Por el teorema anterior se tiene que existen A y meB bases ortonormales

de R™ y R™ respectivamente tales que T'(v;) = oyw; con o1 > 09 > ... > 0, > 0y 0; = 0 si
1> ) }
01
o)
Por lo tanto, z((T)) 4 = or Ademas
0
- 0_

(T, = ¢,,((1d)5p((T)) aa((Id))c,
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Las matrices de cambio de base  ((Id))s y 4((Id))c, son ortogonales pues transforman una
base ortonormal en otra. Por lo tanto, poniendo

U=c,((Id)s,  V=c ()4 T=4(T)a

se tiene que A = ULV y ademés rango(X) = 7, lo cual concluye la prueba. O

Observacion 4.4.2. Los valores singulares de A son o; = /A; donde \; es valor propio de AT A.
Se cumple ademas que \; > 0 ya que AT A es semidefinida positiva.

Ejemplo 4.4.1. Retomando el ejemplo 4.2.1, veamos que A = ULV7 donde:

[ 0,025 0434 0,795 | 0,112 —0,040 —0,405 T
~0,099 0,536 0,109 | —0,006 0,346 0,757
—0,194 0,505 —0,281 | —0,613 —0,488 —0,122
~0,339 0,339 —0,375| 0,754 —0,213 —0,122
—0,525 0,041 —0,173| —0,205 0,706 —0,391

| —0,750 —0,391 0,324 | —0,042 —0,311 0,283 |

U = [Uh|Us] =

[ 486 0 0]

0 2,72 0

E_[zl]_ 0 0 0473
0 0 0 0

0 0 0

00 0

—0,981 —0,182 0,070
V=V,=| -0191 0823 —0,535
—0,040 0,538 0,842

1,9893
X =Wx'uly = | 1,0778
0,1400

4.4.3. Aplicaciéon de SVD al PMCL

Veremos a continuaciéon, cémo se aplica la descomposicion SVD al PMCL. En este caso no
necesitamos asumir que las ecuaciones normales tienen solucién tinica.

Teorema 4.4.4. Sea b € R™ y A € Myxm(R) de rango r.
Sea A =UXV? su descomposicion SVD.
Entonces, la solucion al PMCL de norma minima es el vector dado por

0 S0 0]
X—V[O O]Ub
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Demostracion. Consideramos

1= AX|l2 = [U*(b— AVVIX)[l> = [|(U'L - UAV V' X) |2
R

donde la primera igualdad es cierta por ser U! ortogonal y VV?! = Id.
Luego, realizando los cambios de variables Z = V!X y C = U'b se tiene:

o axla = e ==zl = | () - |5 ol ()] = (7
(&) 0 0 Z9 9 C2

2
donde z1 e R", 20 e R" " ¢ €R", y cg € R,
Esta norma se hace minima cuando ¢; = X,21 (22 arbitrario).
Tomando z3 = 0 € R™™", tendremos que || Z||2 es minima.
La norma || X||2 también es minima puesto que || X||2 = [|[VZ||2 = || Z]|2, ya que V es ortogonal.

Llamando Z a la soluciéon de norma minima, se tiene que

o s 5 0] (a2t 0], S b Y (]
X—VZ—V[O 0]<62>—V[0 ol Ub=X=v "0 U

4.5. Descomposicion de Cholesky*

Teorema 4.5.1. Sea B € M™™(R) una matriz simétrica definida positiva. Es decir

IB:Bt

» X'BX >0VX £0

Entonces existe una matriz C € Myxn(R) triangular inferior tal que CC' = B.
A esta descomposicidn se le denomina Descomposicion de Cholesky.

Demostracion. Basta observar que B es diagonalizable con todos sus valores propios positivos
y vectores propios formando una base ortogonal, B = LDL!. Descomponiendo D como D =
v D+ D y operando se concluye, por lo que se dejan los detalles al lector. O

Aplicacion: Uso de Cholesky para resolver p problemas de minimos cuadrados.

Supongamos que tenemos p problemas de minimos cuadrados de la forma PMCL; = min ||b; —
AX| con X e R", Ae M"™™(R), b e R™, ie€1l,...,p.

Planteamos p sistemas de ecuaciones normales A'AX = Alb;, coni=1,...,p.
Por su parte, A'A es simétrica y definida positiva:
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s (ATA) = AY(AYE = AtA
s XPA'AX = (AX, AX) = |[AX |2 > 0VYX #0
Por tanto, A'A admite una descomposicion de Cholesky, es decir, existe C' € M, (R) triangular
inferior tal que CC* = A'A.
Sea Bz = A'b;, entonces A'AX = A'b; se reescribe como
CC'X =b; i€l,....p
el cual puede descomponerse en dos pasos:

C'X =y (1)
{ Cy=0b; (2)

Primero se resuelve el sistema triangular (2) para obtener y € R™ y luego se resuelve el sistema
triangular (1) para hallar la soluciéon del i-ésimo problema de minimos cuadrados.

Observacion 4.5.1. La cantidad de operaciones requeridas para la resolucién de los p problemas
con este método es pnz.

4.6. Minimos Cuadrados No Lineales (PMCNL)

Veremos ahora el caso mas general del problema de minimos cuadrados. Lo que hicimos en el caso
lineal era ajustar una funcién a ciertos datos y lineal respecto a ciertos pardmetros. Supongamos
como antes que tenemos ciertos datos dados por la siguiente tabla

y una funcion de ajuste ®(x1,x9,..., 2z, t) = f(X,t) no lineal con respecto a los parametros de
ajuste x1,Z2,...,Tn.

22t 1o es lineal con respecto a los pardmetros

Ejemplo 4.6.1. La funciéon f(x1,z9,t) = sin(z1t) e
T1,T2. A

Definicién 4.6.1. Definimos el residuo, como antes, como la siguiente funcion:

f(Xa tl) — U
f th )
R(z1,x9, - ,2) = R(X) = ( 2) ? =FX)-Y
f(Xv tm) —Ym
donde denotamos
f(thl)
Xt
rx) - | 00
J(X,t)
que depende de los pardametros x1,xs2, - , Tn.
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El problema de minimos cuadrados no lineal consiste en hallar un X que alcance el siguiente
minimo:
. 2

min |[F(X) - Y|

XeR»
Presentamos el algoritmo de Gauss-Newton para encontrar una solucién al problema de minimos
cuadrados no lineal. La idea del algoritmo es suponer que tenemos una buena aproximacion de la
soluciéon Xy y linealizar el residuo en un entorno de Xj. Luego resolver un problema de minimos
cuadrados lineal para obtener una mejor aproximacion Xpy1.

R(Z) = R(Xy) + Jr(Xk)(Z — Xk)

Buscamos minimizar R(Z) y definimos el proximo punto Xj;1 de la sucesion en el Z en que se
da este minimo. Por tanto, haciendo el cambio de variable P, = X;_1 — X}, en cada paso de la
iteracion se debera hallar:

min ||R(X%) + Jr(Xg) Pell3
PkERn

Observacion 4.6.1. Jp(Xy) = —Jp(Xk)

Por tanto, esquematizamos el algoritmo de resolucién de PMCNL:

Algoritmo 9 Algoritmo de Gauss-Newton (PMCNL)
0: Xg € R
k+1: Ak — JF(Xk)
Resuelvo PMCL:
Py, < soluciéon de minp, egn ||Yy — ApPel|3
X1 < X+ P
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Capitulo 5

Interpolacion

El problema de interpolacion consiste en encontrar una funcion f(x) desconocida a partir de un
conjunto de puntos {(z;,v;) : ¢ =0,...,n} tales que f(z;) = v;, que seran datos. Este problema
es imposible de resolver ya que la ley subyacente que relaciona las variables podria ser cualquiera:
existen infinitas funciones que pasan por esos puntos. Por tanto, el objetivo es encontrar buenas
aproximaciones para f(z), imponiendo ademas que la funcién que aproximara a f(z) pase por
todos los puntos.

[ e,
V

Figura 5.1: Interpolacién polinémica

5.1. Interpolacién de Vandermonde

La interpolacién de Vandermonde se resume en encontrar un polinomio P(x) tal que P(x;) = y; =
f(z;) Vi =0,...,n. Este es un método global ya que se busca una tinica expresiéon polinémica
que funcione para la totalidad de los datos, a diferencia de ciertos métodos llamados a trozos,
que veremos a partir de la Seccién 5.6, en los que cada intervalo [z;, ;41| tiene una expresion
diferente.

85
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Encontrar el polinomio interpolante significa determinar sus coeficientes, por lo que si tenemos
n + 1 datos, podriamos plantear un polinomio de grado menor o igual a n. Entonces escribimos
su expresién de esta forma:

Il
3

J
P(z) =Y aja’

<.
Il
o

Imponiendo que el polinomio pase por los puntos dados obtenemos el siguiente sistema de ecua-
ciones:

P(wo) = Y2720 ajb
P(z;) = ;;g a;x)
P(z,) = ;zg ajxj

No confundir: aquf las incégnitas son los a;; los x; son datos al igual que los y;.

Por lo tanto, la versiéon matricial del sistema anterior es:

1 =z x% ooz |ao %0
1 x .T% oozt |an Y1 (5.1)
1 2 n

Tn Ty Ty, an Yn

A esta matriz que presenta una progresion geométrica en cada fila se le llama Matriz de Vander-
monde, y la notaremos V.

Es asi entonces que los coeficientes de P(x) son solucion del sistema 5.1.

Una propiedad de la Matriz de Vandermonde es que su determinante se expresa mediante la
formulas

det(V) =[] (x5 —a)
0<i<j<n
y como x; # x; Vi # j se llega a que el det(V') es no nulo, y asi el sistema tiene solucion.

Otra propiedad de la Matriz de Vandermonde es que tiene un numero de condicién grande, por lo
que el sistema est& mal condicionado y podemos cometer errores importantes en la determinacién
de los a;.

Finalmente, otra problemética con este método para obtener P(x) es que resulta dificil agregar
nuevos puntos a la tabla, ya que se debe recalcular un nuevo sistema.

Antes de continuar con otros métodos de interpolacién veamos algunos resultados interesantes.
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5.1.1. Aproximaciéon por polinomios

Los beneficios de la interpolacién polinémica es que ademés de ser funciones simples, los compu-
tadores pueden evaluarlos directamente.

Pero ademas, toda funcién continua en un intervalo [a, b] puede ser aproximada uniformemente
por un polinomio tan cerca como se quiera. En otras palabras, los polinomios son densos en las
funciones continuas sobre un intervalo cerrado.

Teorema 5.1.1 (Stone-Weierstrass). Sea f continua en [a,b]. Entonces, Ve > 0, Ip(x) tal que
|f(x) —p(x)| <e Vz€la,b].

Veremos también que este teorema en realidad establece la existencia de un polinomio muy
cercano a la funcién, pero que no necesariamente pasa por los puntos interpolantes. En realidad,
como elegir los puntos para caer en la banda es atn un problema abierto.

5.1.2. Existencia y unicidad de P(x)

Haciendo uso de las propiedades de la Matriz de Vandermonde, se demuestra que siempre es
posible encontrar un polinomio de grado menor o igual a n que pase por los n 4+ 1 puntos.

Veremos ahora la unicidad:

Sean dos polinomios p(x) y q(z) tales que:

q(z;) =y Yi=0,...,n gr(q)

Sea el polinomio o =p—q¢ = o(x;) =p(x;) —q(x;) =y —yi=0Vi=0,...,n.
Entonces el polinomio o tiene n + 1 raices y gr(o) <n = 0=0 = p=gq.
i Pero qué importancia tiene esto?

La unicidad del polinomio interpolante implica que independientemente del método que utilice-
mos para hallar un polinomio que pase por n + 1 puntos, sus coeficientes van a ser los mismos.
Continuaremos viendo en la proxima seccién el método de Lagrange y en la siguiente el método
de Newton, jpero todos estos métodos van a arrojar el mismo resultado! Si, asi es, veremos al
menos dos procedimientos mas para hallar lo mismo. Por tanto, posiblemente el sagaz lector
se preguntaré: ;Y entonces qué sentido tiene verlos? Lo invitamos a descubrirlo continuando la
lectura.

5.2. Interpolacién de Lagrange

El método de interpolacion de Lagrange busca encontrar un polinomio P(z) tal que P(x;) =
yi = f(x;) Vi=0,...,n.

Sin embargo, el planteo de Lagrange es escribir P(x) como combinacion lineal de una base de
polinomios {l;(z)} a los que les llamamos polinomios de Lagrange. Asi,
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j=n
P(x) =) yjlj(x)
j=0
y como debe cumplirse P(z;) = y; queda que P(x;) = Z?ig yjlj(x;), por tanto:

1 sii=yj
lj(x’)_{ 0 siisj
Esto significa que un polinomio de Lagrange genérico () se tiene que anular en todos los puntos
=n

x;, salvo en xy. De esta manera, en la sumatoria P(z;) = Zg':o y;jl;(z;) solo sobrevivira l;(x;) = 1
y por tanto se verificard que P(x;) = yili(x) + - + yali(xs) + - - - + ynln () = vili(2:) = vi-

| i
Ahora bien, para que lj(z;) = { 0 :i z #i necesitamos que [;(x) tenga raices en
Z0y.. s Tj1,Lj41,. .-, Tn ¥ que lj(z;) = 1. Ingeniosamente, se comprueban estas condiciones
expresando:

() = (x —zo)(x —21)(x —22) ... (x —j_1)(x — xjq1) ... (x — zp)

(.%’j — .1‘0)(.1‘]' — $1)($j — :UQ) NN ($j — xj,l)(xj — .%'j+1) NN (.I‘j — :En)

Observamos que:

= No tenemos problemas de mal condicionamiento

» Los tnicos errores numéricos aparecen en el calculo de los [;(z) y al realizar las operaciones.

Notese que el método de Lagrange permite expresar directamente el polinomio interpolante, sin
efectuar calculos. No obstante, tal expresion polindmica no es simple de manipular (derivar,
integrar o evaluar).

5.3. Interpolacién de Newton

El método de Newton propone construir el polinomio interpolante mediante un proceso iterativo
en el que en cada paso se lo obliga a pasar por un nuevo punto. Este método es particularmente
util cuando tenemos el polinomio interpolante que pasa por los {(zj,¥i}i=0,...n ¥y nos llega un
nuevo dato (p+1,Yn+1), 0 sea, es sencillo recalcular P(z) para agregar puntos interpolados.

Fl planteo es de este modo:
Sea Py(x) tal que Py(x;) =y; Vi=0,...,k.
Buscar Pyi1(z) tal que Pyyq(zi) =y Vi=0,...,k k+ 1.

Escribimos:

Pk+1(l') = Pk(x) + Qk+1($)

i, Qué condiciones debemos imponer?
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1. El nuevo polinomio debe pasar por todos los puntos anteriores:

Pia(2) = Pe(zi) +qra(wi) =y Vi=0,...,k

~——
Yi
— qk_;_l(x,-) =0 WVi= 0, .. .,k gT(qk_H) =k +1
Entonces
Grr1(z) = (x —z0)(x — 1) ... (x — 2RO,

2. El nuevo polinomio debe pasar por el nuevo punto:

Pri1(@r41) = Pe(@r1) + G (Tr+1) = Y

= kt1(Tht1) = Ykr1 — Pr(Try1)

De donde determinamos que:

Yk+1 — Pr(zp41)
(Tpg1 — 20)(Xpg1 — 1) - - (T — k)

ap =

A modo de resumen, dados los n+ 1 puntos a interpolar: (xo,yo), (1,¥1), - - -, (Zn, Yn), el método
de Newton consiste en encontrar los a; que satisfacen:

i=n

P, (z) = ' a;w;(x)

@
Il
o

siendo
w'(x)_{l s10=0
' H0§j<i(~"3—1’j) sii=1,...,n

A partir de esta base se plantea y resuelve el siguiente sistema:

(0,%0) : a0 = Yo
(x1,y1) : ag+ai(x1 —x0) =11
(w2,92) :  ag+ a1(x2 — 20) + az(r2 — zo) (22 — 1) = Y2

(@nyyn) : a0+ 20y @i T2y (20 — 25) = yn

Ademas, el valor de a; puede expresarse en términos de las llamadas diferencias divididas:

apg = f[:Bo], a1 = f[xo,:):l], ey aj = f[xo, Tlyeo- ,.’Ek]
donde:
flwi] = f(zi),
Flos, wi] = Ll = Sl
Tit1 — Xy
flwivt, wiva] — flai, i)

fli, i1, i) = ,
Tita — T
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y en general:

flivts s i1, Tig) — fli, Tir, - Tigj—1]
Litj — Li

fleo zivt, o i1, Tigj] =

Ejemplo 5.3.1. Expresemos el polinomio interpolante por los puntos {(0,0), (1,1),(2,2),(3,4)}
utilizando el método de Newton.

El sistema queda:
ag = 0
ap+a1(l1-0)=1=a =1

(0,0)

(1,1) : 1-—

(2,2): ap+a1(2—0)+a2(2—-0)(2—1)=2=a2=0

(3,4): ao+a1(3—0)+a2(3-0)(3-1)+a3z(3—-0)(3-1)(3-2)=4= a3z = ¢

Finalmente p(z) = = + $2(z — 1)(z — 2).

Mostramos a continuacién cémo es posible obtener los coeficientes del polinomio utilizando el
esquema de diferencias divididas:

2o=0 flzo] =[0]
flwo,e1] = =3 =[1]
1 =1 f[l'l]zl f[$0,901,902}=%=@
_ 1 9 1
f[xlsz] = % =1 f[[EO,.’El,.’L'Q,(L‘g] = :2370 =
Ta=2 floo] =2 flov, g, w3) = 351 = 3

I3 = 3 f[xg] =4

5.4. Error de Interpolacién Polinémica

Hasta el momento hemos intentado encontrar un polinomio que pase por el conjunto de puntos
dados. Ahora bien, este polinomio es un “buen” polinomio para lo que queremos hacer que es a
fin de cuentas aproximar la funcién subyacente.

Podriamos definir como medida del error para cada punto z, E(x) = f(x)— P,(x). Hacemos notar
que en los datos del problema, este error es nulo, ya que E(z;) = f(z;) — Py(x;) = yi —y; = 0.

Pero con esta definicion, cémo podemos establecer cudl es el error que cometemos si justamente
f(x) es desconocida.

FEnunciamos a continuacién un teorema que puede ser de utilidad si conocemos ademés algtn
otro dato de f(z) por ejemplo, su velocidad de variaciéon méaxima (o pendiente).
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Teorema 5.4.1 (Teorema de acotacion del error en Interpolacion Polindmica). Sea f de clase
C™L en el intervalo [xo, 2] Y pn el polinomio interpolante a f por las abscisas vg < x1 < ... <
Zn. Luego, para cada x € [xo, x| existe v, € [x0, Ty tal que se cumple la siguiente igualdad para
el error E(x):

n+1 n
Bw) = fa) —pale) = £ O [T o —
=0

Demostracion. Tomemos = € [xg, xy,] fijo. Si x = x; para algin i, la igualdad es evidente, pues
E(z;) = 0. Supongamos entonces que x no coincide con ninguna de las abscisas. Consideremos
la funcién auxiliar F : [xg, x,] — R tal que

H?:o(t — )
[l (z — ;) .

Se menciona, ya que puede resultar confuso, que la funciéon F' depende de la variable t, no de x,
que pensamos fijo. Se observa que F(z;) = 0 para cada i = 0,...,n, y ademés F(x) = 0, por lo
que F tiene al menos n + 2 raices en [xg, z,]. Como f es de clase C" "1 resulta que F también
es de clase C™"*1. Sean py < p1 ... < pny1 las n + 2 raices de F. Aplicando el Teorema de Rolle
en cada intervalo podemos asegurar que existen n + 1 raices pj < ... < p}, para I’ (nuevamente
recalcamos que la derivada es respecto a t). Aplicando reiteradas veces el teorema de Rolle es
posible asegurar la existencia de una raiz v, € [zg,z,] de la funciéon FO+D_ Como p, es un
polinomio de grado n o menos, tenemos que su derivada de orden n + 1 es nula. Entonces, al
derivar n + 1 veces la funcién F' tenemos que:

F(t) = f(t) = pa(t) = (f(2) = pn())

F(n+1)(’}/z) _ f(n+1)(7x) o (TL + 1)! f(:) - pn(HJ) —0.
Finalmente despejando f(z) — p,(x) se prueba el enunciado. O

)n+1

Corolario 5.4.2. E(x) < %!f"“(%ﬂ

: (#n—20)" ' nt1
Corolario 5.4.3. E(x) < ann oo 0.
Pareceria natural pensar que conociendo més puntos se mejora la interpolacién, y se constataria
si se observa que si n crece, también lo hace (n+1)! y el error de interpolacion deberia disminuir.
Sin embargo, podria darse el caso en que f"*1(v;) crezca mas rapido que (n+ 1)! y hacer que el
error aumente.

Un caso destacable en que se aprecia esta particularidad se desarrolla en lo que sigue.

5.4.1. Fenémeno de Runge

El fenémeno de Runge es un problema que aparece al aproximar determinadas funciones apli-
cando interpolacién polinémica con polinomios de alto grado utilizando nodos equidistantes. Fl
nombre se debe a Carl Runge cuando exploraba el comportamiento de los errores al usar inter-
polacién polinémica, descubriendo que en algunos casos, aumentar el nimero de puntos empeora
la, aproximacion.
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Una funcién en la que se puede observar el fenémeno es la llamada funcidn de Runge: f(x) =
1
1+2522°

En efecto, si se interpola usando nodos equidistantes entre -1 y 1, el polinomio resultante presenta
oscilaciones hacia los extremos del intervalo, como se aprecia en la Figura 5.2.

Yy
p1o()
Ay
_ 1
f(2) = o5
c D
x
Figura 5.2: Funcién de Runge e interpolacién
Se invita al lector a determinar la expresion genérica de los puntos z;Vi = 0, ..., n, implementar

el método de resoluciéon de Vandermonde, y verificar graficamente el fenémeno al aumentar n.

El fené6meno demuestra que aumentar el grado del polinomio interpolante en general no es la
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mejor opcidén pese a lo que intuitivamente se podria esperar al forzar al polinomio a pasar por
més puntos de f(z).

Por otro lado, por el Teorema de Stone-Weierstrass, la familia de funciones polinémicas permite
aproximacion uniforme de cualquier funcién continua dentro de un dominio compacto. No obs-
tante, la correcta seleccién de polinomios interpolantes depende de la eleccién de las abscisas de
interpolacion. Este problema de seleccidon de puntos interpolantes es tema actual de investigacion.

Algunas ideas de soluciones a este problema son elegir puntos que no sean equidistantes (ej. nodos
de Chevyshev), utilizar interpolaciéon a trozos, o tal vez se podria imponer en el polinomio
interpolante no solamente que pase por el punto, sino que lo haga con cierta pendiente, obteniendo
asf un mayor control sobre el polinomio.

5.5. Interpolacién de Hermite

En muchas aplicaciones interesa considerar polinomios P(x) que ademés de interpolar a f(x),
interpolan a f’(z), es decir:

P(x;) =y = f(xi)
{P’(%‘) =yl = fl(z;) Vi=0,1,...,n (5.2)

Con estas restricciones, se controla no solamente por qué puntos debe pasar el polinomio, sino
que ademas, con qué pendiente debe pasar por ellos. Es decir, que el P(z) pasaréd por los puntos
(xi,y;) con derivada gy}, donde estos valores son datos conocidos.

Al método que desarrollaremos a continuacion que interpola una funcion f(z) y su derivada f'(z)
en n + 1 puntos se le llama Método de Hermite.

Es interesante observar que en este caso, se tienen 2n + 2 condiciones a imponer, por lo que se
busca un polinomio P(z) de al menos grado 2n + 1, es decir tenemos 2n + 2 coeficientes a hallar.

Es asi que se define el Polinomio de Hermite mediante la siguiente expresion:

Il
3

Honi1(z) =Y (yihi(x) + yihi(x))

i=

o

donde h;(z) y hi(x) pasan a ser nuevos polinomios, también de grado al menos 2n+1 a determinar,
pero que deben cumplir para todo 0 < 4,5 < n:!

iPero en esta ecuacién hemos introducido 2n 4 2 nuevos polinomios! ;Cémo puede ser esto mas
conveniente?

Isii=j

1 J—
Recordamos que §;; = { Osiitj
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Antes de responder esto, veamos primero que las condiciones impuestas hacen que Hapy1(x)
interpole f(z) y f'(x) en los puntos x;, es decir, que es equivalente al sistema 5.2. O dicho de
otro modo, evaluando en cualquiera de los puntos, por ejemplo en zj, deberiamos constatar que

Hopy1(zk) = yr y Hypoy (21) = y,-

En efecto, evaluando en zj se anulan todas las ﬁi, pues BZ(:U]) = 0Vi,j, y ademds se apagan
todas las h;, salvo la k-ésima, pues h;(xp) = 0 para todos los i, salvo cuando i = k, que vale 1.
Es decir, que en toda la sumatoria, solamente sobrevive el término yrhy(zx) = yg.

/

'hi(z)) y verificar de forma

Se deja como ejercicio constatar que Hj, (x) = S =t (yihl(z) +y
andloga, qué ocurre al evaluar en zy.

Finalmente, es posible demostrar que los h;(x) tienen la forma:

hal) = [1 — 20 (o) (& — )] (1 ())? (5.3)
y que los h;(x) tienen la forma:

hi(z) = (z — 1) (li(2))?

en funcion de los polinomios /;(z) de la base de Lagrange.

Vamos a deducir 5.3:

L. hl(z;) =0 Vj= hli(z)=Li(x)r(z)/r(z;) =0

2. hl(l’]) = (5,7‘ = hz(x) = lz(x)Q(x)

para ciertos r(x) y ¢(z) que completan el grado de hl(z) y hi(z).
Derivamos hl(z) = li(z)q(z) 4+ l;(z)q (x) = li(x)r(z).
Entonces [; divide también a q y asi ¢(z) = [;(x)s(x), para cierto s(z).

Ahora, remplazando tenemos que h;(x) = I2(z)s(z). Pero el grado de [?(z) es 2n — 2, por lo que
s(z) debe ser un polinomio de grado 1 y asi:

hi(x) = I2(x)(ax + b)

Para hallar a y b imponemos:
1. hli(zj) = 0 = 20;(x;)l(z;) (az; + b) + 12(z;)a =0
2. hi(z;) = 1= 12(z;)(az; +b) = az; + b= 1

que resulta en un sistema lineal de dos ecuaciones con dos incégnitas, con solucidn:

a = —2l;(x;)
b=1+ 2[;(.%’1).1’1

Sustituyendo se llega a 5.3.
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Ejemplo 5.5.1. A modo de ejemplo, expresemos el polinomio interpolante de Hermite de la
funcion f(z) = sen(x) por los puntos xg =0y z; = 7/4.

La tabla de datos es la siguiente:

Los polinomios base de Lagrange son:

lo(z) = (1 - %x)

hr) =

X

Si recordamos la expresién dada anterior para el polinomio interpolante, se tiene en este caso:

Hg(l‘) = O.ho(x) + 1.50(1’) + ?hl(w) + ?El(x)

Ahora:

El polinomio de Hermite esta intimamente relacionado con el polinomio de Newton en que ambos
permiten ser derivados y calculados mediante el método de diferencias divididas. En este caso,
debemos tomar los coeficientes de la diagonal de la tabla de diferencias divididas y multiplicarlos
por el k-ésimo polinomio de la base de Hermite que tiene la siguiente expresion []1" (z — x;),
asf como lo hacfamos cuando generamos el polinomio de Newton.

Visualicemos el procedimiento mediante un ejemplo:
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Ejemplo 5.5.2. Continuando con el caso de la interpolacion de f(z) = sen(x) mediante Hs(z),
ilustraremos cémo se puede obtener también el polinomio de Hermite utilizando el esquema de
diferencias divididas. En ese caso:

0 0
0 0 1

w4 V22 AT 969

R = N S

Por lo tanto el polinomio interpolante de Hermite de la funcion f(z) = sen(x) por las abscisas
xo=0y x1 =7/4 es:

4(2v2— 2v2+4) —16v2
Hg(.%’):x—l-({r;ﬂ.)lj{—ﬂ-( \f+ 2) \[jx2

(x —/4)

T
Hj3(z) = x — 0,12692% — 0,15162%(x — 7/4)
A

A continuacién enunciaremos sin demostrar que el error de interpolacion en el intervalo [zg, 2]
tiene la forma:

_ [rRE()

(@) = Hona () = T2 (@ — o) (@ = m1)? (= 2w, €(2) € [, )

donde asumimos que los puntos se encuentran ordenados zg < x1 < --- < x, por simplicidad.

Laidea de la demostracion consiste en llevar el problema a otro de interpolacioén clasica de puntos.
Se tiene por un lado los n + 1 puntos de interpolacion (z;,v;),i = 0,..,n, y se introduce una
sucesion de puntos artificiales («7, y!') de manera que la pendiente generada por los segmentos
(xi,v:), (z],y!') coincide con y; y cada z] converge a ;.

En el resultado es entonces idéntico al de interpolacion polindémica, donde ahora figuran cuadrados
(pues los puntos son “dobles”).

Ejemplo 5.5.3. Es asi que una cota superior posible para el error entre f(x) = sen(x) y Hs(x)
en el intervalo [0, 7] es Epae < %(W/Zl)z(w/él)? En nuestro caso f®(z) = sen(x), por lo
tanto max(g /4 1@ (z)| = Méx[g /4 Sen(r) = sen(m/4) = g Luego, una cota superior para el
error (que no es rigida) es:
V21
c= Y2

4
-2 (3) ~1,1212102

4
A

Finalmente, para cerrar esta seccion, veremos que al igual que en el método de Newton, podemos
construir el polinomio interpolante de Hermite mediante un proceso iterativo en el que en cada
paso se lo obliga a pasar por un nuevo punto con cierto valor de derivada.
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Si denotamos por P, (z) el polinomio de Hermite que interpola (z;,v;,y.) para i = 0,...,n'y
tenemos un punto adicional (p41, Yn+1, Y, +1), entonces

n

Pori(@) = Po(2) + [a+ b(x — z010)] [ [ (& — 22)°
i=0
Imponiendo la condicion Pp,y1(2n41) = ynt+1 se despeja el valor de a y luego usando que la

T—x;

derivada de [[\_o(z—x;)? es (Z?:o 2 ) [T\ o (z—=;)?, se puede obtener de P! 1 (znt1) = Yh 41
el valor de b.

Observar que po(z) = yo + y,(z — z0).

5.6. Interpolaciéon Lineal

La forma més béasica de atacar el problema de interpolar un set de puntos counsiste en algo que
puede realizar casi cualquier persona: unir los puntos.

Matematicamente, se debe expresar entre cada par de puntos la ecuacién de una recta que pase
por ellos:

y=L0() =Y 7Y o1y,
Tit1 — T

Esta expresion es solamente valida en el intervalo [x;, z;11], habiendo distintas “férmulas” para
cada tramo, por lo que este método recibe el nombre de interpolacién lineal a tramos.

Repasemos las ventajas de este tipo de interpolacion:

= Es simple.
= Al agregar més puntos mejora la aproximacion.

» Agregar puntos es facil (por ser un método local).

Sin embargo, su principal desventaja es que, a diferencia de las anteriores formas de interpolacion
polinémica, no es derivable en los x;. En las proximas secciones mostraremos otros tipos de
interpolacién a trozos para los que se obtienen curvas mas suaves que subsanan la no derivabilidad
de este método, pero antes, observemos que el error es:

_ f"(0) 2L70) | o _
IL(2) = f(@)|f@s2:1) = (@ = 23)(x — @ig1) 5| 2 |h" 75| sl suponemos @i, — i = h.
Es decir que si la distancia entre los z; es h, el error es O(h?).

Se deja como ejercicio al lector interesado mostrar que el error entre las pendientes para x # x;

es |L'(x) = f'(z)| = O(h).
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5.7. Splines ciibicos

La interpolacién por medio de Splines resuelve el problema de encontrar una funcion de clase
C? que interpole un conjunto de datos.

Para tal fin, realizaremos una interpolacién a trozos utilizando en cada intervalo I; =
[i,4i41] Vi =0,...,n — 1 un polinomio ctbico s;(x).

A estos polinomios se les impondra no sélo por donde deben pasar en sus extremos (como el caso
anterior), sino ademés con una pendiente y una concavidad tal que se solapen con la pendiente
y concavidad del préximo polinomio con el objetivo de obtener una curva dos veces derivable en
todos los puntos.

Le llamaremos Spline a un polinomio interpolante cibico a trozos con derivadas primeras y
segundas continuas.

Por tanto, dos splines adyacentes quedan relacionados por las siguientes ecuaciones:

Se comenta que puede verse cada spline como un polinomio cibico a trozos de Hermite.

Es asi que entre cada par de puntos [x;, ;+1] tengo un polinomio ctibico con 4 pardametros. Por
ende tengo en total 4n incégnitas.

Por su parte, contando la cantidad de restricciones impuestas por cada item tenemos: n por pasar
por el extremo izquierdo del intervalo, n por pasar por el extremo derecho del intervalo, n — 1
para tener derivada continua, y n — 1 para tener concavidad continua, totalizando 4n — 2.

Obsérvese que tenemos méas incognitas que ecuaciones, nos faltarian dos restricciones mas que
corresponden a las derivadas en los extremos {zg, z, }.

Las constantes y pardmetros anteriores se pueden escribir a partir de los datos como:
" 1y =i —
_ z—x;
t= >
= Aj = Yit1 — Y

= di = si(xi)
y ademas

Si(l’z‘ + thi) =Y + tAi + t(t — 1)(Al — hldz) + tQ(t — 1)(hl(dl + di+1) — QAZ)

Veamos que pese a lo intrincado de la formulacion, s;(x; + th;) cumple todo lo que debe:
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1. si(z;) = y; se constata sustituyendo t = 0.

2. si(xi+1) = yi+1 se verifica haciendo ¢ = 1 resultando s;(x;+h;) = si(xiy1) = yi+Ai = Yit1.

Ahora derivamos respecto a t:

sg(a:, +thi)h; = A + (2t — 1)(A; — hid;) + (3t2 —2t)(hi(d; + diy1) — 24)
3. si(wi)hi = A — (A — hid;) = hid;

4. si(xip1)hi = A + (A — hidi) + (hi(d;i + dig1) — 28;) = dig1

Bien, ahora calculemos la derivada segunda:

e imponemos s} (z;) = s, (zi41)

=

1 1
= ﬁ [QAl — thdi +4hi(di + di-l—l) — SAZ] = [2Ai+1 — 2hi+1di+1 — 2hi+1 (di+1 + di+2) + 4Ai+ﬂ
i 1+1

1 1
= ?[—6Ai + 2hid; + 4hid;1 1) = hT[6Ai+1 —4hiy1diy — 2R 1diyo]
5 i1

De donde finalmente se obtiene:

2 4 4 2 6 6
di+ (o~ +—)di —dita = 54 SIAY
h? + (hi + hi—l-l) +1+ T +2 h22+1 41+ h?

que es un sistema de ecuaciones lineales que permite calcular explicitamente los d;.

Obsérvese que con los d; es posible calcular los 4 coeficientes del Spline ya que tenemos 4 ecua-
ciones que lo determinan:

si(xi) =y
5i(Tit1) = Yit1
si(w;) = d;
si(i1) = dit1

Si especificamos dy y d,, se llama Spline completos. Si imponemos que dy = d,, = 0 se llama
Spline natural.

Un dltimo comentario sobre este tema es que la matriz resultante asociada al sistema con incog-
nitas d; es un sistema tridiagonal para el cual existen técnicas eficientes de resolucion.
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5.8. Curvas de Bézier*

Una curva de Bézier es una forma de interpolar puntos. Sin embargo, en este caso, dado un
conjunto de puntos Py = (20,%0),---,Pn = (Tn,yn), la curva de Bézier sélamente unira los
extremos de la serie, es decir Py con P,, a los que se les llama “puntos de anclaje”. Los otros
puntos (por los cuales en general no pasara la curva) se denominan “puntos de control” y funcionan
como controladores de la forma que tomaré la curva, es decir, proporcionan informacién sobre
la direccién y movimiento que trazara la curva.

Curva lineal de Bézier:

Dados los puntos Py y Pi, una curva lineal de Bézier es una recta entre los dos puntos:
B(z)=(1—-2)Py+azP; Vze€][0,1].

Curva cuadratica de Bézier:

Dados los puntos Py, P; y P», una curva cuadratica de Bézier viene dada por la siguiente funcion:

B(z) = (1 —2)?Py+2x(1 — x)P, + 2°P, Vz €[0,1].

FEn general, dados los puntos Py, P, ..., P,, una curva de Bézier de grado n es:
B(z)=>1",(1—2)" 2P Vzel0,1].
Propiedades:

= Fl poligono formado por los puntos Py, Py, ..., P, se denomina poligono de Bézier.

= La curva de Bézier se encuentra en el interior de la envolvente convexa del poligono de
Bézier.

= El comienzo de la curva de Bézier es tangente al primer segmento del poligono de Bézier
Py Py, lo mismo ocurre con el final de la curva y el altimo segmento del poligono.

= La curva de Bézier es C°.

Las curvas de Bézier encuentran su aplicacion en sistemas CAD, dada su intuitiva interactividad
con el usuario.
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Capitulo 6

Ecuaciones Diferenciales

Muchas de las leyes de la naturaleza, asi como multiples problemas y aplicaciones de la ciencia,
ingenierfa, economia, pueden expresarse mediante ecuaciones diferenciales.

Definicién 6.0.1. Una ecuacidn diferencial es una ecuaciéon que relaciona las derivadas de una
o méas variables dependientes respecto a una o mas variables independientes.

Definicién 6.0.2. Una ecuacion diferencial ordinaria (EDO) es una ecuacion diferencial que
relaciona una funcién desconocida de una tnica variable independiente con sus derivadas.

Por ejemplo, y(z) es una funcion que depende de sélamente de la variable independiente x. Por
tanto, ¥’ = %y + 2y es una EDO.

Definicion 6.0.3. Se llama orden de una ecuaciéon diferencial al orden de la derivada méas alta
que aparecen en la ecuacién.

Ejemplo 6.0.1. La ecuacion y” + e®yy’® = sin(z) tiene orden 2. A

Definicién 6.0.4. Dada una funcion f : R?> = R, el Problema de Valores Iniciales consiste en
hallar la funcion y = y(x) tal que:

"(x) = f(z,y(x
Py [V @) = Ty

y(zo) = 3o € R.
Es decir que es una EDO tal que su solucién cumple cumple en el punto zp una condicién
suplementaria.

Mencionamos ademéas a modo de ejemplo que en la EDO 3 = 2%y + 2y, f(z,y(x)) = 2%y + 2y.

Para muchas ecuaciones diferenciales es posible determinar la solucién exacta como se ve en
otros cursos. Para muchas otras, esto no es posible y mediante métodos numéricos encontraremos
soluciones aproximadas.

Es asi entonces que nuestro objetivo es obtener una grilla {z} y valores {y;} tales que yi sea
una aproximacion de y(xy), siendo y(x) la solucion exacta de la ecuacion diferencial.

En general, si se desea obtener una aproximacion de y(x) en un intervalo [a, b] para x, entonces

k|b—al
N

se toman valores equiespaciaciados para x. La expresién queda zp = a + para un cierto

101
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N, con k € {0,...,N}. Al valor h = ‘b;Na' se le llama paso. Si los pasos no son equiespaciados,
debemos explicitamente hacer referencia al paso k-ésimo: hy = xp41 — Tg.

Observacion 6.0.1. Ecuaciones diferenciales de mayor orden se pueden expresar como ecuaciones
diferenciales (vectoriales) de orden 1, por lo que bastarfa desarrollar métodos de resolucion para
estas ultimas.

Por ejemplo, consideremos una ecuaciéon diferencial de orden 3 que puede escribirse de forma
genérica como:

"y y,x) =0
o bien

v =9 y,y,)

FEntonces realizando los siguientes cambios de variables tenemos:

z1(z) =y 71(z) = zo(z)
n(x) =y = 2%)=2()
z3(w) = y" z3(x) = g(v", Y, y, )

Ahora, tomando el vector 2 = (21, 22, 23), podemos reescribir la ecuacion diferencial de orden 3,
como una ecuacion diferencial vectorial de orden 1:

dz =
% — (Zlaz2az3a$)

~ z2(2)
donde f(z) = z3(x)
9(z3, 22, 21, )

6.1. Meétodo de Euler hacia adelante

y'(z) = fz,y(x))
y(xo) = yo € R.

En el método de Euler, o método de la tangente, se aproxima la derivada en el punto z; mediante
el cociente entre la diferencia de dos pasos consecutivos yiy1 € yr y el paso h.

Sea el (PVI): {

Se obtiene la ecuacidn en diferencias

Ye+1 — Yk

g y'(vx) = f(zr,y(xr) = f(2r, yr)
o sea Yri1 = Yk + nf (Tk, yr)-

Definicién 6.1.1. Una ecuacidn en diferencias es una relacion que deben cumplir idénticamente
los términos de una sucesion.
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/®( 3,93)

($2,y2)

(®1,91)

a2
\+U5y J0)

Figura 6.1: Método de Euler

Por tanto, el método de Euler hacia adelante consiste en la siguiente iteraciéon:

y1;E+1 = ykE + hf(zk, ?/l;E)

E

(Euler hacia adelante):
Yo = Yo

donde en el caso de pasos regulares se toma xp = xg + kh con h > 0 fijo.
Otra forma de deducirlo es mediante integracion en el intervalo [z, xk11], se tiene la siguiente
identidad:

Tk+1

mmﬂj—wm»:/“ F (@ y(a))da

Tk
El método de Euler hacia adelante se obtiene de estimar la segunda integral con un rectangulo
con altura f(xg,yx). Notese que se conoce yo:

Yr+1 — Yk = hf (T, y)
Una tercera forma de verlo, consiste en considerar el desarrollo de Taylor:

2

Yo+ 1) = ylo) + hyf (@) + oy (), €€ (rath)

Sustituyendo la derivada dada por la EDO en el desarrollo, se tiene

y(x +h) =y(z) + hf(z,y) + O(h?)

Despreciando el término de segundo orden, evaluando en x, tenemos

y(rry1) = y(zr) + hf(er, y(zr))

Finalmente, aproximando y(z) por y; nuevamente obtenemos la iteracion del método de Euler:
Yk+1 = Yk + hf (Tk, yr)-
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Ejemplo 6.1.1. Sea la EDO
y =xy’+y x€[0,1]
y(0) =1

Tomando N = 10, entonces z; = 0 + k(llao) = %, con k € {0...10}

Sabemos que f(x,y) = ry? + y, entonces calculamos:

=y =1

n yl:y()‘i‘%of('r()ayo):1+%f(0’1):%

_ 1 _ 1 1 1 11y _ 1 1|1 (112 _
- y2_yl+Tof<$1’y1)_E"‘Tof(TOvE)_T0+1TJ[To(ﬁ) +To}—r+ﬁ+m

nys=yo+ 15/ (T2,02) = . ..

A
Ejemplo 6.1.2. Sea 3y’ = y, y(0) = 1. Sabemos que la solucion exacta es y(x) = e*. Vamos a
hallar una aproximaciéon de la solucion en [0, 1]. Tomamos hy = % Vamos a hallar y1,...,9,
para i,...,Tp.
w yo =1

sy =1l+iyp=1+2
= () = ()
cup= (15 =0+

n

; . 1 ) 1\n .
Sabemos. que y, deberia ser igual a y(l) =e =cy tlamblen que (1. + n) — e con n creciente.
Se aprecia entonces que cuanto mas chico es el h, mejor es la aproximacién.

A

El pseudo-codigo para resolver un PVI usando Euler hacia adelante en [0,z ] podria ser:

Algoritmo 10 Pseudo-cédigo: Euler hacia adelante
Dados y(1) = yo; (1) =0; i =1; h; f;
while z(i) < 2y do
y(i+ 1) <= y(i) + hx f(2(2), y(i))
z(i+1) < x(i)+h
1+—1+1
end while
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6.2. Elementos de los métodos numeéricos aplicados a EDOs

Definicién 6.2.1. Un método de un paso consiste en un método donde g es el inico dato que
se usa en el paso en que se calcula ygy1.

Ejemplo 6.2.1. El método de Euler es un método de un paso. A

Si el método requiere mas de un dato previo para determinar yiy1 diremos que es un método
multipaso.

6.2.1. Precision

Definicién 6.2.2. El error global Ey1 en el punto a1 es la diferencia entre yiy1 y el valor
en xp11 de la solucion exacta al PVI con y(zg) = yo, es decir, la que pasa por (zo, yo)-

Definicion 6.2.3. El error local ex11 en el punto xp; es la diferencia entre ygy1 v el valor en
xp4+1 de la solucion exacta al PVI con y(zx) = y, es decir, la que pasa por (z, yx).

y, = f(a:,y)

, entonces:
y(To) = yo

Si denotamos por y(xgi1, o, Y0) a la solucion exacta de {

» Error local en el paso k + 1 es: exy1(h) = y(Tgt1, Thy Yk) — Ykt 1-

» Error global en el paso k+ 1 es: Exi1(h) = y(Tg+1, 0, Y0) — Yk+1-

Anteriormente, el desarrollo de Taylor de y(x) en zj evaluado en xyy1 nos habia brindado la
expresion:
h2
Y(@rg1) = y(zg) + b f (@ y(@n) + 59" (&), &k € (Tks Thg1)
Por otra parte, la ecuaciéon en diferencias para el método de Euler es:
Ye+1 = Yx + i f(Tr, yr)

Restando ambas expresiones se obtiene una expresiéon para el error global

Erp1 = y(Tp11) — Yer1

2
= yle) — s+ el (n)) — o )] + ()
S

Error Local

Error de Propagacion

El error local seria el tiinico error que estaria cometiendo en yg11 si yx fuera igual a y(zy). Observe
que si en la expresion anterior yy fuera igual a y(xy) sélo permaneceria el dltimo término.

FEl error global viene de calcular términos anteriores, existiendo en cada paso un error local y
acumuldndose el error de propagacién.

Ahora bien, si continuamos analizando el error de propagacion:
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s y(an)) = f (@ yr) = G (on, 0) (y(en) — yr)

Factor de amplificacion

8f hi /!
Epp1= [1+ hk@(wkae)] (y(zr) — ye) + 25 Y (&k)
~—~——

Error de Propagacion Error Local

Por tanto, usando hy = h:
= Si|l+ hg—g(:vk, )| < 1 los errores no se amplifican.
= Si|l+ h%(xk7 )| > 1 los errores se amplifican.

Buscamos un paso h tal que |1 +hg—£| <ls-1<1 +hg—£ <ls&

S 2< 1+ hg—g < 0 lo cual conforma un intervalo de estabilidad.

= Si % > 0 siempre estamos fuera del intervalo de estabilidad.

= Si % < 0 podemos elegir h para caer dentro del intervalo de estabilidad (si hi, ..., kg son
distintos pedimos que todos cumplan). Buscariamos \hk%] < 2. Si L es una cota superior

para |g—£], bastarfa tomar hy < %.

En el caso vectorial (yr € R™, z; € R), para el control del error de propagacion, en lugar de
9L (11, 0) usamos Jy(xy, 0), donde:

87y
% % gf 1
Y1 Y2 e Ym
o o - Oh
Jy — ?'Jl ?:/2 Z{m ’ 0 c RTL
Ofm  Ofs Ofm
Oy1 Oym °° Oym

Por lo que ahora, el error de propagacion tiene la siguiente expresion:

EPy1 = (I+ hJy(xy,0)) Ey
donde:

» Si I+ hJy(xg,0)| <1 los errores no se amplifican.

» Si [T+ hJy(xg,0)| > 1 los errores se amplifican.
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6.2.2. Estudio del error

Hipo6tesis: Se asume de ahora en adelante que existe una region D C R? tal que

0f(z,y)
1< 2222 <L Y(z,y) €D
<=5, = (z,y)
Teorema 6.2.1. Si los errores locales ey, < €, entonces el error global cumple
L | Bp(h)] = ly(ar) — el < e
Lkh 1

2. |Ex(h)| = ly(zk) —yk| < 57— <5,
3. 81 L =0, entonces |Ex(h)| = |y(zr) — yi| < ke

Desarrollamos a continuacién la demostracién del resultado 2. Si suponemos hy = h, sabemos
que:

0 hi
B = [+ W5 (a0 + Sy (6

Ademds, si %(xk, 0) < Ly e <e Vk queda:
|Ekt1| < (1+RL)|E| +¢ VE
Haremos uso del siguiente lema:

Lema 6.2.2. Sea wy una sucesion que cumple wrr1 < Awp +b, A >0, A #1, Ab € R.
Entonces:

Ak —1
< woA* +b
wi < weA” + 11
Tomando A =1+ hL, b = ¢ tenemos
1—hL)F -1
Ep| < 1+ hL)*|E (—
Bl < (14 L) B+ e S
Como |Eg| = |y(xk) — yi| resulta que |Ep| = 0 y asi
(1—hL)k -1

ELl <
|Ex| <e T

Por otra parte e’ =14 hL + @ + ..., entonces 1 + hL < el

(1—hL)F—1 ekl 1
< <
Bl <=7 =SThL

A su vez, como estamos resolviendo la ecuacion en [a, b, llegamos a que kh < b — a. Finalmente
(b—a)L _q
e
Byl <e——— =c—
Bl < e=—7 h

con c¢ constante.

Vemos ademés que el error global Ej es un orden menor (en h) que el error local.
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6.2.3. Control del error local
Error local debido al truncamiento

Sabemos que el error local tiene la expresion:

h2
err1 = oY (&) & € (Tr, Try1)

1oy V@) =y (@n) _ fErpy@ee)) = f@ey(@e) o f@eenyer) = F@eye) 0
y Tp4+1—Tk Tp+1—Tk Tp+1—Tk Yk
Por lo que llegamos a que:

h2
1 = ?k?ﬁc"

y si buscamos ep;1 < € debemos elegir hy < , /%.

Observacion 6.2.1.

. . . e
= Podemos buscar un h para que el error relativo sea menor que d: imponiendo ﬁ < 6,

procedemos de igual forma para determinar h.

= En ocasiones, para cubrirnos elegimos hi < 0,9,/ y?;,,.

= A veces se toma hy = min{0,9,/-25, h}, donde h es un valor maximo prefijado para el

y‘.’k: )
paso.

Interesa trabajar con métodos para los cuales el error global debido al truncamiento es un infini-
tésimo en h. Recuérdese que por un teorema anterior, el error global por truncamiento se acota
por cy. Esto motiva la siguiente definicion:

Definicioén 6.2.4. Se dice que el método es consistente si limy,_q w =0

Definicion 6.2.5. Se define como orden de consistencia al orden del infinitésimo @

Ejemplo 6.2.2. En el método de Euler M = %Hyﬂnoo,[a’b} — 0, por lo que es consistente

de orden 1. A

6.2.4. Estabilidad numérica

La estabilidad numeérica refiere a la distancia entre la solucién de la ecuacién en diferencias yi y
la solucién numeérica §r en la que aparecen errores de redondeo.

Es decir, la solucién g es la que obtenemos cuando resolvemos la ecuacién en diferencias en

maquina.

Definicién 6.2.6. Un método es numéricamente estable si Ej, = 4, — yj, se mantiene acotado al
crecer k.
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Error local debido al redondeo

Analicemos el error local debido al redondeo en el paso k:
Ye+1 = Yk + hf (T, Yk)

Uk+1 = Yk + I f (x, Yr) + ek

donde ¢j, es el error numérico introducido en cada paso.

Los errores numéricos se mantienen acotados si |1 + h%(@ﬂ <1

Notese que esta restriccion depende del método y del propio problema (a través de g—]yc).

Por tanto, salvo en el caso de Euler (y de otros métodos también simples) el estudio de la evolucion
de Ej, es muy engorroso. En general, para estudiar este tipo de propagacion se estudia qué ocurre
en una ecuacién diferencial lineal de variable compleja sencilla que se denomina problema test
y que definiremos luego del siguiente ejemplo.

Y =y
y(0) =«

Ahora, aplicando el método de Euler:

T

Ejemplo 6.2.3. { tiene solucion y(z) = ae™

Y1 =Y + h(=yr) = (1 = h)y
yp1 = (1 — h)Flyg

P
\1+ha%\ = |1 —h

Para que Euler sea numeéricamente estable, h debe ser tal que [1 —h| <1=0<h < 2. A

Problema Test

Definicion 6.2.7. El Problema Test es la siguiente EDO:

Y =qy

(Problema Test):
y(0) =1,

siendo ¢ un ntmero complejo arbitrario.

La solucién al problema test es y = €97,

Definicién 6.2.8. Dado un método iterativo que genera una sucesion {y, } al aplicar el Problema
Test, su region de estabilidad R es el conjunto de complejos z = hq tales que la sucesion {y,}
permanece acotada. Formalmente:

R={z=hqeC:3k>0,|y,| <k, Vn € N}.

Calculemos la region de estabilidad para el método de Fuler hacia adelante. Al aplicar FEuler
hacia adelante al Problema Test tenemos que:

Ykt1 = Yk + h(qyr) = (1 + hq)ye = (1 + 2)yi-
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Por induccion completa se obtiene que y, = (1 + 2)*yo = (1 + 2)¥. Esta sucesion permanece
acotada si y solamente si |1 4+ z| < 1. En términos gréficos, el complejo z = hq debe permanecer
dentro del disco unidad centrado en el complejo —1 + 0.

RE={hgeC:|1+hg <1}

I'm(hq)

Re(hq)

N

-~
A

Figura 6.2: Region estabilidad (E)

La region de estabilidad caracteriza al método, ya que resulta de aplicarselo al problema test,
y no a ningin problema concreto. En cambio, el valor admisible méximo para h si depende del
problema (a través de q).

Ejemplo 6.2.4. Sig=—-10=0<h <0,2.Sig=—10+10i =0 < h <0, 1. A

Observacion 6.2.2. El Problema Test evita realizar, en métodos mas complejos el estudio de
propagacién del error Ep = g — Y-

6.2.5. Convergencia

Definicion 6.2.9. Diremos que existe convergencia en un método cuando se cumple:

= FExistencia de consistencia.

s Estabilidad numeérica.

6.3. Otros métodos

6.3.1. Meétodo del trapecio

y'(x) = fz,y(x))

Sea el (PVI):
y(xo) =yo € R.
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El método del trapecio se puede deducir mediante integracion en el intervalo [zy, 2k 1], anélo-
gamente al método de Euler hacia adelante, obteniendo la siguiente identidad:

e~ @) = [ feye)ds

T

Sin embargo, en este caso la integral se aproxima con un trapecio con bases f(xg,yr) y
f(zrs1,yr+1) (en vez del rectangulo con altura f(zy,yr)) llegando a una relacion similar:

h
Ykt+1 — Yk = §[f($k,yk) + f(Tht1, Yt1)

Por tanto, el método del Trapecio consiste en la siguiente iteracion:

T _, T h T T
(Trapecio): {y’%“ =Y + 31/ (@6 ) + f(@re1, Yiin)]
Yo = Yo

siendo xp = x9 + kh, Tp+1 = x + h en el caso de paso h > 0 fijo.

Definicion 6.3.1. Un método implicito es un método donde y1 aparece también en el segundo
miembro dentro de la funcién f, en caso contrario, es un método explicito.

Ejemplo 6.3.1. El método de Euler es un método explicito mientras que el método del Trapecio
es un método implicito. A

Observacion 6.3.1. 1. El método del trapecio es implicito, pero si f es lineal en su segunda
variable, se puede obtener una expresion explicita para ygi1.

2. Podemos usar Euler para encontrar un valor inicial para yx11 y luego aplicar un esquema
iterativo.

3. Veremos que el método del trapecio es de orden mejor que Euler.

Resolucion de método implicito

Para poder determinar y,1 en cada paso, una solucién es pensar el problema como una ecuacion
de punto fijo (z = g(x) en la que yg+1 toma el rol de x) y aplicar una iteracion como las vistas
en capitulos anteriores.

n h n
yk——:—_ll =Ykt §[f($k,yk) + f(@k+1, Yig1)] (6.1)

Todos los valores con subindice k£ son conocidos del paso anterior.

Un criterio suficiente de convergencia para la iteracién anterior es:

hlof
Q‘ay(i%yk) <1 Vk

y cuanto menor se dicho valor, més rapida es la convergencia.
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Debemos hallar un valor inicial para comenzar iteracion, es decir, estimar y,g 41 Para ello, en
ocasiones suele utilizarse un método explicito simple, por ejemplo, usando un paso de Euler.

Yoi1 = Yk + hf(zr, yr) (6.2)

Esta tltima férmula 6.2 se llama predictor, y la férmula 6.1 corrector. El procedimiento general
se llama método predictor-corrector.

La iteracién se puede parar controlando la diferencia ygill — Y1 respecto de una tolerancia

establecida, o fijando el nimero de iteraciones. La tltima idea es la mas comin. Es deseable
elegir un predictor apropiado de forma que baste con una sola iteracion (del corrector) para
lograr la precision deseada.

Son muy usadas las formulas de Adams-Bashforth como predictor, donde el valor inicial se expresa
de la forma:

Yir1 = Yk + %[23f(xk7yk) —16f(zp—1,Yr—1) + 5f(Tr—2, yx—2)] (6.3)

En ocasiones, debido a la forma de f, no es necesario realizar la iteracién asociada al punto fijo,
por ejemplo, si f es una ecuacién lineal en y.

I
y =xy

Ejemplo 6.3.2. Apliquemos el método del trapecio a { 0) =1
y =

h
Yer1 = Yk + 5 (TrYk + Tht1Ykt1)

Es posible despejar yx41 ¥ no es necesario aplicar predictor-corrector.

h h
Y1 (1 — 5Tk | = Uk + o5 Yk

1+ %xk
Ye+1 =\ 7. | Y%
1- 2 Lk+1

Esto se debe a que f es lineal. A

Veamos ahora un caso en que f es no lineal.
Ejemplo 6.3.3. Sea 3/ = f(z,y) = ye™ + 3>
Aplicando el método del trapecio:
h TkYk 2 Tht1Yk+1 2
Yk+1 = Yk T 5 (yke + Y + Yppre PR ka)

de la cual no es posible despejar yx1.

Planteado como problema de punto fijo tenemos la siguiente expresion:
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h n n
ygj_-ll =y + 5 (ykeﬂﬁkyk + y]% + yg+1€xk+lyk+l + (yl?—&-l)Q)

Orden de consistencia (T)

2
(o) = ylew) + by () + oy (ex) + O

y'(xkﬂ)h— y' () +Oh)

y”(xk) —

= ylkin) = y(e) + 51 y(oe) + F @y + O0)

Para analizar el error local consideramos yi = y(z).

Y(rker) = vh+ ol y(on) + Fm ylzn))] + O0)

Por otra parte, el método del Trapecio es:

h
Yk+1 = Yk + §[f(90k:7yk) + f(Zrs1s Yrg1)]

La diferencia entre estas dos tltimas expresiones es un término de orden 3 (O(h?)), y el error
local es entonces O(h3). Esto quiere decir que el método del trapecio es consistente de orden 2.

Region de estabilidad (T)

En el caso del Trapecio, para calcular la regién de estabilidad, se tiene que yx+1 = yi + %(qyk +
qYk+1), por lo que (1 —qh/2)yx+1 = (1 4+ qgh/2)yk, y por induccion (usando que yo = 1) tenemos

k
que yx = (}fg%g) . La acotacién requiere que la base debe ser en magnitud igual a 1 o menor,

por lo que debe cumplirse que |14 gh/2| < |1 — gh/2|. El conjunto de complejos hq que verifican
tal condicién cumplen que la distancia al complejo —1 debe ser menor o igual que la distancia al
complejo 1. Esto ocurre precisamente cuando gh se halla en el semiplano con parte real negativa,
o el eje imaginario.

RT = {hq € C: Re{hq} < 0}
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Im(hq)

Re(hq)

Figura 6.3: Region estabilidad (T)

6.3.2. Meétodo de Euler hacia atras

y'(z) = f(2,y())
y(xo) = yo € R.

En el método de Euler hacia atras se puede obtener aproximando y'(zg11) ~ f(Zrr1,Yrr1) ~
Ye+1—Yk
.

Sea el (PVI): {

Luego, imponiendo la igualdad fracyxs1 —yrh = f(Tgi1,Yrsr1) tenemos yri1 = yr +
hf(Trg1, Yrt1).

Por tanto, el método de Euler hacia adelante consiste en la siguiente iteraciéon:

yb =yt + hf (e, yld))

EA

(Euler hacia atras):
Yo = Yo

Otra forma de deducirlo es mediante integracion en el intervalo [zg,xp41], al igual que en el
método de Euler hacia adelante, se tiene la siguiente identidad:

Tk+1

y(ner) — y() = / f (@ y(e))de

Tk

Sin embargo, en este caso la integral se aproxima con un rectangulo con altura f(xgi+1, yr+1) (en
vez del rectangulo con altura y) llegando a una relacion similar:

Ykt1 — Y& = R (Zps1, Yrg1)

Nuevamente se obtiene un método implicito, pero si f es lineal en su segunda variable, se puede
obtener una expresion explicita para yx41.

Para el caso general, se procede de igual manera que para los métodos implicitos, considerando
cada iteracién como un problema de punto fijo.
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Ejemplo 6.3.4. v/ = f(x,y) = xy Aplicando Euler hacia atras

Yk
Ykl = Yk + hpgp1 + U1 © Yep1(1 = hop) = S Ypp1 = | ———
1-— h$k+1

con xpr1 =a— (k+1)h. A

Ejemplo 6.3.5. f no lineal: v/ = f(x,y) = ye™ + y?
Planteado como un problema de punto fijo tenemos

Yit1 = 9(Ykt1) = Y + hyppre eVt 42

Orden de consistencia (EA)

Este método tiene orden de counsistencia 1. Se deja su demostracién como ejercicio.

Regién de estabilidad (EA)

Para calcular la regién de estabilidad para Euler hacia atréas, aplicamos el problema test:

0 k+1
Yk+1 = Uk + hayrr1 = Yer (L= hq) = yk = yp1 = )

FEntonces, para que los y, queden acotados se tiene que cumplir que

1

_ <le|l-hgl>1
|1 — hql | |

RFA={hqe C:|1 - hg|>1}

6.3.3. Meétodo del punto medio

y'(x) = fz,y(x))

Sea el (PVI):
y(xzo) =yo € R.

En el método de punto medio se puede obtener aproximando y'(zx) & f(xk, yp) ~ LG

Sin embargo, como el método no es de un paso, se utiliza Euler hacia adelante para el calculo de
y1, resultando el método de punto medio en la siguiente iteracion:

yb M =y + 2nf (e, yl™M)
(Punto medio): ny = yéDM + hf(xo, yéDM)

yéDszo

Observacion 6.3.2. = Kl método de punto medio es de 2 pasos.
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Re(hq)

Figura 6.4: Region estabilidad (EA)

= Dada la siguiente férmula:

Y(@ri1) —y(xr—1)
2h

y'(zx) = + O(h?)

se deja como tarea al lector observar que el truncamiento es O(h3) por lo que el error global
es O(h?).

Region de estabilidad (PM)

Aplicando el método al problema test:

Yk+1 — 2hqyr — Yp—1 =0

El polinomio caracteristico resulta A — 2hgA — 1 = 0, de donde las raices son

2hq £ \/4h%q% + 4
A= ; i R/ y N
Si A1 # A9, la solucién de la ecuacion en diferencias queda:

Y = Cl)\]f + 02>\’2C

Ahora, como (A — A1)(A — A2) = A? — 2hgA — 1 = A\ Ay = —1, entonces |A\1|| A2 = 1.

Pero la estabilidad requiere que |A\;| < 1, por lo que combinando las condiciones anteriores, las
raices deberan ser de la forma: \ = e'%.

Sustituyendo en el polinomio caracteristico ¥ — 2hqe’? — 1 = 0 y despejando, los valores para
h quedan determinados por:

hqz%zisingp, p e R
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Sin embargo, en el caso en que hq = £i = A2 F 2i\ — 1 = (A +i)? = \ = Fi raiz doble.

La solucién de la ecuacion en diferencias queda entonces y, = (A+ Bk)(=£i)¥, que no esta acotada
si k — oo, por tanto no debemos incluir los extremos del intervalo.

Luego, la region de estabilidad es el intervalo abierto de —i a i, es decir, el método sera estable
s6lo si g es imaginario puro.

RPM — {hq € C: Re{hq} =0, [Im{hq}| < 1}

Im(hq)

Re(hq)

Figura 6.5: Region estabilidad (PM)

6.3.4. Meétodo de Heun

Y (v) = f(z,y(z))
y(zo) = yo € R.

Cuando en el método del trapecio la prediccién se realiza con Euler y no se realizan iteraciones
de punto fijo, el procedimiento recibe el nombre de método de Heun:

Sea el (PVI): {

H

(Heun): {yé{“ =yl + B0 (o yf) + gy, yff + hf (@, uil))]
Yo =Y

Queda como ejercicio demostrar que su orden de convergencia es O(h?) como se verd en 6.4.1 y
encontrar su region de estabilidad.

6.4. Meétodos de Runge-Kutta

Los métodos de Runge-Kutta (R-K) son una familia de métodos multipaso de orden alto, que
utilizan informacién en puntos interiores del intervalo [z, k1] Pueden ser explicitos, semi-
explicitos o implicitos.

La mayor parte de los paquetes los incluyen como opcion por defecto, lo que los hace extrema-
damente populares.

Primeramente, se introduciré la idea de los métodos de R-K.
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6.4.1. Primer Método R-K

Comenzamos aplicando a un PVI el teorema de valor medio. Planteamos y(xy + 1) = y(xg) +
hy' (Cr) = y(xk) + 1 f (G, y(Cr)) con Cp = xp + hb, Ok € 0,1], O € [vg, Tpt1]-

Tomemos 0 = %, por lo que ( = xp + h%. i Como aproximamos y(xg + %)‘7

Aplicando el método de Euler con paso % para la estimacion se tiene que y(xp + %) ~ oy +
B (@, ur)-

Por lo anterior, se obtiene el siguiente método explicito al cual llamamos Primer Método de
Runge-Kutta:

h h
Yk+1 = Yk + hf(zp + 5 Ykt §f($k,yk))

6.4.2. Segundo Método R-K

Alternativamente, usando la idea de evaluar la derivada en puntos intermedios (pero ahora pro-
mediando la derivada) se puede proceder como sigue:

f(@r,uk) + f(Trgt1, Yra1)
2

(' (z) + ¥ (2p41)) =

N

h
v (2 + 5) ~

Tomando: y(zx) =~ yx y aproximando y(zg41) por Euler, ypi1 ~ yr + hf(xk, yr). Asi:

/ hy o F@ksyk) + F(@k1, Yk + 2 (T, k)
ylee+35) ~ 5

Resultando el Segundo Método de Runge-Kutta explicito:

Yk+1 = Yk + g[f(!% Uk) + f(@rp1, Y6 + hf (2r, yr)]

La generalizacion para los métodos R-K de orden 2 es:

Yk+1 = Yk + aky + bka
(Runge — Kutta): < k1 = hf(zk, yx) (6.4)
ko = hf(zp + ah, y, + Bk1)

Algunos de los métodos ya vistos corresponden a esta formulaciéon genérica.

Ejercicio 6.4.1. Verificar que estos métodos pertenecen a la familia R-K con los siguientes
parametros:

= Fuler:a=1,b6=0, a=—, f=—.
» Predictor-Corrector (Heun): a = %, b= %, a=1, =1
= Punto medio: a =0, b =1, a:%, B:%.
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6.4.3. Eleccion de parametros segiin orden

Vamos a demostrar a continuacién que con (a, b, o, ) adecuados, el orden de los métodos dados
por 6.4 es 2.

Consideremos las siguientes ecuaciones:

2

W(wker) = ylan) + hf(on,y(a)) + oy () + O(R?) (65

n_ 0 0foy _of  Of

, B il
y'(xr) = flor,y(er) =y = o + oy dx  Ox * oy

Por lo que sustituyendo 6.6 en 6.5 obtenemos:

2

Vlakn) = (o) + hfn (o) + G | 5L (oo + 5 (o yo0) oyt | + 00)

Ahora, el método de R-K es:

Yk+1 = Yk + ahf(zr, yr) + Ohf(zy + ah, y, + Bk1) (6.7)

al que desarrollando por Taylor el dltimo factor:

.+ b+ Bk0) = Flons) + G mah + 5 @i,k +00)

y sustituyendo en 6.7 llegamos a:

Yit1 = Yk + haf (@, y) + bf (T, yp)] + R [abgi(xk,yk) + ﬁbgg(kaayk)f(xk»yk)] +O(h?)

Ahora, para encontrar el error local suponemos yi = y(z):

Y(@rin) = ve+ b @rsy) + 15 |5 e we) + 5 (@n u) Flan we)]| + O0)
Y1 = Yk + h[af (z, yr) + 0f (zx, yp)] + b [ab%(xky vk) + BYGE (wr, i) £ (k. yk)] +O(h?)

Finalmente, para que ambas aproximaciones coincidan y el error local sea O(h3):

a+b=1
sb=}

Corolario 6.4.1.
s Heun es O(h?).
= P.M. es O(h?).
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6.4.4. Foérmula general para los métodos de Runge-Kutta explicitos

Ykt1 = Yk + 2 5q Wik

(Runge — Kutta): o1 .
ki = hf(ﬂ?k + Cl’h, Zj:l aijhj) 1= 1, e, U

Las constantes {w;}, {¢;}, {ai;}, i,5 = 1,..., v se eligen adecuadamente de forma de tener una
buena aproximaciéon a la solucién real.

En general los pardmetros del modelo se calculan imponiendo que el error de truncamiento sea

del orden més alto posible.

Ejemplo 6.4.1. Euler hacia adelante pertenece a esta familia de métodos. Basta tomar v =
1,’[1)1:1761:1. A

6.5. Problemas con condiciones de borde*

Sea la EDO y" = f(z,y,y’) con condiciones de borde y(a) = a, y(b) = S.

No hay teoria que asegure la existencia de solucién; sin embargo se plantearan algunos esquemas
que la hallarian si existiese.

Asumiremos que f € C* en [a,b].

Las ideas que se veran a continuacién pueden usarse con otro tipo de condiciones de borde mas
complejas, por ejemplo, poy(b) + p1y’(b) = pa.

6.5.1. Meétodo de los disparos

Supongamos que y'(a) =t y resolvamos el PVI ¢’ = f(z,y,y') con y(a) = a. Obtendremos que
el valor de y evaluado en b sera un valor que dependeré de ¢, es decir y(b, t), y queremos que dicho
valor sea igual a 8. O sea, el objetivo pasa a ser encontrar ¢ tal que la funcion y(b,t) = g(t) = S,
o expresado de otro modo h(t) = y(b,t) — 8 = 0, donde h es en general una funcion no lineal.

Quiere decir que el problema de condiciones de borde se puede plantear como la resolucién de la
ecuacion h(t) = 0.

El método recibe este nombre porque para cada y'(a) = t; se obtendra una curva que alcanzara
una altura en b igual a y(b,t;) y el objetivo es "pegarle” ~ al 3.

Para resolver el problema es necesario utilizar un método iterativo para la resolucién de ecuacio-
nes no lineales, como ejemplo se utilizara el método de la secante.

Se estima tg y se determina numéricamente g(tg) con alguno los métodos estudiados (Euler, RK,
etc.)

Se estima ¢; y analogamente se obtiene g(t1).

Utilizando el método de la secante, se aproximara a la solucién hasta que esta converja al valor
indicado por la condicién de borde en el extremo derecho del intervalo:
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t1 —to

ty =t1 — [g(t1) —ﬁ]m

to — 11
g(t2) — g(t1)

Se nota que t; — T en el caso que el método converja.

ts =t2 — [g(t2) — B
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Capitulo 7

Integracion Numérica

En cursos de Analisis Matemético se ve el concepto de Integral de Riemman. Se recuerda que
el area bajo una curva se aproxima mediante rectangulos, y se definen sumas por exceso y por
defecto. Cuando el infimo de todas las sumas por exceso coincide con el supremo de las sumas
por defecto, decimos que la funcién es integrable Riemann, y denotamos fab f(z)dz a tal integral.

El teorema fundamental del célculo de Integrales establece que toda funcién seccionalmente
continua es integrable, y mas atn, si f es continua en [a,b] tenemos que F(z) = [ f(t)dt
verifica F'(x) = f(x). Este resultado induce la regla de Barrow, donde basta con hallar una
primitiva F' de f y usar que fabf(a;)dac = F(b) — F(a). Esta es la maquinaria que se utiliza
tradicionalmente para calcular integrales definidas. No obstante, la funcién f no siempre admite
una primitiva elemental, y el método anterior presenta deficiencias. Por ejemplo, la funcion
f:flx) = e no admite primitiva elemental; sin embargo, su integral en cualquier intervalo
real se puede estimar con alto grado de precisién.

El cometido de este capitulo es aproximar la integral definida fab f(z)dz numéricamente. Si f
es integrable Riemman pero no es continua, sabemos que un método valido de aproximacion
es tomar una suma por exceso y otra por defecto. El error serd mas pequeno a medida que
tomamos refinamientos de menor norma (es decir, con intervalos de menor longitud). Esto lleva
a un compromiso de Ingenieria entre precision y esfuerzo computacional.

Si ademas de ser integrable f es continua en [a, b], sabemos por el Teorema de Stone-Weierstrass
que existe una sucesion de polinomios (que podemos seleccionar como interpolantes) que se
aproximan uniformemente a f. Concretamente, dado un nimero real € > 0 cualquiera, existe
cierto grado n y polinomio interpolante p,, tal que |p,(x) — f(x)| < €, para todo = perteneciente

al intervalo [a,b]. En estas condiciones tenemos que el error cometido al reemplazar fab f(x)dx

por fabpn(x)da: es:
b b
B=| [ (@) = palo)is| < [ 1f@) = pula)ldz < - a)

y el error puede tomarse tan pequeno como sea deseable, eligiendo polinomios interpolantes
de grado alto. Dada la facilidad de computo mediante polinomios (sumas, restas, derivacion,
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integracion, evaluacion), vamos a limitar nuestro estudio a la integracion numeérica mediante
polinomios interpolantes. Mas interesante es que las reglas de integraciéon van a depender
unicamente de la evaluacién de la funcién f en ciertos puntos, como veremos a continuacion.

Antes de presentar los primeros métodos de integracion numeérica recordemos al lector el Teorema
del error en interpolaciéon polinémica, pues seré utilizado en el transcurso del capitulo:

Teorema 7.0.1. Sea f de clase C™"*L en el intervalo [xo, z,] y pn el polinomio interpolante a f
por las abscisas xo < x1 < ... < xp. Luego, para cada © € [xo, xy] eziste y(x) € [xo,xy] tal que
se cumple la siguiente igualdad para el error E(x):

3 M@)o
P = 1)~ (e = TP T

Vamos a requerir también una forma especial del Teorema del Valor Medio para integrales. La
forma bésica es la siguiente:

Teorema 7.0.2. Si f es continua en [a,b] entonces eziste ¢ € [a,b] tal que f(c) = 7 f; f(x)dzx.

Demostracion. Por el Teorema de Weierstass, f alcanza maximo M y minimo m en [a, b]. Luego
M (b — a) es una suma por exceso y m(b — a) es suma por defecto, por lo que:

b
m(b—a) < / f(z)dx < M(b—a).
Al dividir entre (b — a) tenemos que:

m <

Ahora por el Teorema del valor intermedio, f alcanza a todos los va101es mtermedios amy M
dentro de [a,b], y en particular existe ¢ € [a,b] tal que f(c) = ;= f f(z O

Utilizaremos en nuestro andalisis una versién mas general:

Teorema 7.0.3. Sea f continua en [a,b] y g integmble Yy no negativa en el mismo intervalo.
Entonces, existe c € [a,b] tal que ff f(x)g(x)dx = f g(z

Demostracion. Nuevamente por el Teorema de Weierstass, f alcanza el minimo m y el maximo
M en [a,b]. Reemplazando tenemos que:

/ da;</ f(z d:z;SM/abg(a:)d:v

Si fabg(x)d:c = 0, tenemos entonces por lo anterior que f: f(z)g(z)dx = 0, y cualquier ¢ verifica
el enunciado. En caso contrario, como g es no negativa tendriamos que ff g(z)dz > 0. Dividiendo
entre f;g(x)dx resulta:
b
_ @)y
T L)

a

< M.
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Puesto que f es continua alcanza a todos los nimeros comprendidos entre m y M, por lo que
existe ¢ € [a, b] tal que

_ @@y

f(e) P g(0)da

7.1. Meétodo del Punto Medio

Veamos primeramente el método basado en polinomio interpolante més simple, que es una inter-

polacion en un solo punto, concretamente el punto medio. Sea f : [a, b] — R continua. Denotemos
. b . .

de ahora en més I = [ f(x)dx, que es el namero que queremos estimar.

La estimacién mas gruesa es tomarse el punto medio, y proponer

IPMZ/abf<a;b>d$:(b—a)f<a;—b>-

Vamos a calcular el error cometido al usar Ipp; asumiendo que f € 02[a,b]. Para abreviar

consideremos x,, = QTH’. Por Taylor, para cada z € [a, b] existe 7, € [a,b] tal que:
f” Yz
£(&) = Flem) + )~ 20) + 20 (@2

2

Se observa que ff(m—azm)d;v = 0, por ser & —x,, una funcién impar respecto del punto medio x,,.
Integrando en cada miembro y usando la forma general del Teorema del Valor medio, tenemos
que el error E =1 — Ipys es:

fe)

3 (b— )3 = w(b —a)’.

b
E = f”(c)/ (x — ) ?da = o

Se observa que si f(x) = ax+ [ es una funcion lineal arbitraria (constante o polinomio de grado
1), entonces el error cometido es 0. En otras palabras, para integrar una recta en un intervalo
basta con tomar el punto medio y multiplicarlo por el largo de la base.

Este método, tanto como los que veremos a continuacién, se combinan del uso de particién en
rectangulos del intervalo de estudio, y se aplican en cada intervalo. El lector podra notar ventajas
de estos métodos denominados compuestos, en términos del error.

7.2. Meétodo del Trapecio

Consiste en tomar el polinomio interpolante por los extremos. Se estima I por la integral en [a, 0]
de la funcion lineal py (z) = f(a)2=2+ f(b)2=2, que lamaremos I7. Procedemos ahora calculando
el error cometido al estimar la integral por la de un trapecio. Por el Teorema del Error mediante

interpolacién polinémica, tenemos que:

b b ey
E:I—IT:/ (f(m)—pl(x))dac:—/ f(;x)(a:—a)(b—m)dac.
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Usando que (z —a)(b—x) > 0 y el caso general del Teorema de Valor Medio, tenemos que:

LH

Eride a). (7.1)

Lonioy [
E:_if (c)/a (x —a)(b—2x)dx =

Se observa nuevamente que el error £ es nulo cuando f es una recta.

7.3. Meétodo de Newton-Cotes

Veremos una famlia de métodos que incluyen a los dos anteriores. Esencialmente, la familia de
métodos de integraciéon de Newton-Cotes proponen integrar polinomios interpolantes por abscisas
equidistantes en [a, b]. Se distinguen métodos abiertos y cerrados:

= Los métodos cerrados incluyen a las abscisas a y b; concretamente, se consideran puntos
Tp=a+mnh,conn=0,...,N y htal que h = b_T“. Un ejemplo es el método del trapecio
(con h=b—a,o N =1).

= Los métodos abiertos no incluyen a las abscisas a y b. Se consideran puntos x = a + nh,
conn=1,...,.N+1,ya+ (N+2)h=0>. Un ejemplo es el método del punto medio (con
h="'3%y N=0).

Vamos a hallar una expresion para la integral estimada de un método cerrado de N + 1 puntos.
Podemos expresar el polinomio interpolante de f por las abscisas xg, . ..,y mediante el método
de Lagrange. Luego, la integral es estima mediante:

b NV L — 1
[N_C:/ Zf(xn)l_li[ﬁ‘”(])dw
a n=0

];ﬁn(xn - xj)

N
= fzn)wn,
n=0

b Iljen(z—=;) d
a [lzn(zn—2;)

diante puede comprobar al efectuar el cambio de variable t = *5* que w, tampoco depende
de los extremos a y b. Por lo tanto, los pesos w,, de los métodos de Newton-Cotes estan tabulados.

donde w, = x. Se observa que w, no depende de f. Mé&s ann, el estu-

Es importante destacar que la implementacién de la regla de integraciéon de Newton-Cotes
consiste en reemplazar pesos de una tabla y multiplicarlos por las evaluaciones correspondientes
de f. Si bien es simple, no se aconseja tomar grados superiores a 7, debido a inestabilidad (los
pesos w; alternan de signo).

Para analizar el rendimiento de distintos métodos basados en polinomios interpolantes, nos gus-
taria saber cuan bien es posible integrar polinomios. Ello motiva la siguiente definicién:

Definicion 7.3.1. Una regla de integracion tiene grado de exactitud m si integra sin error a
todos los polinomios de grado m o menos, y existe algn polinomio de grado m + 1 en el que
comete error no nulo.
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Mediante el uso del Teorema de error de interpolacidon polindémica es posible hallar el grado de
exactitud de la familia de métodos de Newton Cotes. Observando que la cantidad de abscisas
tanto en los métodos abiertos como los cerrados es N + 1, podemos resumir el grado de exactitud
como sigue:

Teorema 7.3.1. El grado de exactitud de un método de Newton-Cotes vale:

= N+ 1 st N es par.

= N st N es impar.

Se observa que el método de Punto Medio verifica N = 0, y vimos que su grado de exactitud
es 1. Por otra parte también vimos que el método del Trapecio verifica N = 1, y su grado de
exactitud también es 1. La demostraciéon del caso general es mas laboriosa. La idea es similar,
y utiliza el teorema del error por interpolacién polinémica para remplazar la diferencia de
funciones por el error en cada x.

En la siguiente seccién respondemos a la pregunta: ;cudl es el método que logra el maximo grado
de exactitud posible?

7.4. Regla de Gauss

Gauss se propone construir la regla que logra el maximo grado de exactitud posible. Mediante
una abstracciéon de las reglas anteriores, podemos considerar una regla de N 4+ 1 puntos y la
combinacién lineal I = Zi]\;() f(z;)w;, donde los pesos w; son reales arbitrarios (posiblemente
negativos, a diferencia de Riemann), y las abscisas z; pertenecientes al intervalo [a, b] posible-
mente no equiespaciadas (a diferencia de los métodos de Newton-Cotes).

Tenemos asi 2N + 2 grados de libertad, y si hay cierta nocién de independencia, seria posible
alcanzar un grado méaximo de exactitud 2NV + 1. Este tltimo es una cota superior del grado de
exactitud, que es alcanzable si y solo si se integran exactamente todos los monomios z°, con
i =0,1,...,2N + 1. Es posible formular este problema en términos de un sistema no lineal
(invitamos al lector a plantear el sistema no lineal). El problema admite solucién solamente si
el sistema no lineal es compatible determinado. Pese a que no es habitual hallar una solucién
exacta a un sistema no lineal, Gauss brinda una respuesta contundente a este problema. Antes
de enunciar el resultado principal es necesario introducir las siguientes definiciones:

Definicion 7.4.1. El espacio de funciones cuadratico integrables en [a, b] es
b
Pl = {f:lat]+ R, [ Plapds <o)
a

Se observa que es un espacio vectorial, donde identificamos funciones que son idénticas salvo en
un conjunto de puntos de medida nula.

Al espacio L?[a,b] es posible dotarlo de un producto interno de la siguiente manera: < f, g >=
ff f(z)g(x)dx. Por el Teorema de Cauchy-Schwarz, se ve que fg es integrable, siempre que f y
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g pertenezcan a L2[a, b]. El lector puede comprobar que la operacién define un producto interno.
Asimismo, se puede ver que los monomios {7'};cy son una base pero no ortogonal. De ahora
en més vamos a fijar a = —1 y b = 1 sin pérdida de generalidad, pues mediante un cambio de
variable podemos transportar una integral en [a,b] a otra en [—1, 1].

Definicién 7.4.2. La famlia de polinomios normalizados de Legendre {¢;};cn se obtienen de
aplicar el proceso de ortonormalizacién a la base de monomios {z'};en en el espacio L*[—1,1].

Denotemos mediante P,, al espacio vectorial de todos los polinomios de grado n o menor. Por
definicién sabemos que qy+1 L P,,. Ahora estamos en condiciones de definir la Regla de Gauss:

Definicion 7.4.3 (Regla de Gauss). La Regla de Gauss de N + 1 puntos selecciona xq, ..., zN
como las N + 1 raices del polinomio de Legendre normalizado qn1, y los pesos se deducen de
integrar el polinomio interpolante de Lagrange de f por las abscisas g, ..., zxN.

Ahora estamos en condiciones de probar el resultado principal del capitulo:

Teorema 7.4.1. La Regla de Gauss de N + 1 puntos alcanza la cota superior del grado mdzimo
de exactitud 2N + 1.

Demostracion. Sea p € Pony1 un polinomio arbitrario. Debemos probar que la regla de Gauss
lo integra exactamente, es decir, con error nulo. Por el algoritmo de divisién de Euclides, existen

dos polinomios u,r € Py tales que p(z) = u(x)gny1(z) + r(x). Ademas en las raices xg, ..., TN
de ¢ tenemos que p(z;) = r(x;). Por otra parte, gn4+1 L u, pues u € Py. La regla de Gauss de

N + 1 puntos es:
N 1
I = Zp(:cl)/ li(z)dx,
i=0 -1
Hj;éi(fﬁ*zi)

siendo l;(z) = T2 G el polinomio de Lagrange por las abscisas xg,...,xn. Por otra parte,
JFLN v

la integral de p en [a, ] es:

Luego, la regla de Gauss integra exactamente a todo polinomio p € Pan41, como se querfa
demostrar. O

7.5. Otras técnicas de integracion

7.5.1. Conversion de problemas de integracién a PVI

Consideremos la funcion y(z) = [ f(x)dz.
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Entonces y(a) = 0 y ademas y'(z) = f(x). Por tanto, el problema de hallar I(f) = ff f(x)dx es
equivalente a determinar y(b) resolviendo el PVI

Y (z) = f(x)

(PVI): {y(a) N

Podemos usar todos los métodos para resolucion de EDOs vistos hasta ahora.

7.5.2. Método de Monte Carlo

El método de Monte Carlo es particularmente 1til para el calculo de integrales de alta dimension,
donde los métodos anteriores se vuelven intratables debido al crecimiento exponencial del nimero
de evaluaciones con la dimensién.

Teorema 7.5.1. Sea {U, }icn una sucesion de variables aleatorias i.i.d. con distribucion uniforme
en el intervalo [a,b], y f : [a,b] — R una funcidn integrable en [a,b], entonces:

72 n—00 b—a/f

Demostracion. Consideramos la variable aleatorla Yn =15, f( ) Por la Ley Fuerte de los

Grandes Nameros Y, = 237 | #( Z) = [ f(z)fu(z)dz, donde fy(z) es la
densidad de U. Como U es umforme en [a b] la 1ntegral tlene soporte en dicho intervalo, con
valor constante para fy(z) = . Asi E(f f f(@)sde = 2 fab f(z)dz. O

Es decir que si nuestro objetivo es calcular I(f) = ff f(x)dx, basta con simular una cantidad
suficientemente grande de variables aleatorias uniformes, lo que puede realizarse muy rapida-
mente en un computador. Luego, evaluar f en los valores que salieron, promediar, y finalmente
multiplicar por el tamafio del dominio, b — a. Con esto estaremos estimando con un buen grado
de exactitud el valor de la integral.

Esto se generaliza de forma directa a una integral multiple en el hiper-rectangulo H = [a1, b1] X
X [ad, bd].

Sea {U;}ien una sucesion de vectores aleatorios i.i.d. en R? con distribuciéon uniforme en H, y
f:H — R una funcién integrable en su dominio, entonces:

1 ¢
DI R ey o yer | 16

con x = (Z1,...,%q)-

Mas en general aun, sea una region cualquiera D C R%, con volumen V = fD 1dx, este problema
es equivalente a calcular f?—t f(x)dx con H suficientemente grande tal que D C H = [ay, b1] X

O0six€D
x [ag, b, y f(x) = Ip(x) = {1 zixip
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Esto significa que la proporcion de veces que las variables aleatorias caen en la region D res-
pecto al total de variables simuladas esta relacionada con su tamano (4rea, volumen, segin sea
la dimension). A modo de ejemplo, si se simula una cantidad suficientemente grande de varia-
bles, y se encuentra que la cuarta parte de ellas caen en la regién D, entonces su volumen es
aproximadamente la cuarta parte del volumen de H, el cual es conocido.
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