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1. Introduccion.

Cada tema estara provisto de algunos problemas que sirven como ejemplos para mejorar la
compresion de los temas tratados en las clases tedricas. En la mayoria de las veces el Ejemplos 1.1
serd utilizado para la generacion del programa en Octave que serd desarrollado en los
LABORATORIOS. El estudiante debera hacer un esfuerzo para resolver los problemas
propuestos. Alentamos el uso de sus programas elaborados y paquetes comerciales para evaluar y
suplementar el proceso de aprendizaje. En la Bibliografia encontraran libros recomendados.

2. Ejemplos expositivos.

Consideremos un ejemplo de un sistema discretamente conectado.

Ejemplo 1.1 : Dado el sistema resortes mostrado en la Fig. 1 , donde los nodos 1 y 4 estan
restringidos al desplazamiento , u; = u, = 0 y considerando las constantes elasticas de los
resortes k; = 100 N/mm ; k, = 200 N/mm ; k3 = 100 N/mmy P = 500 N.
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Obtenga:
1. Lamatriz de rigidez [K] y el vector de fuerzas {F} que representan el comportamiento
del sistema.
2. Calcular los desplazamientos de los nodos 2 y 3
3. Calcular las fuerzas de reaccion de los nodos 1 y 4.

4. Calcular la fuerza de traccién o compresion a la que esta sometido el resorte 2.

Solucion.

Utilizando la Ec. (2.15) matriz de rigidez del elemento resorte para el montaje de las matrices de

rigidez de cada uno de los elementos como:
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Estableciendo analogia con el ejemplo del item 6 Fig. 2.6 y basado en el DCL de cada nodo,

igualando las fuerzas externas a las fuerzas internas en cada nodo, podemos escribir las ecuaciones

nodales de equilibrio en los nodos 1,2,3,4.

Nodo 1I: le = flx(l)

(1.1)
NOdO 2: sz = fzx(l) +f2x(2) (1.2)
Nodo 3: Fay = far® + fa® (1.3)
NOdO 4: F4x = f4x(3) (1'4)
Recordando que los desplazamientos
U™ = U ® = Upy s U3 = ua® = ugy (1.5)
Se sustituyen para cada fl-x(i) en las Ec. (1.1) -(2.4) tendremos
Fix = kquiy — kqtzy (1.6)
Fox = —kquyyx + (kg + k2)ugy — kousy (1.7)
F3x = —kaugy + (kz + ka)usy — katlyy (1.8)
Fyx = —ksuzy — k3Ugy (1.9)
En la forma matricial nuestro sistema queda como:
le k | -k | 0 0 u Ix
Fo —ky ktk, -k, 0 flu,
Fau || 0 =k, ky+ky =k, || 4y (1.10)




En lo referente a las fuerzas externas las tinicas componentes conocidas son las fuerzas en los
nodos intermedios 2 y 3, que son F,, = 0y F3, = P . Utilizando la expresion para relaciona fuerza —

desplazamientos Ec. (2.29).

Fio 'l 1100 =100 0 0 7 %

) F —100 1004200 —200 O | “a
{F}=[K]- {d}; S (1.11)

Fe, 0 =200 200+ 100 —100 | u5,

F,, 0 0 ~100 100 || u,

X - - 4x

Noétese que la matriz de rigidez es simétrica, y se puede observar que se tienen 4 ecuaciones y 4
incégnitas, que en principio son los desplazamientos y el vector de fuerzas externas que en
principio es conocido. Para resolver la Ec. (1.11) tenemos que introducir las condiciones de
frontera (o apoyo) o de lo contrario puede ser verificado que la matriz [K] es singular, es decir, el
determinante de [K] seria cero y su inversa no existiria, significando que el sistema es inestable,
la estructura serd libre de moverse como un solido rigido. Las condiciones de contorno para el

modelo en este caso serian:

Uiy = gy = 0 (1.12)

Ahora son desconocidas las fuerzas asociadas a los nodos 1 y 4, que son las reacciones en los

apoyos.
{O} _ [100 + 200 —-200 ]{UZX} (1.13)
P —200 200 + 1004 (Usx
Resolviendo la Ec. (1.13) se obtiene:
Uy _ (P/250) (2 (1.14)
{u3x} = {BP/SOO} - {3}’”’"

A partir de la Ec. (1.11) y conocidos los desplazamientos u,, y us, , se obtienen:



F,, = —100u,, = —200 N (1.15)

F,, = —100u;, = —300 N (1.16)

Para el calculo de la fuerza interna a la que esta sometido el resorte 2 partimos de la ecuacion

local Ec. (2.20).

for® _[200 -200) () 1200 —200)(2) (1.17)
£, @f T 1-200 200 lus:S = 1200 200 113
Obtenemos
for® [200] L @ =, @ (1.18)
f3x(2) - 200 o 3x - 2x

La fuerza interna resultante para el nodo 3 tiene que ser igual a fuerza aplicada P, calculemos la

fuerza para el elemento 3:

fr _[100 ~100j gt _1 100 - —100)(3) (1.19)
£,,® —100 100 Jlug) ~ I—100 100 110
Resultando
fax® - 3001, p @ _;® (1.20)
£ ® — L =300 "> T Jax

Utilizando la Ec. (1.3) la resultante en el nodo 3:

Far = fax@ + fsx®; Fa =200N +300N = Fs, =500 N (1.21)




Ejemplo 1.2:

Dado el sistema resortes mostrado en la Fig. 2 , donde los nodos A y E estan restringidos al
desplazamiento y considerando las constantes elasticas de los resortes k; = 200 kg/mm ; k, =
100 kg/mm ; k3 = 150 kg/mm ; k, = 300 kg/mm ; ks = 400 kg/mm ; kg = 500 kg/mm
y Fg =400 kg ; F. =300 kg ; Fp, = 500 kg. Calcular los desplazamientos nodales, reacciones
en los vinculos y las fuerzas internas en cada uno de los elementos.
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Figura 2. Sistema mecanico formado con elementos de tipo resortes. Ejercicio adaptado (Alves

Filho 2018).
Solucion
Analisis del modelo fisico - Definicion del modelo discreto:

Como un primer paso debe ser divida la estructura real en un montaje de elementos, que sean
adecuados para simular el problema fisico objetivo de investigar. En el modelo de la Fig. 2 son

identificados los nodos los cuales relacionan el trabajo de cada elemento.

Como observacion importante los carros permiten apenas una translacion horizontal en el eje x y

por ejemplo todos los resortes vinculados al carro B tienen el mismo desplazamiento, para



propositos de analisis es como si todos lo resortes estuvieran presos a un mismo punto B y la

misma consideracion se aplica los otros resortes del modelo.

Determinar la matriz de rigidez de cada elemento y representarlo en sistema de coordenadas de
la estructura, utilizando la Ec. (2.15) matriz de rigidez del elemento resorte para el montaje de las

matrices de rigidez de cada uno de los elementos como:

1 _[200 —=2001 (42 _ [100 —1001 ., ,3_ [ 150 —150 (1.22)
[k]* = —200 zoo]’[k] ~ =100 100]’["] ~l-150 150

4 _[300 —=300] ,,.s_[400 —400] ., _[500 —500 (1.23)
[k]* = —300 300]’["] ~ 1—400 400]’[k] =500 500]

Cada elemento del modelo esta definido por su matriz de rigidez.

La rigidez de la estructura completa depende de la rigidez de cada uno de sus elementos, ahora
realizamos el ensamblaje de la matriz de rigidez de la estructura a partir de las matrices de rigidez

de cada uno de sus elementos utilizando el método de superposicion o Método de Rigidez Directo.

T 200 —200 0 0 0
—200 200+ 100 + 150+ 300 —100— 150 ~300 0
[K]=| o —100— 150 100+ 150+ 400 — 400 0 (1.24)
0 —300 — 400 300+ 400+ 500 — 500
|0 0 0 ~500 500

En lo referente a las fuerzas externas las componentes conocidas son las fuerzas en los nodos B,
CyF, queson Fg, =400 kg, F., =300kgy Fp, = 500 kg . Utilizando la expresion para relacionar

fuerza — desplazamientos Ec. (2.29).



Fal 1 200 —200 0 0 0
Fg —200 200+ 100 + 150+ 300 —100— 150 ~300 0
Fol=| o —100- 150 100+ 150+ 400 — 400 0
F, 0 ~300 — 400 300+ 400+ 500 — 500
F, |l L o 0 0 —500 500

(1.25)

Esta Ec. (1.23) representa las ecuaciones de equilibrio de la estructura, notese que a diferencia del

Ejemplo 1.1 pasamos directo a la construccion de la matriz de rigidez de la estructura sin construir DCL

de cada nodo, representemos el sistema de ecuaciones nodales de equilibrio a partir de la Ec. (1.25) a

modo de ejemplo:

Fy=200"Uy—200-Ug+0-Us+0-Up+0-Ug (1.26)
Fg = —200-Uy + 750 Ug — 250 - Uz — 300 - Up + 0 - Uy (1.27)
Fe=0-Uy —250- Uz + 650 Uz — 400 - Up + 0 - Uy (1.28)
Fp=0-U, —300-Ug —400- Ug + 1200 - Up — 500 - Uy (1.29)
Fe=0-Us+0-Uz+0-Uz—500-Up+500- Uy (1.30)

Para resolver la Ec. (1.25) tenemos que introducir las condiciones de frontera (o apoyo) o de lo

contrario puede ser verificado que la matriz [K] es singular, ya sabemos la imposibilidad de

resolver este sistema debido al movimiento de cuerpo rigido, puesto que el sistema completo

representa la estructura sin ningun vinculo. La estructura es restricta en A y E, las fuerzas externas

aplicadas son Fg , F, Fp, y F4, Fg son reacciones de apoyo e incognitas en el modelo. Las

condiciones de contorno para el modelo en este caso serian:

Ugx =Ugx =0

(1.31)

Aplicando las condiciones de frontera




Fg 750 —250 —3007](Usx
{FC} = [—250 650 —400 {UCX} (1.32)
Fp) [=300 —400 1200 Up,
De la Ec. (1.32) seran calculados los desplazamientos nodales:
Usy) (1043/543y (1.92081
{UCX} = { 399/181 } = {2.20441} mm (1.33)
Upy 886/543 1.63167

A partir de la Ec. (1.25) o Ec. (1.26) -(1.30) y conocidos los desplazamientos Ug , U; y Up , se

obtienen las reacciones A y E en la estructura:

F, = —384,168 kg (1.34)

Fy = —815,825 kg (135

La convencion de fuerzas indica que estas presentan sentidos opuestos a las fuerzas aplicadas.
Notese que, si sumamos todas las fuerzas actuantes en la estructura, fuerzas aplicadas externas y

reacciones el resultado serd igual a 0, recordandonos que la estructura se encuentra en equilibrio.
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Figura 3. Sistema deformado.
En funcién de los desplazamientos obtenidos podemos concluir:

e FElresorte 1 esta a traccion;
e Losresortes 2 y 3 estan a traccion,
e El resorte 4 estd a compresion;

e Elresorte 6 estd a compresion.



Con los desplazamientos asociados a cada nodo podemos determinar las fuerzas internas en cada

elemento como:

Fy=ky(Ug —Uy) =384,17 kg (1.36)
Fy =ky(Uc — Up) = 28,36 kg (1.37)
Fs =ks(Uc— Up) = 42,52 kg (1.38)

Fy = ky(Up — Ug) = —86,76 kg (1.39)

Fs =ks(Up —Ug) = —229,11 kg (1.40)

Fe = ke(Ug — Up) = —815,83 kg (1.41)




3. Ejercicios Propuestos.

Ejercicio Propuesto 1.1: La barra central esta definida como rigida y asuma los valores de k; =

1.

F=10
k=1

) =ug =ug =0

Figura 1.1 Sistema mecanico formado con elementos de tipo resortes.

Obtenga:
1. Lamatriz de rigidez [K] y el vector de fuerzas {F} que representan el comportamiento
del sistema.
2. Calcular los desplazamientos de los nodos.
3. Calcular las fuerzas de reaccion de los nodos 1,3 y 4.

4. Calcular la fuerza de traccion o compresion a la que esta sometidos los resortes.

Ejercicio Propuesto 1.2: Para el sistema mecanico mostrado en la Fig. 1.2. La constante elastica

k =200 kN/m y P=10 N

Figura 1.2 Sistema mecanico formado con elementos de tipo resortes.

Obtenga:

1. Lamatriz de rigidez [K] y el vector de fuerzas {F} que representan el comportamiento

del sistema.



2. Calcular los desplazamientos de los nodos.
3. Calcular las fuerzas de reaccion de los nodos 1y 5.

4. Calcular la fuerza de traccion o compresion a la que esta sometidos los resortes.

Ejercicio Propuesto 1.3: Resolver el ejercicio 1.2 con P=0 y el nodo 5 fijo, conociendo el

Fs
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Figura 1.3 Sistema mecénico formado con elementos de tipo resortes.

desplazamiento de 6= 20.0 mm como se muestra en la Fig. 1.3.

Ejercicio Propuesto 1.4: Dos carros son conectados como se muestra en la Fig. 1.4. a)
Determine el sistema de ecuaciones de equilibrio para el sistema en la forma [K]{U} = {F}. b) Si
k=50 1b/in, F; = 20lb y F, = 15 lb , calcule los desplazamientos de cada carro y las fuerzas en

cada resorte.
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Figura 1.4 Sistema mecanico formado con elementos de tipo resortes.

Ejercicio Propuesto 1.5: Para el sistema mecanico mostrado en la Fig 1.5, determine el
desplazamiento en los nodos 2 y 3 y la reaccion en los nodos 1 y 4. Asuma que las barras verticales
son rigidas en los nodos 2 y 3 y permanecen horizontales todo el tiempo. En el nodo 3 se aplica

una fuerza de 1000 N. Los valores de las constantes elasticas de los resortes son k; =

N N .
SOOE sky = k3 = 300% ; k4 = ks = 400 N/mm, respectivamente.



Figura 1.5 Sistema mecdnico formado con elementos de tipo resortes.

Ejercicio Propuesto 1.6: En cada uno de los sistemas mostrados en la Fig. 1.6, bloques rigidos
son conectados por resortes lineales, asumiendo que solo existe desplazamiento horizontal para
todos. En cada caso escriba la ecuacion reducida de equilibrio global en términos de las constantes
elasticas de los resortes k ., los desplazamientos desconocidos u; y cargas aplicadas f;. Utilice

la numeracion para los nodos siguiendo la Fig. 1.6.
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Figura 1.6 Sistema mecdnico formado con elementos de tipo resortes.



