Curso: Int. a las Ecuaciones Diferenciales.
SOLUCION SEGUNDO PARCIAL - 16 DE NOVIEMBRE DE 2019.
Ejercicio 1.

1. La serie de Fourier de f sera:

+o00
S(f)(x) = % + Z ay, cos(kx) + by sen(kx).
k=1

Como f es impar, se tiene que ag = ap = 0. Por otro lado:

by = 2 /Oﬂ x(m — x) sen(kx) der = % ((—1)’”1 + 1) :

s

2. Por el método de separacion de variables, llegamos a que un candidato a soluciéon de la
ecuacién de calor es:

+oo
u(t,z) = > sen(kz)(Agsen(kt) + By cos(kt))
k=1

Imponiendo que u(0,z) = 0, concluimos que By = 0 para todo k. Imponiendo luego que
ut(0,z) = f(z), llegamos a que kA, = by, donde by, son los coeficientes de Fourier de la parte

anterior. Asi, A, = %’“, y por lo tanto el candidato a solucién es:
00 4
ult, z) = ;sen(im)ﬂC4 ((—1)’“1 + 1) sen(kt)-

3. Por la Proposicién 0.4 (paginas 5 y 6 de Notas ecuaciones en derivadas parciales) basta con
probar que

n
4
. E sen(kas)? ((—l)k’dr1 + 1) sen(kt) converge uniformemente.
T
k=1

n

4
. Z 9 [sen(ka:) ((—I)I’CHL + 1) sen(kt)] converge uniformemente.
— Ox ™

Para eso usaremos el criterio de la mayorante de Weierstrass. Para la primera serie tenemos:

< 2.
k4 ~ mkt

sen(kac)i ((—1)’“rl + 1) sen(kt)‘

n

8 4
Como Z A o convergente, entonces Z sen(k:ﬁ)m ((—1)’€+1 + 1) sen(kt) converge uni-
k=1

formemente.

Para la segunda serie:

9 4 k+1 4 k+1 8
il _ — — < :
. [sen(k:x)WkA (( 1)k 4 1) sen(kt) || = |cos(k) — (( )R+ 1) sen(kt)| < —
Como g 8 es convergente, entonces En 9 sen(k::z:)i ((—1)’“rl + 1) sen(kt) | converge
k3 ’ Ox mk*

k=1
uniformemente.



Ejercicio 2.
1. Ver Teérico — Notas de estabilidad.

2. Para esa V, tenemos que su gradiente en (0,0) es VV(0,0) = (0,0) y que su hessiano en (0, 0)

€S:
HV(0,0) = ( - )

Por lo tanto, si a,b > 0, HV es definida positiva, y entonces V tiene un minimo local estricto
en (0,0).

Ademsds, tenemos que la funcién V es:

V(x,y) = 2ay(e® — 1) 4+ 2by(—2¢% + 2 — y) = 2y(e® — 1)(a — 2b) — 2by>.

Tomando a = 2 y b = 1, se tiene que V(z,y) = —2y? < 0. Luego, por el Teorema de Liapunov
1, el origen es estable.

3. Vamos a usar el Teorema de Hartman. Si consideramos f(z,y) = (2y, —2¢* +2 — y), tenemos
que

Ji(z,y) = < —gez _21 ) entonces J£(0,0) = < _02 _21 >

Luego el polinomio caracterfstico es p(A) = —A(=1 — \) +4 = A2 + X + 4, que tiene todas
sus raices con parte real negativa. Por lo tanto, por el Teorema de Hartman, el origen es
asintoticamente estable.



