Solucién del parcial

1.

(a)

Sea f(r) = Ax+e*. En el intervalo I = [—%, O] podemos aplicar el teorema de
Bolzano, por lo cual existe al menos una raiz real en I. Ademaés

f'(z) =X +¢e" >0,

de lo cual deducimos que f es estrictamente creciente. Por tanto, la raiz x) de
f es unica.

Sea V(z,y) = %xz +e¥ + %yQ, entonces

— = o — =
Ee T+ e, ay Y
El tnico punto critico es (a: 2 O), clasifiquémoslo. Como la Hessiana en el punto
(z,0) vale
A+e® 0
H(V) = ( e )

Entonces sus valores propios son: 1, A4 e** ambos positivos. Entonces H(V )es
definida positiva, en consecuencia (:U 2 ()) es un minimo de V.

El dnico punto de equilibrio es (@\, 0). Notemos por F(x,y) = (y, —A\x — %),
entonces evaluando la matriz jacobiana de F' es el punto de equilibrio obtenemos

J(F)(2x,0) = ( e g >

por lo cual no podemos usar Hartman. Consideramos entonces la siguiente
funcién de Lyapunov: E(z,y) = V(xz,y) — V(z,0). Se tiene entonces que:
E(z),0) = 0, E(z,y) > 0 para todo (z,y) # (7,0). Ademds E(z,y) =
VE - F =0. De lo que deducimos que (ac>\7 0) es estable. Como E = 0 tenemos
que F es una preintegral, entonces las soluciones de la ecuacién estdn contenidas
en las curvas de nivel de E por lo cual (:): 2 O) no es asintoticamente estable.

Buscamos soluciones de la forma u(z,t) = U(z)T'(t). Entonces, para que sea
solucién de la ecuacién diferencial se tienen que verificar las siguientes ecua-
ciones

Ul(z)+XU(z) = 0
T'(t) — NT(t) 0
donde A constante.
i. Si A=0: U"(z) =0, entonces U(z) = ax +b.
uz(0,t) = ugz(m,t) = 0 entonces U'(0)T(t) = 0 = U'(7)T(t) para todo t,
por lo tanto U'(0) = a =0, y U(z) = b. Por otro lado, T"(t) = 0 entonces
T(t) = ¢, constante. Concluimos que u(x,t) = be constante.



ii.

iii.

ii.

Supongamos A < 0: en este caso tenemos que U(x) = Acosh(v/—Az) +

Bsinh(yv/—Az). Siderivamos U'(z) = Av/—Asinh(v/—A\z)+B+v =\ cosh(v/—\z),

U'(0) =B =0, U'(r) =0 entonces A =0. Lo que implica que u(x,t) es la
solucidn trivial.

Finalmente veamos el caso A > 0: en este caso U(z) = Acos(vVAz) +
Bsin(v/Az), derivando U’(z) = — AV sin(v/Az) + BV X cos(vVAx).

U'(0) = BVA = 0, entonces B = 0, U'(r) = —AVAsin(vAr) = 0, en-
tonces, si A # 0 tenemos que sin(v/Ar) = 0, esto pasa si VA =k, k € N.
Finalmente U, (z) = A, cos(nx), n € N, n > 0.

Para estos valores de A\ tenemos que T"(t) — n?T(t) = 0, entonces T'(t) =
B,e™t. Podemos de esta manera considerar u,(z,t) = ¢, cos(nz)e™,
n € N. Entonces, sumando todas las soluciones, tomamos un candidato a
solucion de la forma

oo
u(z,t) = co + Z Cn cos(na:)e”Qt.
n=1
Donde u(z,0) = cg+ Y oo ¢y cos(nz) = f(x). Como f es de clase C!, par
de periodo 27 podemos hacer su desarrollo en cosenos. Entonces f(x) =
9 4+ 3" | ay cos(nx), donde

2 ™ —-n
an = — » f(t) cos(nt)dt = sUNEE
Entonces, como ag = 1, entonces
1 > n?(t-1)
u(z,t) = 3 + Z en?ﬁ cos(nzx)

Para probar la continuidad de w en [0,7] x [0,1] veamos que la serie

de Fourier converge uniformemente. El término general de la serie es
67n2(17t)

cos(nz)|, y en [0, 7] x [0, 1] cumple la siguiente desigualdad:

n?2+1

e—n2(1—t)

n?+1

cos(nx) oS

y como » n%ﬂ converge, por el criterio de la mayorante de Weierstrass se
obtiene que la serie converge uniformemente en el cerrado [0, 7] x [0, 1]. Por
iltimo, como las reducidas n-ésimas son continuas entonces u es continua.
Sea (x0,tp) € (0,7) x (0,1), tomemos ¢ tal que tg < § < 1y el abierto
A= (0,7) x (0,9). Sea (z,t) € A. Utilicemos nuevamente el criterio de la

mayorante de Weierstrass aplicado a ) %Lt":

n2e—m(1-1)

< —712(1—5)
n?+1 =€

‘ Oun cos(nx)

ot




y esto ultimo es el término general de una serie convergente. Con esto,
aplicando el criterio de la mayorante de Weierstrass, la reducida n-ésima
Yoy 6;; converge uniformemente en A. Por el siguiente Teorema:

Si {fn} es una sucesién de funciones reales, derivables en (a, b) para las que
se cumple:

e Existe zg € (a,b) tal que Y .7 fu(xo) converge.
e Existe g definida en (a,b) tal que >_,_, 0of; = g, en (a,b) entonces
existe f en (a,b) derivable tal que Y )~ frx = f. Ademds, ¥V z, f'(z) =

g(z) y por lo tanto 2 3" f, = %

entonces se puede cambiar la serie con la derivada y por tanto vale %1; =
Oun
ot -

3. Ver teodrico.



