Ecuaciones Diferenciales
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24 de noviembre de 2015.

Ejercicio 1 Buscando soluciones de la forma u(z,t) = X (z)T(t), la condicién u; = u,, implica
X(2)T'(t) = X" (2)T(t). Por lo tanto

X' _ T,
X)) T o)

Entonces hay que resolver la ecuaiones X — AX = 0y T'(t) — AT(t) = 0. La
condicién u,(0,t) = 0 implica X (0) = 0 y uy(m,t) = 0 implica X (7) = 0. Por lo
tanto hay que resolver

!

X" — AX =0 con las condiciones X (7) = X (0) = 0.

Resolviendo esta ultima ecuacién tenemos que X (z) = A,cos(nz) y que A\ = —n?

con n € N. La ecuacién T'(t) — ANT'(t) = 0 tiene como solucién T(¢) = B,e~""*. Por
lo tanto, tenemos que

Un (1) = Cpeos(nz)e™" donde C,, = A, B,.

Si consideramos u(z,t) = >~ °  u,(z,t) entonces la condicién u(x,0) = z implica
que y o2 Cyeos(nz) = z. Por lo que C,, debe ser el coeficiente de Fourier de la
extension par de la funcién f(z) = x en el intervalo [—m, 7|. Por lo tanto

2 [Jxcos(nx)de = 25((-1)" —1) sin>0

C, =

2 s _ . o
ﬂfoxdx—ﬂ sin=0.

Entonces

l\-’>|>]

Z in —1)" = 1))cos(nz)e ™"

Vamos a probar que u verifica todas las condiciones de (x). Entonces por lo que se

Ou(z,t) 00 8un(x t) Pu(zt) 0o HPun(z,t)
ot ZTL 1 y que T ox2 Zn:l Oz?
Qun(z,t) _ 8%un(z,t)

para (z,t) € (0,7)x (0, +00). Por otro lado sabemos que =pEE = Sty

probé en el tedrico tenemos que
. Entonces

du(z,t) 0 = Oug(,t) OPup(,t) 8 u(:c t)
ot ot ;un(:p,t) B Z ot Z 0x? 8x2 Zu" zt)

Por lo tanto u verifica u; = u,,. Las demas condiciones son faciles de probar.

b) ver tedrico.



Ejercicio 2 a) ver tedrico.

El conjunto de puntos criticos es {(z,y) : = = —1} U {(0,0)}. Si consideramos
V(z,y) = 22 +y? entonces V(z,y) = 2xi + 2yy = 2x(y +yx) + 2y(—z —22) = 0. Lo
que implica que V' es una preintegral y por lo tanto las soluciones estan incluidas
en las curvas de nivel de V', que son circunferencias centradas en el origen. Por lo
tanto tenemos el siguiente diagrama de fase (ver figura 1):

. El%ura 1:

/[
\

Del diagrama de fase se deduce que el origen es estable, pero no asintéticamente
estable y los puntos de la forma (—1,y) con y > 0 son inestables y los puntos de la
forma (—1,y) con y < 0 son estables pero no asintéticamente estables.



