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1. Sea f: R — R impar y periddica de periodo 27 definida como
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a) Hallar la serie de Fourier asociada a f.

Por ser f impar, se tiene que su serie de Fourier serd solo con senos. Para hallar los coeficientes
correspondientes a f debemos calcular:
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Por lo tanto la serie de Fourier de f es — Z (=1)"sen((2h + 1))
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b) Calcular, justificando, la suma de la serie Z ;
’ (2n+1)%"

La funcién f es derivable a trozos y continua, por lo tanto el teorema de Dini nos indica que su serie
de Fourier evaluada en /2 nos dara como resultado f(7/2). O sea que:
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De esto se concluye que ngo Gt ie =5
¢) Se considera el problema
Ut = Ugy — U (I,t) S (O,ﬂ') (O OO)
u(z,0) = f(z) x € [0,7]
u(0,t) =u(m,t) =0 ¢t>0

Resolver utilizando el método de separacién de variables.

Buscamos en un principio funciones v(x,t) = X (z)T'(t) no nulas que resuelvan el problema:
UVt = Ugy — U (337 t) (0 ) (Oa OO)
v(0,t) =v(m,t) =0 t>0
, T'(#)X (x) = T(t)(X"(x) = X(2)) (z,1) € (0,m) x (0,00)
Esto es equivalente a { X(0) = X(r) = 0

Por lo tanto precisamos funciones X, T tales que % = X”%Ii((r) Como el término de la derecha

depende tnicamente de t y el de la izquierda de x, ambos deben ser constantes.

Resolvamos X" — X =¢X (c € R), X(0) = X(w) =0.

Sil+ec>0, X" —X = cX tiene solucion X (z) = AeWVIT9z 4 Be=(VIT)7, i exigimos X (0) =
X (m) = 0 obtenemos como tnica solucién X = 0.

Sil+ec=0,X"—X = cX tiene soluciones de la forma X (x) = Az + B; si pedimos X (0) = X(7) =0
nos queda como unica soluciéon X = 0.

Sil4c < 0, X"—X = ¢X tiene soluciones de la forma X (z) = Asen((v/—c — 1)x)+Bcos((v/—c — 1)z);
si queremos X (0) = X(n) = 0, tenemos B = 0y v/—c—1 € N, oseac= —k>-1 (ke N)y
Xi(x) = Apsen(kx).

Para T nos quedé la ecuacién 7" = (—k% — 1)T, que tiene solucién Ty (t) = Bje~ D¢,



Vi = Vgg — U (x,t) € (0,m) x (0,00)
v(0,t) =v(m,t) =0 t>0

—(K24+1)t

Concluimos que vg(x,t) = Cisen(kx)e es solucién a {

La idea ahora es sumar algunas de estas vy para obtener una funcién u(z,t) que cumpla u(z,0) =
f(z) Vo € [0, 7).

Si u(z,t) = > o vk(z,t), entonces u(z,0) = D77, Cysen(kx). Si precisamos u(z,0) = f(x) Vo €
[0, 7], precisamos que los C sean los coeficientes de Fourier de la extension impar y 27-periodica de
h$)e_((2h+1)2+1)t

(2h + 1)
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f, que ya los hallamos en a). Por lo tanto, la solucién es u(z,t) = — E (
™
h=0

a) Enunciar y demostrar el teorema de Lyapunov referente a la estabilidad.

b) Se considera el sistema

& =y(z-1)
y=- §Z—1)

i) Determinar la linealizacion del sistema anterior en un entorno de (0,0, 0).

Si definimos f : R* — R3 como f(x y, (z = 1),—x(z — 1),—2%), entonces la matriz

0 z— 1
jacobiana de f es: —z+1
0
T 0 -1 0 z
Por lo tanto el sistema linealizado alrededor de (0,0,0)es | v | = 1 0 0 Yy
z 0 0 O z

ii) Resolver el sistema lineal, y discutir la estabilidad en el origen. ;Qué conclusiones puede hacer
a partir de esto sobre la estabilidad de en el origen del sistema no lineal?

0 -1 0 cos(t) —sen(t) 0
SiA=| 1 0 0 |,entonces lamatriz et = | sen(t) cos(t) 0
0 0 O 0 0 1
xocos(t) — yosen(t)
Por lo tanto, la solucién general al sistema linealizado es | zgsen(t) + yocos(t) |, donde (xo, yo, 20)
20

es el valor que toma la solucién en ¢t = 0.

Es claro entonces que todas las soluciones tienen norma constante, es decir que si ¢ es solucién
con ||¢(0)]] = r entonces ||¢(¢t)]] = r Vt € R, por lo que el origen queda un punto de equilibrio
estable aunque no asintéticamente estable.

Esto no nos dice nada acerca de la estabilidad del origen en la ecuacién original, ya que los valores
propios de la matriz jacobiana tienen parte real 0, por lo que no podemos utilizar el teorema de
Hartman.

¢) Estudiar estabilidad en el origen del sistema no lineal de la parte anterior. Sug: Buscar una funcién
de Lyapunov de la forma V(z,y, z) = az? + by? + cz°.

Si queremos que V(z,y, z) = ax? + by? + cz? sea funcién de Lyapunov para la ecuacion precisamos
que en un entorno del origen 0 > V (z,y, 2) =< VV, f >= (2a — 2b)(z — 1)zy — 2cz*. Tomando a = b
esto se verifica en todo R3.

Por lo tanto V (z,y,2) = 2% + y? + 22 es funcién de Lyapunov para esta ecuacién diferencial y por lo
tanto el origen es un punto de equilibrio estable.



