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1. Ejercicio 1

a) Ver
b) 1)

11)

111)

tedrico.

La derivada segunda de las soluciones a la ecuacién es:
t=t—e"=i=1—3e"=1—€"(t —€")

Por lo tanto, si ¢ < e¥ resulta que £ < 0 y & > 0. Entonces, las
soluciones deberan ser decrecientes y con concavidad positiva en la zona
t < €%, lo que implica que necesariamente deberan cortar a la curva
t=c¢e".

Ya probamos que toda solucién maximal corta a la curva t = e*, que es
la curva de los puntos criticos. Ademas, en los puntos criticos, la derivada
segunda de las soluciones vale & = 1, por lo que seran minimos. Para
probar que hay un @nico minimo, basta ver que una vez que la solucién
ingresa a la zona t > e® debe tener derivada primera positiva, lo que
implica que debe ser creciente. Por lo tanto, no puede existir otro punto
de corte con la curva t = €%, ya que este no seria un minimo.

Considerando las funciones:

fl(xvt) = t—¢"
fg(flj‘,t) = —e'

se tiene que fi(x,t) < fa(z,t) V(z,t) con t < 0. Por lo tanto, siendo
©1(t) solucién de & = f1(xz,t) y a(t) solucién de & = fa(z,t), resulta:

gél(t) < go'g(t) sit<O0
Entonces, para t < tg < 0:
to to
[ o< [ aawit= eitto) - a6 < eatto) - pat)
t t
Si ademas se cumple que 1 (ty) = ¢a(to), resulta:

—gOl(t) < —gOQ(t) = gOl(t) > gOQ(t) Vt < ty < 0



Ahora, las soluciones de la ecuacién & = fa(x,t) = —e® con x(tp) = xo
son:
pa(t) = —log(t — to + e *°)

que estan definidas para todo t > t* = ty — e~ *°. Por lo tanto, como

©1(t) tiene que ser mayor que pa(t) para todo t < tg, ¢1(t) no puede
estar definida para t < t*. Entonces, el intervalo maximal de ¢ (¢) tiene
que ser de la forma («, ] o (a, +00).
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Para ver que el intervalo maximal es efectivamente de la forma (o, +00)
hay que notar que una vez que la solucién ingresa a la zona t > €%, se
mantiene siempre dentro de ella. Esto se debe a que en dicha zona la
funcién debe ser creciente y si hubiese un corte con t = e” este no seria
un minimo. Ademas, con un desarrollo similar al anterior se llega a que
©1(t) > @a(t) para todo t > tg > 0.

Por lo tanto, dados tyg < a < b, se define el compacto K = [a,b] x
[p2(b),log(b)] como en la figura[1] Por escape de compactos, el grafico
de la solucién se escapa de K. Para el futuro, debido a la acotacién
de ¢1(t), el grafico debe escaparse por el lado del tiempo. Como este
desarrollo sirve para todo b > g, resulta que la solucién debe estar
definida en un intervalo de la forma (o, +00).
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Figura 1: Compacto K.

2. Ejercicio 2

a) Definiendo una nueva variable bidimensional X (t) = (z(t), y(t)), con y(t) = z(t),
el sistema de dimensién 2 obtenido es:

. 0 1
k=0 L)x

que esta en las condiciones de Picard, ya que, dada una matriz cuadrada A,
la funcién f(X,t) = AX es C!, y por lo tanto localmente Lipschitz respecto
a la variable X.

b) Ver tedrico.

c) Calculemos los valores propios de la matriz del sistema:

—k+Vk?—4
2

—A 1
-1 —k—-2A

‘:0@)\2+k>\+1:0<:>)\:

Se distinguen entonces 3 casos:

= Si k > 2, hay 2 valores propios reales distintos. Esta claro que el valor

propio
—k—Vk?—-4
MN=——7-———
2
es negativo. El valor propio restante
) —k+VEk%2—4
9= ———(F
2



también sera negativo ya que —k + vk%2 — 4 < 0 para todo k > 2. Por
lo tanto, todas las 6rbitas de los diagramas de fase tenderan asintéti-
camente a 0. En la figura [2 se muestra un bosquejo del diagrama para
este caso.

Figura 2: Diagrama de fase para el caso k > 2.

= Si kK = 2, hay un anico valor propio doble A = —1. Como este es
negativo, las érbitas del diagrama de fase tenderan asintéticamente a
0. En la figura [3] se muestra un esbozo del diagrama para este caso.

= Si0 < k <2, hay 2 valores propios complejos conjugados:

 —kEiVE— k2

A
2

Es claro que ambos tienen parte real negativa por lo que, de nuevo,
las orbitas de los diagramas de fase tenderan asintéticamente a 0. La
diferencia en este caso es que las 6rbitas giraran alrededor del origen,
como en el diagrama de la Figura



Figura 3: Diagrama de fase para el caso k = 2.

d) En cualquiera de los casos, los diagramas de fase tienden asintéticamente a
0. Esto implica que la particula tiende a volver a la posicién inicial a medida
que avanza el tiempo. Ademas, en todos los casos el origen es punto de
equilibrio, lo que es razonable: si la particula comienza en una posicién de
equilibrio (zg = 0) y sin velocidad inicial (#9 = 0), se mantiene en la misma
posicion. Otra caracteristica a destacar es que la variable auxiliar y = & mide
la velocidad de la particula en funcién del tiempo. Que todos los diagramas
de fase tiendan al origen implica entonces que la particula no sélo tiende a
volver a la posicion de equilibrio, sino que lo hace disminuyendo su velocidad
hasta que se hace 0.

En cuanto a las diferencias entre los distintos casos, en el caso k menor a
2, el hecho de que la solucién se “enrolle” alrededor del origen indica que
la particula esta frenando pero cambiando de velocidad positiva a negativa.
Esto significa que la particula va en las dos direcciones a velocidades que van
disminuyendo hasta llegar a la posicion de equilibrio. Hay un movimiento que
oscila y va frenandose. En cambio, cuando k es mayor que 2 el rozamiento es
lo suficientemente grande como para que la particula se acerque a la posicién
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Figura 4: Diagrama de fase para el caso 0 < k < 2.
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de equilibrio sin ningun tipo de oscilacién .

3. Ejercicio 3
a) Como X es un conjunto finito, puede definirse:

m— ggg{]f(mp) — f(zg)l}

Ademas, como la funcién f es inyectiva, resulta m > 0. Se considera entonces
m

la bola de centro f y radio e = 7. Sea g : X — IR en dicha bola, es decir:

d(f,9) < e sup|f(z) —g(x)] <e
reX

Lo que implica que |f(z) — g(x)| < e Vz € X.
Sea p # ¢. Aplicando desigualdad triangular:

| f(xp) — f(zq)]
= [g(xp) — g(xq)]

| f(xp) — gzp)| + [g(xp) — g(zg)| + |9(74) — f(24)]
|f(xp) — (o) = |f(2p) — g(p)| — 9(2g) — f(24)]

<
>



Por la propia definicion de m resulta |f(z,) — f(z4)| > m. Ademas, como
|f(x) — g(x)| < e, entonces —|f(x) — g(x)| > —e = =3 Vz € X, y por lo
tanto:

9(ep) = glag)| = m— 7 = T = lg(y) — glag)| = 5 >0

m
2
Entonces g(xp,) # g(z4) si p # ¢, es decir, g es inyectiva y por lo tanto el
conjunto es abierto.

Considerando X = [0, 1], entonces el conjunto de las funciones inyectivas no
es abierto en B(X,R). Para probarlo, consideremos la funcién inyectiva y
acotada:

Fi01] =R /f() =
Probaremos que dicha funcién no es interior al conjunto de las inyectivas. En
efecto, dado ¢ € (0, 1], la funcién:

S

— Nl
(o)

528
Sl o= O
SN A

RS <

g(z) =

SN A
.

K - K
4]
IA

r<1

pertenece a la bola de centro f y radio €, pero no es inyectiva.

En el caso que sea € > 1, alcanza con definir:

g(w) = {

Otra forma de probarlo es ver que el [0,1] es no numerable, y aplicar el
ejercicio 6 del practico 2 (Si X es un conjunto no numerable, el conjunto de
funciones inyectivas f : X — R tiene interior vacio en B(X,R)).
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