VIGAS RECTAS CONTINUAS,
ECUACIONES
ANGULARES, ECUACION DE TRES
MOMENTOS Y
APLICACIONES



Convenciones e Hipotesis

Estructuras compuestas por vigas rectas, para simplificar la

representacion grafica que tienen el eje de la viga horizontal

a) Vigas rectas Ex
b) Materiales eldsticos y lineales a4

c) Secciones simétricas respecto del eje y. - T [

d) Cargas distribuidas q o concentradas P e Y
segun el ejey. ’t *x



Vigas rectas hiperestaticas

Sum(Fv) =0
Sum(M) =0

angulo de giro en B=0

G



Giro en B=0
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Os1= MsL/(3El) Os2= P(L/2)(L/2)(3/2L)/(6L.EI)

Os2= P(L"2)/(16EI)



Imponemos giro=0 en B

Os1= MsL/(3E) Os2= P(L*3)/(16.L.El)

MsL/(3EI)+ P(L*2)/(16EI) =0

Ms=-3PL/16



Imponemos giro=0 en B

Os1= MsL/(3E) Os2= P(L*3)/(16.L.El)

MsL/(3El)+ P(LA2)/(16El) =0

Ms=-3PL/16

VAW et \/s

T |



B
A Pan 2\, 3PL/16
T o
VA I T VB
VatVa= P Ve=P/2+ 3P/16 = 11P/16
P.L/2-L.Ve+ 3PL/16=0 Va=P- 11P/16 = 5P/16

Trazar Diagramas de Vy M



Giros en apoyos intermedios
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Continuidad en el giro

or +67 =0

eB izquierda + eB derecha=0



Giros en apoyos intermedios

q q
NI E e
AN VAN JANe

oo ’
Sm Sm i 2m

Apoyo B

q Me Ms q Mc
T T
A-ﬁér A -ﬂ)r ,,é,c

raorrrd
Sm

; 3
v B B A 21




Equilibrio de un tramo

Suma de Fuerzas verticales =0

q{z) r
dV
—+gq(z)=0
yYYVYY dz
y A <
M(z) M (z+dz) Suma de Momentos en z+dz =0
v dM .,
V(z) V (z+dz) o V(z)
d-M dV
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Relacion Momento-Curvatura

0 (2)




Analogia de Mohr
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v(0)=v(L)=0
M(0)=M(L)=0



Angulos de giro en los apoyos
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Analogia de Mohr

T

TRt

PLA2/(16E.l)= 6



Reaccion en |los apoyos
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Considerando una viga S.A.

Para las cargas aplicadas en el vano




Considerando una viga S.A.

* Por ejemplo con carga distribuida g

TABLE G-2 DEFLECTIONS AND SLOPES OF SIMPLE BEAMS

¥ v = deflection in the y direction
H_{\l ,{’HE v’ = dv/dx = slope of the deflection curve
A 5 - 8- = —v(L/2) = deflection at midpoint C of the beam
x; = distance from support 4 to point of maximum deflection
|_. Omax = — Vmax = Maximum deflection
| L 'JI f; = —v'(0) = angle of rotation at left-hand end of the beam
ET = constant g = v'(L) = angle of rotation at right-hand end of the beam
a S ) )
, V= g x)
: 4q 3 2
= ——— (L% — BLx® — 4x
YT TaE )
gL gl*
E = = —0 = =
€= Omax= mpimr T 0T




GIros

Considerando un momento unitario aplicado en A:
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Giros (cont.)
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Giros (cont.)



Giros (cont )

17z =z
—x——d-=
L{LKEL




Descenso de apoyos

i'-UE!. LI'{ - LI{{}}
| Ug = 1"{.-[}
0, =y



Vigas Rectas continuas



Caso General (El cualquiera)
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Caso El constante
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Viga continua de N tramos

En un apoyo genérico n

- confluyen los tramos ny n+1

- hay trasmision de momento,

- no hay trasmision de cortante (ya que cada tramo
descarga de forma independiente en el apoyo).



M?H Mn-': Mn Mr Mr.q Mn~

- K A N 4 N

o n s n+1 s
n-1 n n+1
H Barran _
En el caso anterior era P
H—1 Nudo n-1 4
Barra n
6' H En el caso anterior era 3
7] Nudo n
%I Depende solo del nudo n
n

w” Depende solo de la barra



Ecuaciones angulares n Barman

1n—1 Nudo n-1

r . .. . b
Analoga situacion se presenta para el coeficiente £ donde para el tramo n es S . Los
. , ] n ,
términos @, v 3 de la barra n se denominan %,_; v %, . Los coeficientes &4y ¥z de la

H H .. .
barra n se llaman %, y %, . En el caso que la seccidén de la viga sea constante estos
coeficientes dependen solo del tramo y se denomina a ambos " .

H
n-1

no__ n A, A 1. no M
O, =c, +M, " +M, o —y

n+l n+l 1. n+1 1. i+l n+l
0, =a, +M,a,;" +M, " +y

1
9ﬁ+1 _ EI.:]::I ‘|‘i?|rfﬁﬂn+1 +i]"f,-.j._,_1fxﬁ+1 _yfrrHl

n+l n+l
Donde sabemos que:

. n 1. H , " H
=a,,  +M, o, +M B+

n o UV, —U,,




M Barra n

Ecuacion de tres momentos =1 Nudon-1
6, =-6,"
,.f’f’/ - "' n+l W

H

n+l _ n+l 1. n+1 1. n+1 i+l
0, =a, +M, o, +M, " +y

1 Q" = [Ilf,:]: +M _p"+M o -y
0" +8"" =0

M, p"+M, ({I;‘ +{I§”)+MH+1,[5‘”” +a, o, -yt =0



M Barra n

Ecuacion de tres momentos =1 Nudon-1

A n 1. - n n+l1 1. n+1 H n+l o n n+l
M, . p —l—ﬂfn({lt’n—l-{l’” )+MH+1,B +a, +o, —y" T =0

n n+l
ﬂ:’ﬂ V {I’D Dependen de la geometria de la estructura'y
n - n

de las cargas aplicadas

n+1 Dependen de los descensos de los apoyos y

de la geometria de la estructura

v vy

- 1+l " n+l Dependen de la geometria y de los Momentos:
a,. &, P vp
M, ..M,y M

n+1



Viga Continua

10 kN/m 10 kN/m
NI
A ﬁ B A ﬁ c, B3,

A n n n+l n+1 ! n+l o H n+l
M, . +an({1’n-|-ﬂ’ﬂ )+Mﬁ+lﬁ +a,, +o, T~y " =0



Viga Continua

20kNl
10 kN/m 10 kN/m
IR
A o B A7 c &
A om P Sm )
1 2

A n n n+l n+1 ! n+l o H n+l
M, . +an({1’n-|-ﬂ’ﬂ )+Mﬁ+lﬁ +a,, +o, T~y " =0

?
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Viga Continua

: |

d
T T T T T I T T T Ty o
AN B 4% c B

Sm Sm

M, B"+M, o +f:1*::+1)+Mﬁ+lﬁ”“ +oy o) -yt =0

- n+l1

1 |
0. B+ Ms o +a )+_-2o.lﬁ”+l+ﬂﬂ:+ﬂﬂ2+ -~ 0+ 0o =0
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Ejemplo Cont.

: |

d
T T T T T I T T T Ty o
AN B 45 c”%?

Sm Sm

_ | |
0. S+ Ms @+ )+ 20 +ay +0, -0+ 0o =0

Ms . (Lae/3EIl+Lsc/3EI)-20.Lec/6EI+ Las”3.9/24El + Lec”3.q/24EI=0

Ms=-420/16 =-26.3 kN.m



Ejemplo Cont.

Ms=-420/16 =-26.3 kN.m

20 kN
10 kN/m 26.3 kN.m 26.3 kN.m 10 kN/m l 20 kN.m
RN TTTTTTTT T
’ L ”j -J;}' Sm k4
. I 2> kN 25 kN T 25 kN
A +
' ' 26.3/5 kN 126.3/5 kN
26.3/5 kN + +
' I 26:3/5 kN | 2075k 120/5 kN
1 19.8kN +
30.2 kN
I X 26.2 kN - I 23.7kN
Voladizo \T 20 kN



Diagramas
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Ecuacion de 3y 5 Momentos
Ejemplos



Reacciones

L L L
L
R =R+ fyiz_l E
R =R’ +R"




Reacciones

M,, M, M, M
R, = Rj, + Ry + =3 ===+ =
LH‘ L.i’il Lﬁ'+ Lh‘l‘+

n+1




N+1 apoyos, N tramos
M, S+ M, (e +a'§+1)+11fﬁ+1,8”“ o, o, -y ™ =0
Tenemos n-1 momentos M como incognita.

. N-1

N-1




Viga continua con g !
. ) Nudo 0
empotramientos

Empotramiento en el primer apoyo:
1 1 1 ] 1 1
6, =0=0,, + Mo, + M, +y
Tenemos una incognita mas que seria Mo y n ecuaciones

n 1, 7 i+l 1, n+1 n n+1 n A+l _
o) +Mn(m’n+a’ )+Mﬁ+lﬁ +a, +a, -y +y" =0

n

M

n—1

Si n=0, entonces no tienen sentido los subindices (apoyos) negativos,
ni los tramos igual a cero (superindices).



Viga continua con
empotramientos

Empotramiento en el apoyo n:

AT N ] - J
9‘;:: — D — .‘:I{] N _I_ i!lif-‘hr_lﬁﬁr _I_ ..LI‘I“.{‘&.' {I_if - w}'r

Tenemos una incognita mas que seria Mn y n ecuaciones

A n 1. H n+l 1. n+1 ! n+l1 n n+l
M, B"+M (o +a )+Mﬁ+lﬁ +a, +a, -y +y" =0

n



Vigas con El cte

2 _ L
p= 6EI.
H M H ‘[‘ﬁ
o = [IE'H = {Iﬁ'—l =
3EI.

Sustituyendo en la Ec. de 3 Momentos y multiplicando por 6 El:

M, L' +2M, (" + 1)+ M

n+1

) L L."i'
o, = : J M i 6El o, =£HJ.M':HT:
I EI I
15

' ) L."r—].
Et’[,:H = J M (L”” - :}7’: 6EIIEIE'G:+1 _ 0 J'ﬂj_r(g”“ _
0

7 +6EII [EID: +Efﬂ:+1)+6£-fx (Wn_l _Wn)

0



Téerminos de Carga

M, I"+2M, (" + ")+ M, I +6EL (o + e, )+ 6EL [y —y")=0

n+1

o o
. 6% gp = 6 |\ Mzd= "= 6 M (L” — :)(f:
6El _Elif_a’f_ ('} i (Lﬁ ].:.r Jﬂ
i 6 T r
CELeq," = por [MUL ke gt S [M(r -z

(er:r+1 F o

M, I'+2M, (0 + )+ M, I+ R+ g D +6EL [y -y )=0



Términos f*a;fﬂmﬂ
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Viga sobre apoyos elasticos

n-2 n-1 n n+1 n+2
‘ n-1 n 3 n+1 n+2 '



Descenso de apoyos

Ua Us LI'{ ~ LI{Z{}}
| v
Ug — U, 6, =W




Apoyos elasticos

1 H H
n-2 n-1 n n+1 n+2
S Lo B L L A LA
U, — U, wﬁ'ﬂ _ Uy — U,
Vv = . n+l
I L
RH Rn—l




Viga sobre apoyos elasticos

4 "= dfl (ﬂ'{n—i ’ "?lrfr-f—l > ﬂ'irn ’ ‘ﬂ'fnﬂ 2 R'Dﬁ ’ REJH—I )
4 "= fE (i]’fn—l ; ﬂ'{n > ﬂ’fnﬂ ” ﬂ{n+l > R[}n ’ R'Dﬁ'+1 J

siendo ambas ecuaciones lineales.
Susfituyendo en la ecuacion de tres momentos.

M, B+ M, +a )+ M, S +a) +a, —y" +y™ =0



Ecuacion de 5 Momentos

Sustituyendo en la Ec. de 3 M

n+l

AM, ,+B-M, ,+C-M +D-M, +E-M,,+F-R,, ,+G-R, +H-R, . +a, +a, =0
A = ;: lu—l n E= I
n—lI‘ L ;:n+1 Li‘1‘+1 £n+2
o 1 1 1
B:ﬁ B 'HE_J{, n-lrn - _A' n ra+l F= ln
‘i'r? (L ] H—II' L kﬁ_l (I« )2 HL L ;(H—l'l
1 2 1 | 1 1 1
{:__1:{1":4—[1’;"'14— ' 7T nh+ T ' > T T 7 G=- _ rn n+l
"{?n ( ; )_ k” L'L 1 "ﬂrﬁ—l (I‘—'? )_ kﬂ+1 (I‘—'H'l )2 ’{?H (I‘-'Hl )_ Anl AHE
_ 1
. 1 | 1 1 -
D=p" - — -~ M=

A’n I I‘n+1 kn+1 ( Lﬁ+1 ]2 - k” +1I,n+1£ﬁ+2 A.-H (LPHI )2 n+1



Apoyo

S1 un apovo es fijo (no es elastico) k,

Rﬁ_l=faﬂ,=RO{:,+E:§l n=1
M, M, M

R =R =R, ——L-L1i17°2
" 1 RO.I ..-El Lg I

no existe el tramo 0. m1 el momento My, n1 tampoco el apoyo —1

Notas realizadas en base a los apuntes de RIl (Autores: A. Morquio y L. Delacoste)

i 3



Ejemplo ,,
PNI20 material es acero (E=2.1x10"" N/m")

* Hallar reacciones y trazar diagramas de solicitaciones

=10 kN
c P=8KN P=8KkN
Mo=40 KNm q=6kN/m
. ¢\ WITITTTIITSITIITITIT]
A AN FAYS D 2
k=2000kN/m 'R=1KN
©1,00m  1,00m  2,00m ~2,00m 1,00m  1,00m  1,00m  1,50m

2,00m 4,00m , 3,00m ~1,50m




emplo | o
PNI2(0 material es acero (E=2.1x10"" N/m")

Sk P=8kN P=8kN
Mo=40 KNm q=6kN/m
3 2 IR IR eN
Ta AN Aac iD E
k=2000kN/m p=1kN
©1,00m  1,00m  2,00m 2,00m 1,00m  1,00m  1,00m  1,50m
2,00m 4,00m 3,00m ) 1,50m
Mo=40 KINm
d,=0 V—’-"r_h‘\
Utilizando la ecuacion: b -
o vt M.+ B M. +w=0 N J LB
04 4 M4 +18 My Y=
o M i ﬁ 1 JMUL _40000)(2
. p=— A{LE ~ dx%) Cog = =
24LEI 24-EI  24-EI
— S
Waylole M, L
L & ) 8= 0 b, -
2 2

24EI]



=10 kN
¥ P=8kN P=8kN

Mo=40 KNm q=6 kN /m
3 ¢\ TR IR RN NN AN
' J 4B aYe IDb E
k=2000 kN /m R=1kN
,1,00m _1,00m 2,00m ) 2,00m ,1,00m  1,00m  1,00m  1,50m
2,00m ) 4,00m ) 3,00m _1,50m
Mo=40 KNm
] ¢\ |
A J AN -
L 2
HA = 0 {I’L = —
Utilizando la ecuacion: 3-EI 3 *.Ef
o+ M+ B My +y =0 gL _ 2

T 6-EI 6 EI



Mo=40 KNm

a ¢\ .
aA @ A%
HA--:G . ~1,00m 1,00m
Utilizando la ecuacion:
{Iéﬂ+g;'iwd+ﬁl'ﬂ’fﬂ+w:0
1 L 2
o, = —
1 _ MoL _40000x2 SEL 3Ll
724EL 24-E /31:6.,51:6.5
40000%2 2 >
+,-., JMA_}_ ﬂpffB:[}
24-EI  3-EI 6 EJ

2-M,+ M, =-10000 Nm




=10 kN
Q P=8KkN P=8kN

Mo=40 KNm q=6KkN/m
3 ¢\ PITITITTJIIIILILILILY -
N J OB Ac D E
k=2000kN/m R=1kN
©1,00m  1,00m 2,00m ) 2,00m _1,00m  1,00m  1,00m _ 1,50m
2.00m J 4,00m , 3,00m ~1,50m

Aplicamos 3 Momentos en el apoyo B

M, B +M,a +ai? )+ M, ™+, +a," -y +y" =0

Q=10 kN
Mo=40 KNm q=6kN/m
ﬂ 2 RN RE NN N
Ia 7 DB Fats

M B Mgl +al)+ M B +a, +a, -yt +y’ =0



M B Mgl +al)+ M B +a, +a, -yt +y’ =0

Aol My-I'  40000%2
0B = 04 ™ SA.ET ™ 24.EI
Q=10 kN
Mo=40 KNm q=6KN /m
3 N RN NN
| ' AB EC

J
A o e



C

=10 kN
Q P=8kN P=8kN

1
1

Mo=40 KNm g=6kN/m
o OO
A J 4B aXe Db E
k=2000kN/m R=1kN
_1,00m _ 1,00m 2,00m 2,00m _1,00m  1,00m  1,00m _ 1,50m
2.00m 4,00m 3,00m 1,50m

M B + Mol +al )+ M B2 +a,, +a, -yt +y’ =0

» q-(2) o) 6000x4® 10000x4> _ ,
O’OB= =+ — =+ — 0% ¢
24-EI 16-EI 24 - ET 16- ET

q / \ P
fl!,'.:HH=_q"3_ ;_ | m 04 H'_%

y N & 2E]
. |

b3 | [~



=10 kN
Q P=8KkN P=8kN

Mo=40 KNm q=6kN/m
3 e WIITITITIITITITLTI]]
N J 4B JJAYS 2D £
k=2000kN/m R=1kN
1,00m 1,00m  2,00m 2,00m  1,00m  1,00m 1,00m _ 1,50m
2,00m 4,00m , 3,00m ~1,50m

M B + Mol +al )+ M B2 +a,, +a, -yt +y’ =0

&,1:&,1:1}:2 HZ_LE_éL
B4 3. FT 3.EI B3 ET 3.ET
I’ 4



=10 kN
Q P=8kN P=8kN

Mo=40 KNm q=6kN/m
3 e WIITITITIITITITITI]] -
N J 4B JJAYS 2D £
k=2000kN/m R=1kN
1,00m 1,00m  2,00m 2,00m  1,00m  1,00m 1,00m _ 1,50m
2,00m 4,00m , 3,00m ~1,50m

M B + Mol +al )+ M B2 +a,, +a, -yt +y’ =0

2 [ 2 4 ] 4 40000x2  6000x4° 10000 4°
M M + + =0

M,——+M + +M, -
6. EI 3.EI 3-EI 6-EI 24-EI  24-EI 16-EI

M,+6-My+2-M.=—68000Nm




b P=8kN P=8kN

Mo=40 KNm C{=6 kN /m
. v\ OO |
I A JaYs b :
k=2000kN/m R=1kN
- 1,00m 1,00m 2,00m p 2,00m ,4,00m 1,00m 1,00m  1,50m
2,00m ) 4,00m ) 3,00m ~1,50m

Aplicamos 3 Momentos en el apoyo C con términos de carga

M, I'+2M, ([ + )+ M, I+ @+ g+ 6EL [y -y )=0

n+l

M, I’'+2 M\ +D)+M, L'+ -9~ +1°. 9 +6-EIW’ —y*)=0

1 1
. 2 i JIITIHITITG 12

L gz | i g | L 4

L/3 | L3 | Ly3 3




P=8KN P=8kN

Mo=40 KNm q=6kN/m
1 Iﬁ:’-_h‘\\i L_l_l_l_l_l_l_l_l_LLl_l_lr_l_\’t_l_l_l_l_r 3
B Fars TP :
k=2000kN/m Rp=1kN
~1,00m 1,00m 2,00m ) 2,00m ~1,00m 1,00m 1,00m 1,50m
2,00m ) 4,00m ) 3,00m 1,50m

My P+2MAP+L)+M, L+ R+ . P +6-EIW’ —y?)=0

S S

10000 -4+ = : 6000}«:42 =39000Nm

2

H=20.124+2q (P

IL.u

/ ’ \R
1P . iy 1o
Lz | we 8 f- L | )
p P k7 o) 2




=10 kN
Q P=8KkN P=8kN

Mo=40 KNm q=6KkN/m
3 ¢\ PITITITTJIIIILILILILY -
N J OB Ac D E
k=2000kN/m R=1kN
©1,00m  1,00m 2,00m ) 2,00m _1,00m  1,00m  1,00m _ 1,50m
2.00m J 4,00m , 3,00m ~1,50m

My P+2MAP+L)+M, L+ R+ . P +6-EIW’ —y?)=0

y” es igual a cero

Rp
3 _Up —Uc _ /0

I 3 moﬁm

4



=10 kN
Q P=8kN P=8kN

Mo=40 KNm q=6kN/m
3 e WIITITITIITITITITI]] -
N J 4B JJAYS 2D £
k=2000kN/m R=1kN
1,00m 1,00m  2,00m 2,00m  1,00m  1,00m 1,00m _ 1,50m
2,00m 4,00m , 3,00m ~1,50m

My P+2MAP+L)+M, L+ R+ . P +6-EIW’ —y?)=0

R=1KkN
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