DINAMICA Y CONTROL DE PROCESOS

4 MODELOS LINEALES Y NO LINEALES - REPRESENTACION
EN EL ESPACIO DE LAS VARIABLES DE ESTADO

Introduccién

Hemos mencionado que los modelos con los que vamos a trabajar son ecuaciones
matematicas, mas especificamente ecuaciones algebraicas, diferenciales ordinarias o en
derivadas parciales. Particularmente si queremos trabajar con modelos dinamicos las
ecuaciones diferenciales son respecto a la variable tiempo. La resolucién de dichas
ecuaciones diferenciales puede realizarse en el propio dominio del tiempo, en el cual
normalmente planteamos nuestro modelo, pero también, como veremos més adelante,
pueden realizarse transformaciones de dichas ecuaciones para resolverlas en el dominio
de Laplace (ver Capitulo 6) o en el dominio de la frecuencia (ver Capitulo 18). En el
dominio de Laplace las ecuaciones diferenciales respecto al tiempo se transforman
generalmente en ecuaciones algebraicas. Por otro lado, en el dominio de la frecuencia se
puede visualizar graficamente con relativa sencillez el comportamiento dinamico del
sistema.

Restringiéndonos al dominio del tiempo, existe un importante desarrollo matematico para
la resolucion de modelos lineales, por lo que normalmente se comienza por su estudio;
los modelos no lineales suelen ser mas complejos de resolver matematicamente y muchas
veces se recurre a linealizar el sistema en un entorno del punto de trabajo.

Representacion en el espacio de variables de estado (“State - space models”™)

Es una forma de escribir los sistemas lineales en el dominio del tiempo. En forma general
un modelo dinamico puede plantearse como

x=f(x,u)

donde x es el vector de variables de estado y u el vector de variables de entrada. Cuando
la funcion f es lineal tenemos el subconjunto de los modelos lineales. En particular la
formulacion de modelos en variables de estado para sistemas lineales es:

X=Ax+Bu
y =Cx+ Du

donde y es el vector de variables de saliday A, B, C y D son matrices. En particular
A es la matriz jacobiana.

Veamos un ejemplo aclaratorio. Consideremos dos tanques conectados en serie tal
como se muestra en la Figura 4.1
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Vo
hl 1 V1
ho 2 V2
Fig. 4.1 Dos tanques de liquido conectados en serie.

Asumamos que el flujo que sale de cada tanque es proporcional a la altura de liquido (esto
no es rigurosamente cierto pero puede ser una aproximacién vélida si las alturas no varian

mucho): vi =fhi

Realizando los correspondientes balances de materia en cada tanque, y asumiendo que el
area transversal horizontal (Ai) es constante en cada tanque:

dy v S,
d A A

dy v fop Ay By
d A A ° A A C

Estas mismas ecuaciones pueden escribirse en forma matricial:

Ay

: 1
h| | A h| | =
M A B M Ak
A, A,
O bien
X=Ax+Bu

donde
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Si tomamos las alturas también como variables de salida también podemos escribir la
siguiente ecuacion

y=Cx+Du
<)o 2l
h, 0 1]h,
con {1 0}
C= D=0
0 1

Linealizacién de modelos no lineales

Veamos primero un ejemplo de una funcion de una variable:

dx

H 1y
dt

Llamemos xs a la solucion de estado estacionario, esto es f(xs) = 0 . Realizando una

expansién por Taylor en torno al punto de estado estacionario:

16°f
x>

(x=x ) +...

S

Despreciando los términos de mayor orden
of
f(x)= f(x )+—
(= 1x,)+5

Por ser estado estacionario f(xs) = 0, entonces
dx d(x—x,) of

~

(x=x,)

Xs

(x=x,)

Xs

~

E_ dt OX

O definiendo la variable desviacion x’ =x - Xs

de _ot|
dt  ox|,
dx’ ,
—=a X

dt

Donde a es la derivada de la funcién evaluada en el punto de estado estacionario.
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Supongamos ahora un ejemplo de una funcion con una variable de estado x y una de
entrada u:

X = % = f(x,u)
Realizando una expansion por Taylor en torno al punto de estado estacionario (Xs, Us):
X = f(XS’US)+%XS,u (X_XS)JFEXS,U (u —us)+%(§72 (x—x. )+
+§x28fu s(x—xs)(u u,)+= 22 S(u— J+
Despreciando los terminos de mayor orden
X ~ f(XS’US)JrgXS,uS (x—xs)+2f—u&’us (u-uy,)

Por ser estado estacionario f(xs, Us) = 0, entonces

d(x—x,) of

~
~

dt OX

(u-u,)

X5, Us

of
(x—xs)+a

Xs:Us

O definiendo las variables desviacion x’=x-Xs Yy u’ =u-Us

dx' of . of ,
—~— X'+— U
dt  ox|,,  Ouly,
dx’

—=aXx'+bu

dt

Veamos un ejemplo: Tanque de liquido con salida proporcional a la raiz cuadrada de la
altura de liquido (Figura 4.2; ver ‘ejem4.1’).

R

Vin

V Vv

>

Fig. 4.2 Tanque de liquido; el flujo de salida es proporcional a la raiz cuadrada de
la altura de liquido
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La funcion del modelo, derivada del balance de materia

dh h v

f(hy)=In oA Ve
dt A A

donde h es la variable de estado, vin es la variable de entraday Sy A son los

pardmetros. El sistema es no lineal debido a que aparece la raiz cuadrada de la variable.

Usando Taylor

L e O e R L

El término entre paréntesis rectos es cero porque es el valor en estado estacionario

dh-h) B o o\ 1.
dt ~ ZA\/h»S(h hs)+A(V Vs)

Y usando las variables desviacion

!

& B 1
dt  2A/h, A

S

Obienllamando x=#4", u=v’

— =ax+bu

con

2Ah,

> |-

En forma general puede escribirse

X, = ,(Xeer X,y Up ey U, )

1 \ns

Xn:fn(xl’ TRTLUTE ’um)
Yo = 0y (X Xy Uyovens Uy )

Y, = gr(xl""’xn’u17""’um)
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Si se tiene x el vector de n variables de estado, u el vector de m variables de entrada
e y el vector de r variables de salida

Para linealizar se definen las matrices de la siguiente manera:

of. ag.

X ” X,

8uj

" ou.

XssUs ) Xg,Ug

A

XS’US XS’uS

Si anotamos con ’ las variables desviacion

X' = Ax"+BU’
y'=Cx'+Du’

Se encuentra frecuentemente que las variables de salida no son funcion de las de entrada
y entonces D = 0 ; e incluso muchas veces las variables de salida (y) son las propias
variables de estado (x) con lo cual la matriz C es la matriz identidad.

Veamos otro ejemplo: dos tanques en serie, ambos en el mismo nivel (Figura 4.3).
Asumamos que el flujo que sale de cada tanque es proporcional a la raiz cuadrada de la
altura de liquido:

I
.

Fig. 4.3 Dos tanques en serie colocados al mismo nivel.

Realizando los correspondientes balances de materia, y asumiendo que el area transversal
horizontal de cada tanque (Ai) es constante:

dh, _ _ Vo _ S
= )= -2

dh, _ _B hn, B
gt = f(whev)=20h —h, — 22 Jh,

hl_hz

ILM 6



DINAMICA Y CONTROL DE PROCESOS

Asumamos que solo se mide la altura del segundo tanque; la variable de salida es entonces
y =ha—hos

A11 afl = _L Bll = % = i
ol 2A\h —h, N, A
Alzzi :—ﬂl 821:% :0
ahz hg,Vs 2A1 hls - hZS v hg,vs
a B .- g
ah Llhg,v, 2A1 hls - hzs 8h1 h,V,
A, = % = P C.. = 6_9 —
2 - 21 — -
ahz hg Vs 2A1V 1s h25 2A2V 2s ahz hg Vs
De modo que se puede escribir el modelo linealizado en forma matricial
o — _ 1
dt |_ 2A \hyg —hyg 2A1\/ s — Xy 4 E [u]
dﬁ 'Bl 162 X, 0
dt L 2A2 hls - hzs 2A \/ 1s 2s 2A

ool

donde
y:XZZhZ_hZS

Soluciodn para el caso en que no hay entradas (“zero-input form”)

Recordemos la forma general para la formulacion en el espacio de las variables de estado
de los modelos lineales:
X=Ax+Bu

Pero consideremos primero el caso especial en el que las entradas se mantienen constantes
en el valor de estado estacionario (eventualmente se puede hacer un cambio de variable)

y por lo tanto en variables desviacion u = 0:

X = AX
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De igual forma que para una Gnica variable la solucion de la ecuacion X =ax es
X(t) =e*x(0) que es estable (converge a un valor) si a < 0, en forma similar para
varias variables

x(t)=e*'x(0)

que es estable si los valores propios (“eigenvalues™) de A son negativos.

Para calcular la matriz exponencial, consideremos la matriz V de vectores propios

(“eigenvectors”): v v
v=l4 @]{“ }
Voo Vo

S
0 4

y la matriz de los valores propios

Entonces

A=VAV™

eA'[ :V eA'[ V—l

t
R -
& = Aot
0 e®
Por lo que las soluciones del sistema estan dadas por
Aty -1
X({t)=V e~V x©0)
Donde x(0) son las condiciones iniciales.
Dependiendo de cuales sean las condiciones iniciales elegidas sera la evolucion en el
tiempo de las variables de estado. En particular, si la condicién inicial esta en la misma

direccion del vector propio & entonces la “velocidad de respuesta” sera proporcional al
valor propio Ai (ver ‘ejem4.2’ y ‘ejem4.3”).

Solucion para el caso general

Recordemos que la forma general de los sistemas lineales era
X = Ax+ Bu

De igual forma que para un Unica variable  y — ax+bu
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la solucion es
X(t) = e*x(0) + (e —1)§u(o)

cuando u(t) = cte = u(0) , en forma similar para varias variables
X(t) = P x(0)+Q u(0)

donde PzeAt Q:(P—I) AR
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