DINAMICA Y CONTROL DE PROCESOS

2 ECUACIONES DE BALANCE

Balance integral y balance diferencial

Los balances de masa y/o energia son en general las ecuaciones de partida para los

modelos de procesos. En condiciones dindmicas

[velocidadde | [velocidad de | [velocidad de
cambio de masa entrada de masa | | salida de masa
0 energia en el 0 energia al 0 energia del

| sistema | sistema | sistema

Obsérvese que como estamos considerando la masa o la energia total del sistema no
aparece ningun término relacionado con los cambios por reaccion quimica, que si habria
que considerar cuando hacemos el balance de un componente quimico.

Cuando se esta disefiando, en general se consideran estos balances en estado
estacionario, y por lo tanto el lado izquierdo de la ecuacién es cero. Sin embargo este
término es clave cuando nos proponemos estudiar la dinamica del proceso.

Se puede plantear dos aproximaciones diferentes: los balances integrales y los balances
diferenciales. En los primeros, el balance se plantea observando al sistema en dos
estados de tiempo claramente separados por un intervalo At:

masa o0 energia masa o0 energia masa o energia masa o energia
dentro del sistema |—| dentro del sistema |=| que entra al sistema |—| que sale del sistema
a tiempo t + At atiempo t entret y t+At entret y t+At

Por ejemplo para un balance de masa M
t+At t+At

Ml —M] = [m,dt— [r,,dt
t t

t+At

Operando y aplicando el teorema del valor medio

t+At

M ‘t+At -M ‘t - J.(min - mout)dt = (min - mout]tﬂxAtAt
t

Dividiendo por At y aplicando nuevamente el teorema del valor medio para el lado
derecho:

M

dt = (min - mout)(tmm

t+ At

Y tomando At — O
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M

E min out

En los balances diferenciales se llega al mismo resultado pero el punto de partida es
diferente, plantedndose directamente el balance en un intervalo diferencial de tiempo dt.
Por ejemplo para la masa:

[velocidad de | [velocidad de velocidad de
cambio de masa entrada de masa salida de masa

en el al del
sistema sistema sistema

Ejemplos de sistemas de pardmetros globalizados

Veamos un ejemplo. Sea un tanque de un agua con un flujo de entrada y otro de salida
(Figura 2.1):

Vin
V Vv
ﬁ
Fig. 2.1 Tanque de liquido de volumen V, flujo volumétrico de entrada vin y flujo

volumétrico de salida v.

Planteamos un balance integral:

masa de agua masa de agua masa de agua masa de agua
dentro del tanque |—| dentro del tanque |=|que entra al tanque |—| que sale del tanque
atiempo t + At atiempo t entret y t+At entret y t+At
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t+At t+At

V,o‘t+At —V,o‘t = jvinp dt — JV p dt
t t

t+At

Vp|t+At —Vp|t - I(Vinp -V p)ﬁit - (Vinp B Vp)‘tht At

t

Vol —VAl,

At = (Vinp _Vp]tJraAt

si At—>0, %tp):vmp—v,o

Al mismo resultado pudo llegarse planteando el balance diferencial.
. dv
Sl p=cte , E:Vin_v

En este modelo, V es la variable de estado, vin y Vv son las variables de entrada (input)
y p €sun parametro.

Nuestro modelo es una ecuacion diferencial ordinaria (EDO; en inglés ODE) y para
resolverla se necesita conocer las entradas en funcion del tiempo, el valor de los
parametros y las condiciones iniciales (volumen del tanque a t = 0).

Podemos modificar nuestro modelo y trabajar con la variable altura de agua h en lugar
de la variable volumen. Asumiendo una seccién A constante, V = Ah y entonces

dh_v, v
ad A A
Considerando v=pvh
Queda @=_fg_‘/ﬁ+"i
dt A A

Ahora h es la variable de estado, vin es la variable de entrada y gy A son los
parametros.

Otro ejemplo: Reactor de mezcla completa con reaccion quimica
A+2B > P, ra=kCaCs (Figura 2.2)
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Vin

CaaN

voe

ot

Fig. 2.2 Reactor continuo agitado ideal (RCAI).

Del balance global de materia

Si p =cte d—V—v —V
p ot

Cuando realizamos los balances para cada componente tenemos que considerar un
término de desaparicion o formacion por reaccion quimica, segin sea reactivo 0
producto:

M = VinCBin _VCB _VrB

dt
d(\;CB) =V;yCgin —VCq —VIg
t
d(vCe) =—-vC, +Vr,
dt
Como d(vC,) _y 9C. +CAd_V
dt dt dt
: dC .
sustituyendo th = (C,, —CA)—kC,Cq
dC Vi,
dtB - Y, (CBin _CB)_kCACB
dC Vi,
dtp - Y, (_CP)+ KC,Cpg
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En resumen las ecuaciones del modelo son

dv
— = Vin —V

dt
dC, v,

th = V(CAin _CA)_ kCACB
dC; v,

d'[B = V(CBin CB)_ZkCACB
dC v

dtP = _VCP + kCACB

Siendo las variables de estado: V, Ca, Cg, Cp
las entradas: Vin, Cain, Cgin
el parametro: k
las condiciones iniciales: V(0), Ca(0), Cg(0), Cp(0)

Muchas veces es posible (y deseable) introducir simplificaciones. Por ejemplo, si el
volumen es constante desaparece una de las ecuaciones 'y V pasa a ser un parametro del
sistema.

O por ejemplo si Cg es muy alta puede considerarse como constante y la cinética pasa a
pseudo primer orden ra = k’Ca desapareciendo asimismo la ecuacién diferencial
correspondiente a Cag.

El modelo queda entonces

dC, v, \
th :V( Ain CA)_k CA
dC Vv ,

dtP =——C,+k'C,

Siendo las variables de estado: Ca, Cp
las entradas: v, Cain, Csin
los parametros: k’, V'
las condiciones iniciales: Ca(0), Cp(0)

Otro ejemplo: tanque agitado con calefaccion (Figura 2.3). Del balance de energia

d(-:ll_—tE = VinpinTEin _VpT_E + Q +WT

donde TE es la energia total. Despreciando la energia cinética y potencial:
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dstJ = VinpinLJ_in _VpL_J + Q +WT

El trabajo total sobre el sistema puede expresarse: Wy = Wy + vippin — VP

Vin
Tin

'/
VQ&
T (o)

<

-

Fig. 2.3 Tanque agitado con calefaccion.

du
— = VinPin

Por lo tanto
=

U, +hj—Vp(U+£]+Q+WS
pin e

Y recordando la definicion de entalpia, H=U + pV

dH d(pV) _— =
— =v. o. H._—VvoH +Q+W
dt dt |np|n n p Q S

Dado que
d(pv) _,, dp | Sav.
dt dt dt
si el volumen es constante y no hay cambio en la presion media (buena suposicion para
liquidos) se llega a
dH
dt

Si no hay cambio de fase

= Vin Pin Hin _Vpﬁ+Q+Ws

- T
H(T)= [c,dT
Tref

Suponiendo c, constante A(T)= c, (T T )

Reescribiendo el balance

d(Vpc, <(1Tt ), PunCo(T = Trog )= V(T =Ty )+ Q +W,
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Como la densidad y el volumen son constantes:

daiT -T,
VpCP(Tf)zvianp(Tin _Tref )_VpCP(T _Tref )+Q+WS
dT
V/()Cp E =V pCp[Tin _T]+Q +W,
—dT :_V (Tin _T)+ Q + WS
dt Vv Ve, Ve,
Despreciando Ws dT Q
\Y;
- =—(T.. —T
dt V ( in )+V

p

En resumen el modelo del tanque calefactor es

ar :l(Tin _T)_,_i
dt Vv Vpec,

Donde la variable de estado es: T
las entradas son: v, Tin, Q
los pardametros son : V, p, Cp

junto con las siguientes suposiciones:
- se desprecian energia cinética y potencial y trabajo sobre el sistema
- densidad y volumen constantes
- Cpconstante con T
- Q se transmite en forma instantanea

Ejemplos de sistemas de pardmetros distribuidos

Es sabido que en un Reactor Tubular de Flujo en Pistén la concentracion y la
temperatura varian con la posicion en el reactor. Se trata por lo tanto de un sistema de
parametros distribuidos y el volumen de control para realizar el balance diferencial debe
ser un cierto AV lo suficientemente pequefio como para considerar que todos los puntos
en ese elemento de volumen tienen las mismas propiedades.
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AV

Fig. 2.4 Reactor tubular de flujo piston.

Un balance diferencial de materia en el elemento de volumen AV

% = vCA|Z —VCA|Z+AZ —kC,AV

Siendo kCa la velocidad de reaccion quimica de consumo del componente A.

oC,  avC,

para AV -0 ,
ot oV

~kC,

Si el &rea transversal es constante dV= Adz

oCy __,, %Ca
ot * oz
Es una ecuacion en derivadas parciales (EDP, en inglés PDE) y para resolverla se
necesita una condicion inicial y una condicion de borde:

CA(Z’t = O): AO(Z)
CA(O’t):CAin (t)

En general las EDP se resuelven discretizando la dimensién espacial y convirtiéndolas
en EDO.

—kC,

Otro ejemplo: intercambiador de tubos concéntricos (Figura 2.5). Por ser un sistema de
parametros distribuidos el balance de energia para el liquido lo realizamos en un
elemento diferencial de volumen, o bien en un dz, asumiendo un area transversal
constante y una velocidad de flujo lineal en la direccion del tubo u; :

oT oT
2. C.S, L= -0 C S, a—ZL + hLAL(TW _TL)
rearreglando
GTL = _uz aTL + = (TW - TL )
ot oz T
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donde p.C.S,
Th =
hLAL
Tw
[ Vapor, Ts
] -
| ’ |
uZ; TL(Oat) uZy TL(th)
—_— —
| | |
Ill
Condensado, Ts
Fig. 2.5 Intercambiador de tubos concéntricos.

En forma similar planteando balance para la pared

oT,
prwa 8tw :hsAs(Ts _Tw)_hLAL(TW _TL)
oT, 1 1
8—tw = _(Ts _TW)__(TW _TL)

z-sw wL

done PuCuS., PuCuS.,

Tsw = (1~ Y Tw =

hy A h AL

Tenemos asi un sistema de ecuaciones en derivadas parciales. Para resolverlas
discretizamos en N intervalos.

Az
+—>
s s s s s s ———
TLQO) T|_i(1) TQ(Z) i TEL(j'l) TEL(J) i TL(N)
Ry R RN N
ﬂ%) M T'M?) | T:MZ) Tw?) | T’w%)
Fig. 2.6 Discretizacion del espacio para resolver el sistema de EDP.
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Tomamos por ejemplo la aproximacion ] ]
Por Ejemp P aT, zTL(J)_TL(J_l)

oz AZ
entonces
dT. () _ , T)-T(G-1), 1 ¢ oy T (i .
da Y. AZ + (Tw(J) TL(J)) j=1,...,N
o0 bien
d7,(j) _ -
1 T =1,...,N
e P O =1
y analogamente
dTW(J):_(i"‘iij(j)+iTL(j)+iTs(t) j=1....,N
dt z-sw wL wL sw

El sistema se resuelve comenzando por j = 1 (en el borde); las soluciones de la primer
seccidn permiten resolver la segunda y asi sucesivamente.

Modelos adimensionales

Muchas veces es conveniente formular los modelos adimensionalizando las variables de
estado. Por ejemplo, para el RCAI habiamos encontrado el siguiente modelo:

dC Vin
th \I/ (CAin _CA)_kCA

Definiendo la variable adimensional C
X= /
CA|n0

Se puede reescribir el modelo como dx V. :
7 _ Tin - in 4 k
dt Vv V
donde “ = Cai
" Ain,0
t
También podemos adimensionalizar la variable tiempo tomando 0= m
"
Entonces queda dX Vk
X, —| 1+ —
do Vv
E incluso definiendo el nimero de Damkhéler :V_k dx
v @me —(l—Ol)X
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