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1. Convenciones e Hipotesis

Para estudiar las estructuras compuestas por kegéess, que supondremos, para simplificar
la representacion grafica que tienen el eje dégla Worizontal, consideraremos un sistema de
coordenadas como el de la figura 1, tal que éh@jzontal z apunta en la direccién del eje de
la viga y pasa por el baricentro. Asimismo supomdre que los ejes principales de la seccién
son tales que el eje y se dirige hacia abajo jeet es horizontal.

Figura 1: Ejes coordenados

Supondremos que estamos trabajando con estruguueasumplen los siguientes condiciones:

a) Vigas rectas

b) Materiales elasticos y lineales

c) Secciones simétricas respecto del eje y.

d) Cargas distribuidas g o concentradas P seggje gl

2. Equilibrio de un tramo

Analizando el equilibrio de fuerzas de un pequeamo de dicha viga (figura 2), como ya
fue visto en el curso de Resistencia de Materiakes tiene que:



i —71 9@
l vy

v .
M(z) IM (z+dz)

\__ /
v

V(2) V (z+dz)

Figura 2: Equilibrio de fuerzas en un dz

Planteando el equilibrio de fuerzas en la direceignmical se obtiene:

_ :0
dz+ Z)

Planteando el equilibrio de momentos en relacian punto (puede elegirse el punto
z+dz ) se obtiene:
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- :V
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en definitiva ambas expresiones se pueden resuntér gguiente conclusion:

d’M _dv _ _q 1
dz? dz (1)
3. Relacion Momento Curvatura

Es conocida del curso de Resistencia | la expregi@nrelaciona el momento flector en una
seccion con la curvatura de la viga deformada arsescion (o sea con la derivada segunda
de la deformada), como se indica en la figura 3.
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Figura 3: Viga deformada
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4. Analogia de Mohr

Mohr observé que podia establecerse una analogji@ las expresiones (1) y (2). En esta
analogia se corresponden:

Puede observarse también para el caso de unadeidangitud L y simplemente apoyada en
sus dos extremos, que las condiciones de bordesstgmipor los apoyos son:

O sea que estas condiciones coinciden para log@sranalogos.

Debido a esta analogia entre ambas ecuacionedicores de borde Mohr concluy6 que en
una viga simplemente apoyada puede calcularsefdand@da v(z) y el gird(z) hallando en
la misma viga los diagramas de momentos y cortaquesproduce una carga distribuida de

valor E_IX (2).

Para los angulos que se producen en los extremdes viga tomaremos como positivo el
mismo sentido que el de los momentos flectores cserindica en la figura 4.
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Figura 4: Angulos de giro en los apoyos

De acuerdo a esta convencién se tendra que:

En definitiva se concluye, utilizando la analogéaMohr, que se pueden calcular los giros en

M
los extremos como si fueran las reacciones enpogas de la carg’g,—, como se indica en
X

la figura 5.
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Figura 5: Resolucion de la viga anéloga

En consecuencia tomando momento en relacién a Brgspectivamente se pueden obtener
los giros en los apoyos, que tienen la forma:
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5. Aplicaciones de la analogia de Mohr

Consideraremos el caso de una viga simplementeadpgydistinguiremos cuatro casos:
a) Para las cargas aplicadas en el vano

Los angulos de giro resultantes de la aplicaciorsias cargas seran denominaaigsy Oos
y sus valores son:
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Donde M es el momento producido por las cargasaqdis en el vano. Es claro que en
general este momento sera funcion de z.

b) Considerando un momento unitario aplicado en A:
La misma expresion empleada en a) puede ser dliea el caso de un momento unitario

aplicado en el extremo izquierdo de la viga. Obmeto la figura se puede ver que el
diagrama de momentos es lineal de acuerdo corple&®n que se indica en la figura 6.



Figura 6: Momento unitario en A

Los &ngulos de giro resultantes de la aplicaciéasde momento unitario se denomimany
By sus valores son:
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c) Consideramos un momento unitario aplicado en B:

De manera similar al anterior se puede resolverasdo, teniendo en cuenta que el diagrama
de momentos es lineal, como se indica en la figura
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Figura 7: Momento unitario en B

Los angulos de giro resultantes de la aplicaciéaste momento unitario se denominagy
By sus valores son:

La anterior igualdad (entféy B") es inmediata pues las integrales son iguales sntOtra
forma de obtener este resultado hubiera sido aylacal teorema de Betti a los casos b) y ¢) .

d) Siconsideramos que se producen descensos apdgss:

Supondremos que hay un descenso en el punto Aoyeatel punto B como se indica en la
figura 8, que se considera positivo hacia abajo.

Y

Figura 8: Descenso de los apoyos



En este caso sera

v, =0(0)
vg =u(L)

Para desplazamientos pequefios se cumple que elegieoviga es:

Ug —U,
L

Y gy =

resultando que

Y
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6. Ecuaciones angulares

a) Caso General

Si observamos que vale (con las hipétesis real®aglgprincipio de superposicion entonces
en el caso general de una viga sometida a cargas \wano, momentos en los extremos y
descensos en los apoyos, que se muestra en la figur
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Figura 9: Ecuaciones angulares

los giros en Ay B pueden ser expresados de laaiorm

HA:00A+MA[aA+MB[ﬁ+l/I
O, =ax +M, [B+M;la, -y (3)

Estas expresiones son conocidas como las ecuaeingakares.



b) Caso de secciones constantes

En el caso, muy frecuente, que las barras tengarr Ete se pueden simplificar las
expresiones de los coeficientes de la siguienteeraan

L ¢ L L
a,=—|l-2W+u?)du= —|u-u’+—|i=>a,=——
A EIX-([( ) EIX( J‘) A 3EI
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En definitiva en estas condiciones no es necedariatilizacion de subindices para los
coeficientesy pues son iguales, resultando:

a=a.=qa :L IB:L :Ea
ATTR TR 6EI, 2 (4)
7. Viga continua de N tramos

Consideremos una viga continua con N tramos y Nvely@s. Para el andlisis consideraremos
dos tramos contiguos genéricos que llamaremos wlydefinidos por los apoyos n-1, n'y
n+1, segun se indica en la figura 10.

M M M”,, M” M”__. M’ M“’Tv M“ Mis o Mua

Figura 10: Viga continua

En un apoyo genérico n confluyen los tramos n y. riErl cada apoyo existe trasmision de
momento entre ambos tramos y no existe trasmisdcodante pues ambos descargan sobre
el apoyo.

En el nudo n como consecuencia de la continuiddd diga el tramo n trasmite un momento

al tramo n+1 . Por accion y reaccion este momestgual en médulo y de sentido contrario

al que ejerce el tramo n+1 sobre el tramo n. Liamas M, a este momento que se trasmite
en el nudo n de un tramo de la viga al otro, daid®mibindice n corresponde al apoyo o nudo
n. En la figura 10 se pueden observar los mismos.

En todas estas expresiones emplearemos una nothmide el subindice indique el nudo y el
superindice la barra. De esa mar@;, es el angulo de giro de la barra n en el nudom-1,



dicho de otra manera seréd, de la barra n. Asimismé; es el angulo de giro de la barra n
en el nudo n o sea que e:g;|de la barra n.

En el caso de los momentos, estos solo dependemude) pues son iguales en ambas barras.
En ese caso tienen solo subindice. El momentmfiect el nudo n es, entonces,. M

En el caso del angulo de giro producido por el eleso de los apoyos este depende solo de la
barra por lo que tiene solo superindice. El girtedearraney" .

Andloga situacion se presenta para el coeficiiBtalonde para el tramo n ¢5". Los
z . . n n ..
términos o,y Gog de la barra n se denomin@,,; y @, . Los coeficiente @ay ds de la

barra n se llamai@y1 y @n. En el caso que la seccion de la viga sea coesestbs
coeficientes dependen solo del tramo y se denoanarabosa”.

Con esta convencion las ecuaciones angulares detess n y n+1 quedan de la siguiente
forma:

n o _ n n n n
en—l - aon-l +M n—lan—l +M nIB +¢/

n _ n n n n
gn _a0n+Mn—118 +Mnan ‘¢’

n+l _ n+l n+l n+l n+l
en - aOn +M nan +M n+1ﬁ +1//

1 _ n+l 1 1 1
en+ — aon+1 +M nﬂn+ +M n+1an+ _l//n+ (5)

n+l n+l

Donde sabemos que:

n _ Un _Un—l
W %
8. Ecuacién de tres momentos (o de Clapeyron)

En la medida que la viga es continua en los apdgesangulos que tiene un tramo de la viga
y el siguiente en un apoyo deben reflejar esa woiokad. Esto implica (ver figura 11), de
acuerdo a la convencion de signos elegida, que ebhmudo n se debe cumplir que

6" =-6"" o lo que es lo mismo:

g +6™ =0 (6)

Figura 11: Continuidad de la viga



Sustituyendo con las expresiones (5) en (6) y agrdp los términos se obtiene la siguiente
expresion conocida como la “ecuacion de tres monsént

M..B" + Mn(a'r']1 +a:+1)+ Y +0’0: +00:+l -y +yY" =0 (7)

., ) L. , . n n+l
En esta expresiéon obtenida en un nudo n genénsotéfminoso, Y %o, dependen de la

geometria de la estructura y de las cargas apticzi?nmtfatérmino:l/’n yy™ dependen de los
descensos de los apoyos y de la geometria de leuctesd, los términos

n+l

ay, ay", B"Y B dependen de la geometria de la estructura y los ens

Moas My Y Mo son normalmente las incégnitas a determinar pealver el problema.

Para la viga considerada de N tramos, que tiene apey0s, los momentos incognitas son
N-1 pues el apoyo inicial y el apoyo final no tré&m momentos. Por cada apoyo donde hay
continuidad de la viga habra una ecuacion, rediiitajue tampoco tendremos ecuacion por el
primer y el Ultimo apoyo y en consecuencia tendsetambién N-1 ecuaciones. En cada una
de ellas aparecen tres de los momentos incogeitgsie corresponde al apoyo considerado y
los que corresponden a los dos apoyos contiguodettmitiva, se trata de un sistema de N-1
ecuaciones lineales con N-1 momentos incégnitas.

Si este sistema se expresa en forma matricialnsit&aina matriz banda de ancho 3 como se
indica en la figura 12.

N-1
0& : e \ 0
N-1 \\\\\\&\ . ‘ '\\\\\\\\
0 .t.

Figura 12: Matriz del sistema de ecuaciones

9. Viga continua con empotramientos

Si hubiera empotramientos podriamos distinguir ¢esos.

Un primer caso seria con el empotramiento en ehgriapoyo. En ese caso aparece un
momento incognita mas que e M sea que se tienen N momentos incognitas. Pereapa
una ecuacion mas: la ecuacion angular del apolfm @ste apoyo la ecuacion queda:

b =0=ag, + Moy + M, B+

En definitiva, tenemos nuevamente un sistema rbglde N ecuaciones y N incognitas.

10



Puede observarse que si en la expresion (7) senhacey se eliminan todos los términos que
tienen subindice —1 (no tienen sentido pues carrefgrian al apoyo —1, que no existe) o
superindice 0 (no tienen sentido pues correspamdatitramo 0, que no existe) se obtiene la
misma expresion.

Un segundo caso es el de un empotramiento en gbdpml N. En este caso se incorpora el
momento incégnita My se agrega la ecuacion:

‘91\’]‘ =0=aom +MN—1IBN +MNaS -y"

En definitiva nos encontrariamos en una situacid@iaga al caso anterior y resolveriamos un
sistema lineal de N ecuaciones con N incognitasidddo n = N en la expresion 7 y
eliminando los términos que tienen N+1 como sulsmdi superindice (no tienen sentido pues
no existe la barra N+1 ni tampoco el apoyo N+19tstgene la misma expresion.

Un tercer caso seria que el empotramiento se etmreuem un apoyo intermedio. En este caso
ese apoyo no trasmite ni cortante ni momento yefimitlva se pueden estudiar por separado
los dos tramos; por un lado el tramo de la viga egta a la izquierda del empotramiento y

por el otro el que esta a la derecha. EI momenstmempotramiento es el que resulta de la
suma del existente en ambos tramos.

10. Calculo de las reacciones

Para calcular las reacciones en los apoyos utdizama nomenclatura similar (ver figura 13)
se tiene que la reaccion del apoyo n esta comppesta suma de la reaccién que se produce
en ese apoyo debido al tramo n mas la debidarabtra+1, es decir:

R, =R} +R}"
>x l l n l i n+1 >
« L AN L &
n n+1
R L

Figura 13: Reacciones

Calculamos las reacciones sumando las distintapaoemtes, o sea como la suma de las
producidas por las fuerzas sobre el vano mas tafupidas por los momentos. Los descensos
de los apoyos no producen reacciones. De esta ens@déendra que:

M M

n— L n-1 _""'n
Rﬂ Ron Ln Ln
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M, M

n+l

n+l _ n+l
' - ROH - Ln+l + Lr‘l+1
En definitiva
M M M M 1 1
=R +R™ 40t _n_ 0o +—(M  -M_)+ M,,—M 8
Rﬂ I:QOn n Ln Ln Ln+1 Ln+1 ROn Ln ( n-1 n) Ln+1( n+l n) ( )

La expresion anterior permite luego de haber rés@lsistema de ecuaciones lineales para
obtener los momentos, terminar de resolver el problhallando las reacciones.

11.  Caso particular para la viga de seccién constan te

Como se dijo anteriormente siyEtte entonces:

n_ L

'B_6EIX

n n n Ln

a =a, N
3El

Multiplicando a la ecuacién de tres momentos pdx 6Btenemos que:

L™ +6El [a," +a,™ )+ 6EI (g™ ~w")=0  (9)

n

M, L"+2M, (L7 + L")+ M

n+l

Donde

Y en consecuencia:
6
6El. a, =— J' Mzdz
Ln
0
Ln+1

6Ela," :% [M (- 2z

0

Definiendo dos expresiones, que llamaremos TérmirdSarga, de la siguiente forma:

12



La ecuacion queda:

Mn_an +2Mn(Ln +Ln+l)+Mn+1Lr‘|+1+ %n Ln + <g”"’l Lﬂ+1+6EIX(¢/n+l_¢/n):O (10)

1., . : . .
Donde %" y " (términos de carga) tienen dimension de momentseéoFuerza por

Longitud) y se pueden calcular mediante las expnesi presentadas (o sacar de tablas)
conociendo las dimensiones de la barra y las cargas

12.  Viga continua sobre apoyos elasticos

A continuacion se presenta el caso que los apoyaean totalmente rigidos sino que tengan
un cierto descenso cuando son cargados. Esta esitua&ion relativamente frecuente.

Supondremos que los apoyos se comportan comocekder figura 14) o sea que se

cumplira que:

RI’I = kn [Un
Donde K seré la constante elastica del apoyo n.

En este problema dejan de ser datos los desce@dos apoyos y pasan a ser incognitas.

‘/‘J VAVAA
‘/\/\/\/ WA
‘/\ AN

*/\/ VVAA
‘/V AVAVAVA

Figura 14: Viga continua sobre apoyos elasticos

Se cumplira como ya vimos que:

wﬂ — Un _Un—l
Ln
wn+1 U "Y,
- Lr‘l+1

Y sustituyendo los descensos por su expresionrandin de las reacciones se tiene:

R, _Ru

(R0n+_M"‘1 _ﬂ Mn +Mn+1J_ 1 (Ron_l_l_Mn—z_Mn—l_Mn—l_'_ﬂJ:wn

1
k Lr‘l Lr‘l Lr‘l Ln+l Ln+l kn_l Ln Ln—l Lr‘l—l Ln Ln

n

Anélogamente obtengg™™".
Observar que:
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wﬂ = fl(M n—27Mn—1'Mn'Mn+l'R0n’ROn—l)
¢’n+1 = fZ(M n—l'Mn’Mn+1’Mn+2'R0n'ROn+l)

siendo ambas ecuaciones lineales.
Sustituyendo en la ecuacion de tres momentos,

M"‘lﬁn + Mn(a'r:1 +a:+l)+ Mn+1,8r1+1 +0'0: +0’0:+l -y" +¢/n+l =0
ésta queda de la forma:

A[M”_2+B|:|M"‘1+C|:|Mn+D|:|Mn+l+E[Mn+2+F|:R0,n—l+G[R0,n+H |:RO,r1+1+a’OE +a0:+l:0

(11)
Con
1
A= kn_an—an
e 1 3 1 1
B=4 K (Ln )2 kn—1 LML K. (Ln )2 kn L
Coarram 1 . 2 1 . 1 . 1 2
O () S KN () S (L N (5
— nntl _ 1 _ 1 _ 1 _ 1
b=p" A (1 L T (1
1
E= kn+1|_n+1|_n+2
F=_1t
K, ,L"
co_ 1 _ 1
knLn knLn+l
1
M

n+l
Esta expresion es conocida como la ecuacion de los miomentos.

Si un apoyo es fijo (no es elasticgFko y se van todos los términos que lo tienen como
divisor. En el caso que todos los apoyos sean rigidadirméan todos estos términos y
guedan los mismos coeficientes que en la ecuacion dedregntos.

Si analizamos, por ejemplo, la ecuacion del segundo gpe):

M
Rn—lzRO:ROo"' Lll
Ml_M1+M2

Rn:RizRO,l_? 12 12

En este caso (similar al de la ecuacién de tres momdraggErminos que no aparecen pues
no existe el tramo 0, ni el momente,Mi tampoco el apoyo —1.
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Los momentos My M_; no aparecen en la ecuacién de 5 momentos por lo quesse tomar
la expresion general y eliminar todos los términosrgugenen sentido, pues los tramos o los
apoyos correspondientes no existen.

En la ecuacion del tercer apoyo (n = 2) también hayités que se eliminan. Lo mismo
sucede para los apoyos N-2 y N-1 donde también hawyrtés que pierden sentido.

De manera similar al caso de la ecuacién de tres ntosjesi aparece un empotramiento
aparece una incognita adicional (el momento de empotrtonggnese apoyo) pero también
surge una ecuacion adicional (giro nulo en ese apoyo)

13. Ejemplo
=10 kN
Q P=8kN P=8kN
Mo=40 KNm q=6KN/m
' 2 CITJITIITTSJITITTII]]
JA /" AB AYe iD TE
k=2000kN/m Rr=1kN
1,00m 1,00m 2,00m 2,00m 1,00m 1,00m 1,00m 1,50m
2,00m 4,00m 3,00m 1,50m

Figura 15: Viga continua con un extremo empotrado yin apoyo elastico

Dada la viga de la figura, se pide determinar el deapi@nto en D y realizar los diagramas
de momento y cortante, sabiendo que el material es §e2.1x16" N/m?) y que la viga
esta conformada por un PNI20.

Resolucion:
Tomaremos como unidad para las longitudes el metrory lpa fuerzas el Newton. Los
momentos estaran en consecuencia expresados enriRemigtro y la constante del resorte

en Newton /metro.

Empotramiento en AComenzamos planteando que dado el empotramiento ehgitp en
ese punto debe ser igual a cero. Por lo tanto:

6,=0
Utilizando la ecuacion:
Aop+ 0y M+ Mg+ =0 (12)

Siendo en la ecuacioén 12:
1 _ MyL _40000x2

Qran = =
OAT 24IEl  24LEl

15



an= =

3[ElI 3[EI
1 L 2
p 6[ElI 6I[El

donde L es el largo del primer tramo (2 mpy0 ya que no hay descensos en los extremos
del tramo AB.

Sustituyendo en la ecuacion 7 obtenemos:

4000(x 2 N 2 2

My +—> Mg =0
24[El  3IEI 6LEl

Como El es constante la ecuacién queda finalmente:
2[M, +M; =-10000Nm (13)
Continuidad en BPlanteamos la ecuacion de 3 momentos en B. Atenadigrthremos a las

barras como, barra 1, barra 2 y barra 3 (barrasB&By CD respectivamente), estos seran los
superindices que utilizaremos para designar sus resgeldigitudes.

M, B+ M, (ah +a2)+ M B2 +agl +a,’ —@  +¢> =0 (14)
Donde,
Lt 2

1 1
Qs = = =
BTYAT3IEl 3IEI
, L2 4
ag = =

3[ElI 3IEI
5= 12 4

6[ElI O6I[EIl
ao= gl __MgO' __40000x2
o8 OA T 24E] 24(El

o o _adef | Qdt?) _6000x4° , 10000¢47
087 TOAT 24(EI T 16[EI  24[El  16[El

El factorB* es el mismo que en el caso anterior, y los sumapdgsy? son iguales a cero
pues tampoco hay descenso de los apoyos. Sustitugeridecuacién 14 obtenemos:
2 2 4 4 40000x2 6000x4% 10000x42 _
Mp—+Mg| —+— |+ Mg - + + =
6(EI 3[ElI 3[EIl 6[(El  24[El 24(EI 16(EI

Como El es constante la ecuacién queda finalmente:

M, +6M, +2[M. =-68000Nm (15)

Continuidad en CPlanteamos la ecuacion de tres momentos en C, segténnosos de carga:

Mg L2 +2M (L2 + L)+ M, 02+ L2 02 + 1 [ £+ BLEI@° ~¢) = 0 (16)
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De Ia tabla de términos de carga sabemos que,

Z 3QEI]_2+ q[ﬁLz) 8DOOOO<ZL+46OOO><42—3900(Nm

7 éEP s = 2[8000><3:1600(Nm

Ademas, como dijimos anteriorment? es igual a cero.
Determinemos entonc@s:

Rp
Up ~Uc _ / 0

3_
Vs L3 2><1o6 x3

Para determlnarLR utilizamos la ecuacién 8. Atencidn, observaiidara 16, alli se ve, que para
poder introducir en el estudio el efecto produgdo la ménsula, es necesario cortarla y trasladar
al punto D la fuerza y el momento correspondiente.

R=1kN
"’/-P\\. M=1,5kNm

T )

D i~

Figura 16: Estudio de la ménsula

De esta forma la reaccion en D sera:
M
Ry =P- R+—(MC M) =8000-1000+ 3C 15300
Notar que la parte isostatica de la reaccion ssdominos P-R siendo P la resultante de la parte
isostatica de la viga CD y —R de la ménsula. N@tabién el uso de los signos de los momentos.

Ahora estamos listos para sustituir todos los téosien la ecuacién 16, para finalmente obtener:
4[M;g + 15498 M =-23771Nm a7

Con las ecuaciones 13, 15 y 17 tenemos un sist@macdaciones de tres ecuaciones y 3
incognitas, que al resolverlo nos da los momemtoggnita:

Ma=-1757,13Nm

Mg=-6485,74Nm

Mc=-13664,22Nm

Para hallar el desplazamiento en el punto D sabeums

v = Ff(D—(sooo 1000+ 1366422_1500} 1

3 ) 20x10° =0,000973n= 0973mm
X

Para hallar los diagramas de cortante y moment@eampos hallando el resto de las reacciones:
M 1
Ra =T1°+E(M 5 —M,) =1763570N

17



1

__Mo, Qﬂf/”qé / f(MA_MB)Jrf(MC M) = —243032N

a L+ &Lz/
_Q Za +P+le(MB—MC)+L13(MD—MC):31849,36N

Los diagramas quedan entonces de la siguiente forma
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Figura 17: Diagrama de cortante y momento flector
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