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LINEAS DE INFLUENCIA

Introduccion

En general los alumnos hasta el momento han edtwdstructuras cuyas cargas
actuantes tienen puntos de aplicaciéon fijos o dicko otro modo son cargas
estacionarias. Sin embargo, el ingeniero en suipaaprofesional rara vez va a tratar
con estructuras que tienen aplicadas Unicamengasauyos puntos de aplicacion son
fijos. El ejemplo mas evidente es sin duda elodepuentes carreteros. No obstante hay
otros ejemplos como son los edificios industriaéebficios de vivienda y oficinas o las
estructuras sobre la que se apoya un puente grua.

En ingeniero debera colocar las cargas (en gelasrahrgas denominadas como
“cargas vivas”) en las posiciones en las que prioélnclos maximos esfuerzos y
desplazamientos de cada elemento de la estructgrase) estudie. Por ejemplo, las
cargas debidas al mobiliario y a las personas eadifitio de oficinas produciran las
solicitaciones maximas en una determinada secaonnd viga para una determinada
ubicacién de dichas cargas y podran producir $atitines maximas en otra seccion de
la misma viga para otra ubicacion de dichas cargas.

Al ser las cargas moviles, se requiere un anatigéis complejo que en el caso de
cargas fijas para determinar las posiciones decdagas que producen las maximas
solicitaciones y los maximos desplazamientos eteghento de la estructura en estudio.

Para ello se utilizan lddneas de Influencia
Definicidon de Lineas de Influencia.

El concepto de carga movil refiere a una cargaukd solo su posicion en la
estructura es arbitraria. En otras palabras su laégusentido de aplicacion se
mantienen constantes.

La Linea de Influencia es una grafica que mueatkatiacion de alguna funcién
particular Z como ser una reaccion, un cortante, un momentdofleetc., en una
seccion fijaS de la estructura, en términos de la posicion deaanga concentrada de

valor unidad sobre la estructua € 1).
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Lineas de influencia para las reacciones

Supongamos la viga simplemente apoyada de longitdd la Figura 1. Sobre

ella se desplaza una carga concentrada unitara@rdtlo denota que la carga es movil.

P=1

Figura 1.
La reaccion vertical en el apoylopara la carga unitaria ubicada una distamcia
es,
L—x 1)

Observar que para cada posici¥de la carga unitaria puede calcularse un valdade
reaccionR,. Por lo tanto, la Ecuacion 1 puede considerarseocana funciéon de,.
Esta funcién es llamada lmea de influencia par®, y la denotaremos comid (R,).
La linea de influencia pam, es entonces (Figura 2),

U@y =" @

Observar que cuando la carBa= 1 esta sobre el apoyb, la reacciémk, es igual a 1;
cuando la carga esta sobre el apByda reaccionR, es igual a cero y si la carga esta
localizada ex = 0.25L, R, es igual a 0.75.

De manera analoga, la linea de influencia paredediénR; es (Figura 2),

LI(Rp) = % (3)
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Figura 2. Viga simplemente apoyada. Lineas deénftia para las reacciones de apoyo.

Lineas de influencia para las solicitaciones en urgeccion
Supongamos la viga simplemente apoyada de londitude la Figura 3.
Queremos obtener las lineas de influencia paraoehento flector y para el esfuerzo

cortante en la seccidhcuando la carga concentrada unitaria se mueve $obiga.

Figura 3.
Obtengamos primero la linea de influencia paraahento flector en la seccién

S. El momento flector en la secciéres igual a la suma algebraica de los momentos de
todas las fuerzas localizadas a la izquierda (a defrecha) de dicha seccion. Por lo
tanto, la expresion del momento flector dependi dibicacion de la carga unitaria con

respecto de la seccién
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Si la carga unitaria esté localizada a la dereehla deccior$, la expresion para

el momento flector es,
Mg=R,-a (4)
Como la carga unitaria cambia de posicion (a laae deS) la ecuacion de la
linea de influencia para el momento flector erelecg®nS es, Figura 4,
LI(Ms) = a- LI(R,) (5)

0-LI(Ry)
! m

@ | b bLiRs)

ot/ T b LiWs)

Figura 4. Viga simplemente apoyada. Linea de inflipara el momento en la seccin

Un razonamiento analogo puede hacerse cuando da estd localizada a la
izquierda de la seccigh La ecuacion de la linea de influencia para el emm flector
en la secciof es entonces (Figura 4),

LI(Ms) = b - LI(Rp) (6)

Obtengamos ahora la linea de influencia para ehwot a la izquierda en la
seccionS. El cortante a la izquierda de dicha seccion dépele la posicion relativa de
la carga respecto a la seccion. Cuando la cargalestlizada a la izquierda de la
seccions el cortante a la izquierda dees igual al negativo del valor de la reacdin

Cuando la carga esta localizada a la derechaskronS el cortante a la izquierda de
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S coincide con el valor de la reaccid®). Por lo tanto la expresién de la linea de

influencia para el cortante a la izquierdaSdes,
LI(Vs) = —LI(Rp) (7)
si la carga esta localizada a la izquierda dedeiéeS y es,

LI(Vs) = LI(R,) (8)
si la carga esta localizada a la derecha de ladsegcFigura 5.

p=1
] Jﬁ
|
|
1

T LiVs)

Figura 5. Viga simplemente apoyada. Linea de inflipara el cortante a la izquierda en la en
la secciors.
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Lineas de influencia en estructuras con carga indacta.

Cuando la carga unitaria recorre las vigas AE desteuctura de la Figura 6, la
carga se transmite de forma indirecta a la vigaDle¢imos entonces que la viga FJ es
una estructura con carga indirecta. Supongamos qgeeemos hallar la linea de
influencia para el momento flector en la secc$ode la viga FJ al recorrer la carga
unitaria el tramo AE.

Si la carga unitaria se trasladara por el tramerFlugar de trasladarse por el
tramo AE, la linea de influencia para el momentxtihr en la seccidé§ seria la
indicada con trazo discontinuo en la Figura 6. Rada al que hemos llegado
anteriormente.

Cuando la carga unitaria se traslada por el trarko &\ valor del momento
flector en la secci6§ cuando la carga se ubica sobre los puntos B, Geg Bl mismo
gue cuando la carga se ubica sobre los puntos &,.HCuando la carga recorre los
tramos AB, BC, CD y DE la solicitacion varia en rfar lineal, lo que puede
comprobarse planteando equilibrio. Luego la lineanfluencia para el momento flector
en la secciors al recorrer la carga unitaria el tramo AE se hglaficada en trazo

continuo en la Figura 6.

o LIMs)

Figura 6. Estructura con carga aplicada indirectaed.inea de influencia del momento flector

en la secciors.
Este razonamiento puede generalizarse a estructsoasaticas con carga

indirectamente aplicada.
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Aplicacion de las lineas de influencia.

Si z(x) es la ecuacion que describe la variacion de alfumaon particulaZ
(reaccion, momento flector, cortante, etc.) en seecion fijaS debida a una carga
concentrada unitaria movil, el valor de la funcidrdebido a una cargd (P # 1) es
Z = 1P -z, dondez; es la ordenada de la linea de influencia paranaiénZ en el
punto de aplicacion de, Figura 7.

Para el caso de una carga distribujdel valor de la funcidéiZ en una seccion

fija S es determinada por la expresiOe= +q - 1/2 - (25 + z5) - (x3 — x3).

I 9

Lo« L

x2
xJ3 ! L

Z1
Z2 73

Figura 7. Aplicacion de las lineas de influencia.

Lineas de influencia en reticulados isostaticos

Para hallar las lineas de influencia de las reaesi@n reticulados isostéaticos se
procede de manera similar a la vista para el casdgas isostaticas.

Cuando se quiere obtener la linea de influencia [@afuerza directa en alguna
barra, es posible hallarla sin necesidad de restdde el reticulado. Esto puede lograse
planteando equilibrio de nodos o mediante cortesladestructura por secciones
canénicas y aplicando equilibrio.

Sea el reticulado de la Figura 8. La carga conadatunitaria mévil puede

desplazarse por el tramo AL. Al igual que para &tocde las vigas simplemente



Instituto de Estructuras y Transporte

Prof. Julio Ricaldoni

Mecanica Estructural

apoyadas pueden obtenerse las lineas de influpaaas reacciones en los apoyos A

y L.
B C D E F
p=1
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, WAL/
A G H I ] K L
7 @ LI(Ry)
o 7 LI(Rs)

Figura 8. Reticulado isostético. Lineas de infligpara las reacciones.

Cuando la carga unitaria esta localizada en elgo@ia fuerza directa en la
barra BG, Fp;, puede obtenerse por equilibrio en el nodo G. tBéardo equilibrio
obtenemodj,; = 1. Observar que a medida la carga se desplazada Gekdsta H la
fuerza directa en la barra BG disminuye su magnitasta volverse nula. Lo mismo

ocurre cuando la carga se desplaza desde G haB@dAmos por tanto obtener la linea

de influencia para la fuerza diredlg;, Figura 9.
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Figura 9. Reticulado isostético. Lineas de infli@para las fuerzas directas en las barras BC y AB.

Obtengamos la linea de influencia para la fuerzectii en la barra ABF,5.
Aplicando equilibrio en el nodo A, podemos hallbvador de la fuerza direci®,z en
funcion de la reaccién en Ry,

P, = 1A 9)
AB sin (a)

y por lo tanto la linea de influencia de la fuedz@ctalLl (F,5) puede obtenerse
como una funcién de la linea de influencia de é&c&n como,

LI(R 10
LI(Fag) = —ﬁ (10)

Si queremos hallar la linea de influencia paraiéaZa directa en la barra CD,
F¢p, No necesitamos resolver el reticulado compledstebcon elegir convenientemente
una seccion canonica de corte del reticulado yedarequilibrio de las fuerzas y
momentos a la derecha y a la izquierda de dicla&@ed-igura 10.

Andlogo a los casos ya vistos, la expresion pafigelza directa en la barra CD
depende de la localizacion de la carga unitariarespecto del punto H. Si la carga esta

localizada a la derecha del punto H, la fuerzactirE., queda expresada en funcion de
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la reaccién en el apoyo A. Planteando equilibriongenentos respecto al punto H de

las fuerzas a la izquierda de H,

L 11
FCD=_ﬂ'RA ( )

h
siendoL,y la distancia desde el punto A hasta el punto lgbua linea de influencia

paraF., cuando la carga esta a la derecha del punto Hageigatesada como, Figura
11,

L%H - LI(Ry) (12)

B C fen e D E F

@7 p=1

LI(Fep) = —

A G H Fu  Fu I J K L
Figura 10. Reticulado isostatico.

Cuando la carga unitaria esta localizada a la &daidel punto H la expresion para la

linea de influencia en la barra CD es,

L% - LI(Rp) (13)

siendoLy; la distancia desde el punto H hasta el punto L.

LI(Fep) = —

Andlogamente podemos construir las lineas de indiagoara todas las barras

del reticulado.
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Figura 11. Reticulado isostético. Linea de influam@ra la fuerza directa en la barra CD.
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Principio de Muller — Breslau. Lineas de influenciacualitativas.

El principio de Muller — Breslau se base en el éeta de Menabrea y puede
enunciarse de la siguiente manera: La linea eddd8auna estructura representa a cierta
escala la linea de influencia de una funcion comedp ser una reaccion, una fuerza
cortante, un momento flector, etc., si se permue ta funcidon considerada actué a
través de un desplazamiento unitario.

Consideremos la viga simplemente apoyada de la&it2. Para hallar la linea
de influencia de la reaccion en Bg, aplicando el principio de Muller — Breslau
debemos liberar el vinculo y dejar que la reacajie, es la funcion de la que queremos
obtener la linea de influencia, actie a travésrdelasplazamiento unitario. Observar
que la linea elastica de la viga representa la Ifleeinfluencia para la reaccion en B.

P=1

L. L

Nounii A B:;L

Figura 12. Principio de Muller — Breslau para laa&on B en una viga simplemente apoyada.

Supongamos ahora que queremos obtener la linedlulenicia para el momento
flector en la secci6f de la viga simplemente apoyada de la Figura 1 Bglicar el
principio de Muller — Breslau debemos liberar ehoulo, que es en este caso el
momento flector en la seccion S y permitir que Uacfén actué a través de un
desplazamiento unitario, esto es a través de onugitario. Observar que la elastica de
la estructura representa la linea de influencia ppmomento flector en la seccion S.

Un razonamiento analogo puede realizarse paraeladwcortante en la seccion
S, Figura 14. Basta con liberar el vinculo y peimgjtie la estructura actué a través de

un desplazamiento unitario.
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Figura 13. Principio de Muller — Breslau para elnnemto flector en la secci@en una viga simplemente
apoyada.
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Figura 14. Principio de Muller — Breslau para larfia cortante en la secciSmen una viga simplemente
apoyada.

El método de Muller — Breslau no solo permite obteos valores numéricos
para las lineas de influencia de las funciones adlese sino que permite esbozar
facilmente las lineas de influencia sin necesidadadcular dichos valores huméricos.
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La linea de influencia obtenida esbozando la fodefarmada de la estructura
se denomindinea de influencia cualitativaSu aplicacion es de gran importancia en
estructura hiperestéticas, en donde, en algunasiones simplemente se necesita
conocer las posiciones en las que deben coloa@ssealgas vivas para maximizar los
valores de las funciones en estudio.

La Figura 15 muestra las lineas de influencia tatalas para la reaccion
vertical en el apoyo A, para el momento flectodaereccion S al centro del vano, para
la fuerza cortante en la misma seccion y para ehembo negativo sobre el apoyo C.
Para esbozar la linea de influencia de la reacedtical en A, se libera el vinculo y se
aplica un desplazamiento unitario en dicho vinclla. estructura tomara la forma
mostrada en la Figura 15. Lo mismo debemos hacargidener las lineas de influencia

para las restantes funciones.

LI(Ry)

LiMs)

LiVs)

Li(—Mc)

Figura 15. Lineas de influencia cualitativa para uiga continua.

Las posiciones en las que debe colocarse una caiffame para obtener la
maxima reaccién vertical positiva (hacia arriba)eéapoyo A es cubriendo los tramos
AB y CD, ya que las ordenadas de la linea de infliseson positivas. Para obtener el
maximo momento positivo en la secci@na carga uniforme debe colocarse en los

vanos BC y DE. Para los otros dos casos se raznwdera analoga.
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Lineas de influencia en estructuras hiperestaticas

Supongamos la viga continua de dos tramos de la& 6. La estructura tiene
un grado de hiperestaticidad, la reaccidén vergoaél apoyo B para una carga unitaria
aplicada en el punto X puede obtenerse a partpra®tipio de los trabajos virtuales,

Rp - 6gg +65x =0 (24)

siendo 65 la deformacion producida en el punto B por unga&anitaria vertical en el
punto B en el sistema primeriopyy la deformacion producida en el punto B por la
carga unitaria® en el punto X en el sistema primerio.

P=7

A X B C

. | . |

Figura 16. Lineas de influencia cuantitativa para viga continua.

A media que la carga unitarfase desplaza por la viga, con objeto de resolver la
Ecuacion 14, se requiere obtener la deformacigoueto B debida a la carga unitaria
en infinitos puntos, lo que parece resultar entarea sumamente laboriosa. No
obstante, aplicando el teorema de Maxwell — Beitigmnos escribir la Ecuacién 14 de
la siguiente manera,
Rg-8gg + x5 =0 (15)

siendodyp la deformacion producida en el punto X por la eargitariaP en el punto B
en el sistema primerio.

Observar que el problema se reduce a obtener fagg&p de la linea eléstica en
el sistema primario para una carga concentradanadplicada en el punto B. Luego la
linea de influencia para la reacciBp queda expresada como,

LI(8x5) (16)

6B B

LI(Ry) = -
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Una vez obtenida la linea de influencia de lagmita hiperestatica es posible

hallar la linea de influencia de cualquier funcfgaccion, cortante, momento flector,

etc.).

Lineas de influencia en reticulados hiperestaticos

Para estudiar las lineas de influencia en retiogdmperestaticos distingamos en
primera instancia los que presentan hiperestaticidizrna de aquellos que presentan
hiperestaticidad externa.

Cuando los reticulados presentan Unicamente hipdiedad externa, su
tratamiento es analogo al de una viga continuaryi@tanto se pueden aplicar para su
resolucion los métodos expuestos anteriormente.Mdndallada la linea de influencia
de la incognita hiperestatica es posible halldiniza de influencia de cualquier reaccién
o de cualquier directa en sus barras.

Supongamos ahora el reticulado de la Figura 17hodreticulado presenta
hiperestaticidad interna. Tomemos como incognipergstatica la barra FC. Queremos

entonces hallar la linea de influencia de la dxect dicha barra, esto es hallafFr.).

B C

Figura 17. Reticulado con hiperestaticidad interna.

Supongamos para fijar ideas, que la carga se emauEmel punto E. Aplicando
el teorema de Betti a las estructuras de las Fifjdrg 18, que denominamos sistema

primario y sistema auxiliar respectivamente, ter&mo

1:8gc—Fep (AC,aux + AF,aux) =1-Acp1 17)
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siendo
A = Fre * ler (18)
BT Eer - Qcr
luego,
Foo— 8 ke (29)
CF — l
E + (AC,aux + AF,aux)

Ecp - Qcr

En dondel s, Ecr Y Qcr SoON la longitud, el modulo de elasticidad y lacg@t de la
barra FC, respectivament&; ,ux Y Araux Y SON los desplazamientos de los nodos Cy F
en la direccion FC causados por la fuerza unit@piecada en los nodos C y F en la
direccion FC en el sistema auxiliar;6y ces el desplazamiento del nodo E en la

direccién de la fuerza unitarfaen el sistema auxiliar.

Qé

%

Figura 17. Sistema primario.

B CV

A \/F E|l s« D

Figura 18. Sistema auxiliar.



