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1 Ejercicio 7: Vallée’s identity.

Sean M = MSET(C) y P= PSET(C) = M(z) = P(z) - M(z?)

La identidad de Vallée es una identidad realmente intuitiva, veamos primero
las definiciones de MultiSet y PowerSet. PowerSet define un conjunto sin repeti-
ciones, recordemos que la diferencia entre un conjunto y una secuencia es que en
el primero no importa el orden. Por otro lado, MultiSet define un multi-conjunto
(conjunto con repeticiones). La identidad indica que a un multi-conjunto de C
lo podemos escribir, de forma tnica, como un conjunto de C' mas un multi-
conjunto de Cy = {(e,e)/e € C}, y viceversa.

Veamos lo primero, sea M un multi-conjunto de C, construiremos M multi-
conjunto de Cy y S conjunto de C. Sea e € M, y n la cantidad de apariciones
de e en M, entonces (e,e) € M, y la cantidad de apariciones de (e, e) en M es
5 (redondeado hacia abajo). Ademads, si n%2 = 1 entonces e € S.

Observamos que se respetan las definiciones de conjunto (cada elemento
aparece como maximo una vez) y de multi-conjunto de Cs (todo elemento en el
multi-conjunto pertenece a Cs). Ademds, si sumamos las apariciones de e en S,
y en M (tomando la aparicién de (e, e) en M como dos apariciones), nos da el
mismo valor que las apariciones de e en M.

Por lo anterior, cualquier multi-conjunto de C' puede ser escrito como un
multi-conjunto de Cy més un conjunto de C, el otro sentido (un conjunto de C,
més un multi-conjunto de Co pueden ser escritos como un multi-conjunto de C)
es también evidente.

La demostracién de la identidad es la siguiente, si definimos C,, como #{c €
C/|c| = n}, tenemos por el teorema I.1 que:

PSET(C(Z ) = HnZl(l + ZYL)Cn
MSET(C(2)) = [Tpsy (1 — 2)~C"



Utilizando la segunda igualdad, tenemos que
M(ZQ) _ anl(l _ 22~n)—Cn

A partir de aqui, operamos aritméticamente:

P(2)- M(2%) = [l (14 27)0 - (1 = 227) 765

M(22) =Tl (L4277 (1= 227)) =

M) = T ()
- M(2?) = an1((1 - Z:)-F SL+ Zn))_c"

M (%) = [Ls, (1 —2") "



2 Ejercicio 20.
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Por el Ejercicio 19 del libro, tenemos por el Euler’s pentagonal number the-
orem:

HnZl(l —2") = Ekez(_l)k . ke (3k+1)/2

1
En particular, tomando z = — obtenemos que:
1 1 k-(3k+1)/2

Hn21(1 - W) = Zkez(_l)k : m
(3. 1
Definiendo f(k) = M, tenemos como resultado

1 L1 f(k)
I[.>:(1- 107,1) =D ez (=17 0

Estudiaremos la funcién f restricta a los enteros. La primer observacion es
que f(k) > 0 Vz € Z, la segunda observacién es que f(k) € N Vk € Z. La
tercera observacién es que Vk > 0 f(—k) < f(k) < f(—=(k+1)) < f(E+1).

La primera observacién y la segunda son triviales, demostraremos las distin-
tas desigualdades.

1) f(=k) < f(k)

Sea k>0, f(k) = Bk

f(k)::a kZJrk;
IS TS k2—k
— J0) - f) =
e f(R) = f(—R) =k >0
= f(k) > f(—k)

2) f(k) < f(=(k+1))
Sea k >0, f(k) = k-Gk+1)

K24k
== f(k)ngjL

= f(k)—f(—(k+1)):3-k2+k_(3-(k+1)2_(k+1))

2 2




3k +k—(3-(K*4+2k+1)— (k+1))

= f(k) = f(=(k+1)) = .

e k) - f—(ha1)) = R B E ;—6-kz+3—k;_1)
12 (a2

— J(0) — f(— (k4 1)) = 2R ®;r+5k+m

= f(k) = f(=(k+1)) = 4'5_2

— J(k) -~ f(~(k+ 1)) =2 k~1<0

= f(k) < f(=(k+1))

3) f(=(k+1) < f(k+1)
Inmediato a partir de 1)

Lo anterior implica que:

F(=1) <) < f(=2) < f(2) < f(=3) < FB) < -

Si observamos ademds que f(0) =0y que f(-1) =1
FO) < f(=1) <f() < f(=2) < f(2) < f(=3) < f3) < -

Volviendo a lo anterior, sabiamos que

1 L1 f(k)
an1(1 - W) - Zkez(_l) ’ 10
) 1 o 1 £(0) 1 @ 1 f(=1)
— — —) = (-1 J— — [— 1)+t . —
Iz 10n) (=1) 0 0 10 *
L1 f(k)
S
1 1 1 1)
_ k
= [ (1 - 107”) =1- 0 100 " Yokez k2= 1) 0
1 1 f(n) 1
1 0.8 1 f(=2n) 1 f@2n) 1 f(=(2n+1)
[Ls( 10”) + 2l 10 + 10 10
1 f2n+1)
10
Prestemos atencién a esta sumatoria, como f(—2-n) es un natural positivo,
1
entonces i va a agregar un 1 en la representacién decimal de la suma-

toria (més precisamente, f(—2-n) lugares después de la coma). Similar para
2-n, que va a agregar un 1 mas a la derecha de la representacién decimal. Esto

se debe a que 1072 > 10f/@n)°



Luego, se va a restar pero como tenfamos un 1 f(2-n) lugares

1
10/ (=(2n+1))°
después de la coma, todos los niimeros que estan entre f(2-n)y f(—(2-n+1))
lugares después de la coma, se transformaran en 9’s. Cuando a este nimero

le restamos W, el nimero en la posicién f(—(2-n + 1)) después de la
coma se transforma en un 8, y todos los restantes nimero hasta la posiciéon
f(2-n+ 1) después de la coma se convierten en 9s. Si veo esto para n + 1,
pasa exactamente lo mismo, con el agregado que no se modifican los nimeros

anteriores debido a que f(2-n+1) < f(—(2-n+2)).

9 99 999
Por lo anterior, queda en evidencia que — - — - —— - - -+ es un decimal
o anee v 470 " 100 " 1000
cuya representaciéon esta conformada por tnicamente los nimeros 0, 1, 8 y 9.



3 Ejercicio 21.

Debemos obtener:

#{z € Z¢/||2|| < n}

Lo cual es equivalente a:

#{z € 29/ + 25 + -+ 25 <n?}

Y también es equivalente a:
#{z€Z)Jae NNz} +23+ - +22+a=n?}

Ahora, si tomamos el conjunto S como S = {k € Z/Ir € Z A |k| = r?}.
Podemos reescribir todo lo anterior como:
#{s € S?/Ja € N A|s1| + |s2| + -+ + |sa| + a = n?}

De manera combinatoria, podriamos ver S como un conjunto que tiene dos
elementos de igual largo para cada cuadrado perfecto (haciendo conicidir largo
con valor absoluto), ambos opuestos. A excepcién del largo 0, para el cual posee
un 1nico elemento.

Observamos que 0 € S, 1€ 5§, -1 € 5,2¢€ 5, -2€5,4€ S, -4 € S, pero
3¢S, y-3¢4565.

La OGF de S serfa entonces ©(z) = 1+2-3 - 2", Ademés, como la OGF

1
de N = T podemos calcular #{s € S%/3a € N A|s1|+|sa| +- - +|s4| +a =
-z

n?} como [2”2} (©(2))4. Esto se entiende como: las maneras de tomar un

1—z.

a natural (de alli viene el

T ), v un elemento de S? (equivalentemente, una
-z
secuencia de largo d de elementos de S) tal que la suma de sus valores absolutos

de n2.



