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Ejercicio &:

Primero recordamos como que sobre el conjunto de las series formales podemos definir una
distancia. En efecto, dadas f, g series formales, se define

—val(f-9)
d(f,g>={2 Yosif#g

0 si no
donde val es el exponente del primer término no nulo de la serie.

Sea f; la serie asociada a la clase AUl y f la correspondiente a Al>].

La condicién AU ¢ AU+ respetando la nocién de tamaiio significa que para todo n, AY' ¢

AL{H]. Entonces, para todo n, la serie ([Z"]fj)jeN es creciente.

Por otro lado, Al = U;‘;l AL implica A = U‘;il A para todo n. Como A% es finito
(por definicién de clase combinatoria), la sucesién ([2"]f;)jen debe ser acotada, para cada n.

Como ([2"]fj)jen es creciente, acotada y entera, se deduce que para algin k, estabiliza;
es decir, se tiene [2"]f; = [2"]fk, Vi > kn. Ademds es claro, dicho valor debe ser [2"]fs.
Finalmente, veamos fi] = lim, f;:

Dado € > 0, tomemos v de modo que 2% < e. Si tomamos ng = max{ky,.,ky,—1} y n > ny,
entonces [2']f, = [2']fs para ¢ < v. Por lo tanto, val(f, — feo) > v, y, por definicién de v,

d(fn, fo) < €.



Ejercicio 16:

Parte I:

Observemos primero que la formula se puede reescribir como

(1 _ Zk+1) .. (1 _ Zk-i—l)
-2 (-2

P<k,l> (Z) _

Siguiendo la sugerencia en el libro, veamoslo la validez de la férmula por induccién en I:

e Sil=1, Phi>(z) = P<hI>(2) = % = Y% | 2%, 1o cual indica indica que hay una

tnica forma de escribir cada nimero entre 0 y k& con 0 6 1 sumando de tamafnio menor o
igual a k.

e Sil > 1, y suponiendo que P<F!> tiene la forma indicada, vedmoslo para P<F!+1> Fs
. ki1 X
decir, basta ver que P<FIH1>(z) = 122 P<k!>(z) 0 lo que es lo mismo:
(1 _ Zl+1)P<k,l+1>(Z) — (1 _ Zk+l+1)P<k,l>(Z):

Si llamamos p%? a [2"]P<kK> observamos que lo tlitmo es equivalente a tener

kJd+1 k41 _ okl k)l
Dn Dr—(i+1) =P ~ Pn—k—@+1)
, es decir
ka4l kil kIl Kl
Dn Pn” = Pn_41) ~ Pnok—@+1)

Verifiquemos la validez de ésta igualdad viendo que cada lado de igualdad resuelve el mismo
problema de conteo:
— phl+l — kil es el niimero de particiones de n con a lo sumo k sumandos, de tamafio
a lo sumo [ + 1, pero donde algiin sumando és [ + 1.
_ pﬁi_ll-rl) puede pensarse como el ntimero de particiones de n con a lo sumo k + 1
sumandos, donde al menos uno de ellos es [ + 1.

pﬁi k—(i4+1) ©8 la solucién al problema de conteo

{z1, -,z €{0-- 1}z + - Far=n—k—(1+1)}]
1o bien, sumando k de ambos lados y llamando y; a z; + 1, es equivalente a

Hy, e e {0+ 1} cyn + -y + (L +1) = n}]

Entonces, pﬁi k—(141) denota al niimero de particiones de n con exactamente k + 1
sumandos, donde al menos uno de ellos es [ + 1.

k41Kl
n—(+1) — Pn—k—(+1)
con a lo sumo k sumandos menores o iguales a [ + 1, donde al menos uno de ellos es

[+ 1.

Concluimos con que p es también el ntimero de particiones de n

L[{...}] es mi notacién para multiconjunto



Al haber probado el caso base y el caso inductivo, queda probada la afirmacion.

Parte II:
Vemos que con z — 1, P<M>(z) — (*1*) por induccién en I:

e Sil =0, vimos que P<F!>(z) = Zle 2%,y cuando z — 1 tiende a k + 1 = (lerl)

e Sil>1, P<hi>(2) = %Pd“l_b(z), y como sabemos, (k'l"l) = #(kﬁf), por lo que

1—zR+! k41
1—2! [

basta ver que

. . . _ Lkt . _ ktl—1
La regla de L’Hopital indica que lzmzﬂlllfizl = szzﬂl% = #, con lo que

queda probada la afirmacién.



Ejercicio 59:

Teorema (Polya-Redfield): Sea G un grupo finito actuando sobre un conjunto X. Sea
B = (B, w) una clase combinatoria.

e Consideremos BX = (B¥, ) como una clase combinatoria, donde @(f) =[], x w(f(z))
e Extendemos la accién a BX, siendo (g f)(x) = f(g - z)?

e El conjunto de érbitas BX /G = (B*X /G, ) como clase combinatoria, ya que 0 estd bien
definida®

Sea f la funcién generatriz de BX y f la generatriz de BX /G. La construccién
B BX/G

es admisible y se tiene:

f(z) = 2(G, f(2)s o F(Z™)

siendo Z(G, x1, .., Tm) = ﬁ dec x(il(g)“

i en g visto como permutacion de X.

29 g = | X |y ¢i(g) el nimero de ciclos de tamano

Lema 1 (Burnside): Sea G un grupo finito actuando sobre el conjunto finito |X|. Dado g, sea
X9={reX:g-z=uz}. Notemos X/G al conjunto de orbitas de la accién. Entonces se tiene:

1
| X/d] =@Z|Xg|

geG

dem Lema: Sabemos que X/G = {X}, ..., X}, siendo X las drbitas de la accién. Sabemos que
la accién restringe a cada 6rbita, por lo que es posible considerar X;/G. Pero las acciones son
transitivas en las érbitas, luego | X;/G| = {X;}] = 1.

Como las drbitas forman una particién de X, se tiene que | X9| = Zle | X?]. Luego, basta ver

1 ,
1= @l D OIXY| Vie {1.k}
geaG

Si consideramos como el operador de suma disjunta?, es claro que
geG )

SIX =D X! ={(g,2) € Gx X;: g =ux}| =Fix(G, X;)
geG geG

2Se verifica trivialmente que es una accién
3Por la propiedad universal del cociente, ya que @ es constante en cada érbitas
4indexada en G



Ahora, llamemos Fix(G, z) = {(g,z) € GxX; : g-x = x} Por un lado sabemos que Fix(G, =) ~
{g € G: g-x =z} = Stabg(x) Por otro lado, sabemos que Fix(G, X;) = Waex, Fix(G, z). Luego:

ST IXY| = Fix(G, Xi) = Y [Stab,(G

geG zeX;

Por lo tanto, para terminar basta ver que

G| = [Stabg(z)|

zeX;

Fijemos zp € X;. Sea MapsTos(z) = {g € G : g-x9 = x} Es claro que podemos escribir G
como la unién disjunta H,ex, MapsTogs(x). Por otro lado, MapsTo (x) ~ Stabg(x)°. De aqui
tenemos:

|G| =| L‘dzexi MapsTogs(z)| = Z |[MapsTog ()| = Z |Staba ()]

r€X; reX;

dem Teorema Sea (BX/G);. el conjunto de érbitas de tamafio k°. Si aplicamos el Lema de
Burnside a la accién de G sobre el conjunto (BX/G), = (BX)x/G, "tenemos la ecuacién:

(B¥)/6 = g |5 ()

geG
Hagamos algunas observaciones:
e (BX)Y es el conjunto de funciones de tamafio k que verifican f(g-z) = f(z)
e Podemos escribir g como una composicién de ciclos en X %: (241241 )..(2 52,5 )7
1 1 ij
e Es claro que f estd en (BX)‘Z si y solo si es constante en los ciclos de g.

En vista de las observaciones anteriores es claro que |(B~)?| se puede calcular contando cuantas
funciones de tamano k son constantes en ciclos.

Vayamos un paso méas e intentemos buscar una especificacion para (BX)9 a partir de construc-
ciones admisibles:

e Podemos pensar a g como la clase combinatoria producto [T, Cf x ... x C%. que representa

su descomposicién en ciclos. Pensemos cada C] como la clase que tiene un sélo elemento
de tamano 1.

e Sabemos que f € (BX)9 si y solo es constante en ciclos de g. Luego, f puede ser visto
como un elemento de [ (C} x B) x ... x (C.. x B)

e Para ser consistentes con el tamano de f, cada eleccion de cierto b para el ciclo debe pesar
segun la multiplicidad del ciclo.

5Hay una biyeccién sencilla. Basta tomar go € MapsTog(z) y considerar f(g) = gga1
6Es decir, el conjunto subyacente a (BX /G)x

"El lema lo tenemos probado para conjuntos finitos y(B%X /G)j, es un conjunto finito
8Toda biyeccién en X admite tal descomposicién

9E : : —
sto significa que g - x,r = T,
& aue g- aj @(i+1 (modiy)



e En concordancia con el item anterior, llamemos B*) a la clase combinatoria (B, w*). La
especificacién para (BX)9 es [T, (Ci x BD) x .. x (C, x BW)

La construccién que realizamos para (B~)9 es admisible, ya que:
e La construccion X x ) es admisible con generatriz X (2)Y (z)
e El operador X — X que es admisible con generatriz X (z?)

Por lo tanto, la generatriz de (BX)9 es f9(z) = f(z!)“...f(2™). Luego |(BX){| = [*]f9(z)

y en consecuencia, por (x), se tiene

k _ BX G _ g_ g
[Z41f = 1((BY)/G)il = mg; If |G|g;;f
Es decir
) = g L gy

e



