Solucién del examen del 13 de diciembre de 2011

Instituto de Fisica - Facultad de Ingenieria

Problema 1

Un modelo simple de la molécula de hidrégeno (H;) considera dos cargas puntuales (los protones) de valor
+e, inmersas en una nube esférica de radio R, con carga —2e distribuida uniformemente, que representa a los dos
electrones.

N>

a) Determine la posicion de equilibrio eléctrico entre las dos cargas puntuales, suponiendo que se encuentran
situadas simétricamente respecto al centro de la nube.

Resolvemos este problema balanceando las fuerzas de Coulomb sobre los protones. Llamemos a a
la distancia en que se encuentran los protones con respecto al centro de la esfera. El médulo de
la fuerza repulsiva que cada uno ejerce sobre el otro, a una distancia 2a, es
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Debido a la simetria esférica, la nube de carga negativa produce un campo eléctrico en la posicién
de los protones exactamente igual al que produciria una carga puntual en el centro de la esfera,
y con una carga igual a la contenida en una esfera concéntrica de radio a. Esto se demuestra
facilmente aplicando la Ley de Gauss a la superficie de la esfera.

Una carga de valor —2e est3 distribuida uniformemente en el volumen 47R? /3 de la esfera de radio
R. Entonces, la carga en una esfera de radio a <R es g = —2e ><a3/R3. La nube de electrones
produce una fuerza que atrae a los protones hacia el centro de médulo
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Los protones estan en equilibrio si se igualan los médulos de las fuerzas de atraccidn y repulsion.
Esto conduce a plantear
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Observemos que la tnica solucién posible es con @ < R. En efecto, si a > R, se cumple F_ > F
(ya que F_ es producida por una carga de mayor valor absoluto y mds préxima).

b) ¢Existe una configuracion de equilibrio en la cual las cargas no se encuentren alineadas con el centro de la esfera
de radio R? Justifique.

La tnica posibilidad para mantener los protones en equilibrio es que estén alineados con el centro
de la esfera. Debido a la simetria esférica, la nube electrénica ejerce siempre una fuerza de direccidp £
radial sobre los protones, en sentido hacia el centro. La fuerza de repulsidn entre los protones tii F)
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la direccién de la linea que une las particulas. Las fuerzas de atraccién y repulsién no pueden
cancelarse, a menos que los protones estén en linea con el centro.

Ademas, como los protones tienen idéntica carga, tienen que estar a la misma distancia del centro.
De lo contrario, la nube electrénica ejerce una fuerza de distinto médulo sobre cada protén (en
funcién de la distancia al centro de la nube), mientras que las fuerzas repulsivas entre estos son
del mismo mddulo. Para que ambos protones puedan estar en equilibrio, tienen que hallarse a la
misma distancia del centro.

c¢) Calcule el potencial en fodos los puntos del espacio en la situacion anterior.

La contribucién al potencial en r debida a los protones, situados en las posiciones aZ y —aZ es

v, (r) e 1 i 1
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(con el nivel de referencia en el infinito).

La forma de la contribucién debida a la nube electrénica depende de si el punto r esta en el interior
o en exterior de la nube. Para puntos en el exterior, con |r| > R, el potencial es el mismo que el
de una carga puntual —2e en el centro:
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V_(r)= (r>R)

En el interior de la nube, a una distancia r < R del centro, por una razonamiento analogo al de la
primer parte, el potencial es el correspondiente al producido por una carga puntual con magnitud
igual a la carga encerrada por una esfera concéntrica de radio r:

2e |r|
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(r<R)

El potencial total en r vale

e ( 1 1 2)
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V(r)=Vi(r)+V_(r)=
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Problema 2

Un generador de corriente alterna real puede modelarse como un generador sinusoidal ideal, de amplitud Vy =
300V y frecuencia f = 50Hz, en serie con una resistencia » = 5Q y una inductancia / = 0,1H, como muestra la
figura (i). A dicho generador se le conecta una resistencia R = 100Q2.

(i)
a) Calcule la potencia media entregada por el generador ideal.

Para hallar la potencia media entre dos puntos de un circuito de corriente alterna se puede usar
el resultado

_ .
P = Re[VI'] (<

2 INSTITUTO DE FISICA
FACULTAD DE INGENIERIA



Examen FG2 y F3 13-12-2011

donde V e I son las amplitudes complejas asociadas al voltaje y la corriente entre esos puntos. El
asterisco simboliza la conjugacién compleja, y Re es la parte real. Este resultado es valido para el
régimen estacionario de un circuito con una fuente sinusoidal de una sola frecuencia.

La impedancia total del circuito (vista por el generador ideal) es la suma de las impedancias de
los elementos en serie:
Zr =Z,+7Zr+7Z;=r+R+ jol,

siendo j la unidad imaginariay @ =2nf =314rad/s la frecuencia angular. La amplitud de corriente
del circuito vale

j=Yo__ Yo _

Zr Ry -l—j())l7

siendo Vg = 300V la amplitud del voltaje del generador, y llamamos Ry = r+ R = 105Q a la
resistencia total del circuito.

La potencia resulta

=393W

| Vg|? Vel?
PPN RLC N
o )
b) Determine la diferencia de potencial en la resistencia.
La amplitud compleja de la diferencia de potencial es

RV~ RVe/%
R+ jol
TR R} + (1)

VR =2Zrl =

)

donde la fase compleja cumple tan¢g = —w!/Ry = —0,2992 (¢g = —0,291rad). La diferencia de
potencial es

vr(t) = |Vr|cos(wt + ¢r),
hallando el valor |Vg| =274V.

¢) Compare la potencia media disipada por la resistencia con la que entrega el generador y explique el resultado.
La potencia media en la resistencia es

R|Vg|?

201+ (2))

Se cumple que P > Pr. M3s alin, se verifica que Pr = P X R/Ry. En forma andloga se puede hallar
que la potencia media disipada por la resistencia es P, = P; x r/Rr, de manera que Pg = Pg + P,.
La potencia media entregada por el generador ideal es disipada por las resistencias del circuito (es
sencillo verificar, ademds, que el inductor tiene potencia media nula).

_ ] 1
Pr = 5Re[Vel'] = SRe (Zp|1)?] = = 374W.

d) Se desea colocar un capacitor C en serie con la resistencia para mejorar la eficiencia del generador (figura ii).
(Qué valor debe tener C para que la potencia media entregada por el generador ideal sea maxima?

Con el capacitor en serie, la impedancia total es

1
Z} _Zr+ZR+Zl+ZC_F+R+j<(Dl—> R
oC
y la amplitud de la corriente, por consiguiente, es
_Ye _ V6
Zr Rr+j(ol—2s)
De la misma forma que antes, hallamos la potencia media del generador
Va|*
1 1)2)°
2RT(1+E (0l — 1) )

El maximo de potencia se da para el valor de C para el cual el denominador es lo menor posible,
de lo cual se desprende

I/

= %Re Vel | =
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C=— =101uF.
w?l H ( Fff)
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e) Calcule la potencia disipada por la resistencia y la entregada por el generador ideal, en presencia del capacitor
hallado anteriormente.

Usando el capacitor calculado anteriormente, las potencias medias son

_ Vi
PG*| Gl

= 429W
2Ry oW,

. _ R
P,’e:PGR—:409W.
T

Problema 3

En la figura se muestra un rombo de lado [ articulado en sus vértices. Los vértices A y C pueden desplazarse por
un riel vertical y los vértices B y D pueden desplazarse de manera horizontal. Los lados del rombo son conductores
y la resistencia total del mismo es R. Se aplica a dicho sistema un campo magnético uniforme B perpendicular al
plano del rombo tal como muestra la figura. Un agente externo mueve el vértice B de forma que la coordenada x
(ver figura) obedece a laley x = Icos(t), desde t = 0 hastat = 7/2®.

A

C

1) Calcule la corriente inducida en el rombo, despreciando su autoinduccion.

El drea encerrada por la superficie del rombo en el instante ¢ es (cuatro veces el drea de un
tridngulo de base x y altura h)

a=4x xh
=2xy/ (12 — x?)

=21%cos(ot)4/ (1 — cos?(wr)
=21 cos(ot)|sin(wr)|
=12 cos(2m1)
(sin(ot) >0si 0<t < 7/2m).
El flujo magnético a través de esta superficie (eligiendo la normal con el mismo sentido que el
campo) es @5 = aB. La f.e.m. inducida al variar el drea es

do
&=—-"L=2BPwsin(2wr).
dt
La corriente por la espira es
& 2B
i(t) = = +T(Dsin(2wt)

El signo positivo indica que la corriente inducida es antihoraria (de acuerdo con la orientacién
elegida para la superficie). Esto es esperable, ya que el flujo estd disminuyendo, y el campo
inducido se opone a ello.

2) Calcule la energia disipada por efecto Joule en el proceso. ( FF)

4 INSTITUTO DE FISICA
FACULTAD DE INGENIERIA



Examen FG2 y F3 13-12-2011

La potencia instantanea estd dada por P(t) = Ri*(¢). La energia disipada es

/20
E:/ P(t)dt
0
2 )2
:M/cosz(wt)dt
R
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