DINAMICA Y CONTROL DE PROCESOS

3 TECNICAS NUMERICAS

Introduccién

Como vimos en el capitulo anterior la mayoria de nuestros modelos dindmicos
conducen a ecuaciones diferenciales. En buena parte de los casos la resolucion analitica
es dificil cuando no inexistente y por lo tanto es necesario recurrir a resoluciones
numéricas. Sin pretender abarcar los aspectos del célculo numérico trataremos de hacer
una brevisima referencia a algunas técnicas de resolucién numérica de ecuaciones,
apoyandonos en los paquetes de calculo como OCTAVE o SCILAB.

OCTAVE es un paquete de célculo de alto nivel, mayormente compatible con el
software comercial Matlab®, con licencia GNU General Public License. Se puede
descargar libremente de la siguiente direccion:

https://www.gnu.org/software/octave/

SCILAB es un paquete de célculo de codigo abierto y licencia libre desarrollado

originalmente por el INRIA de Narbonne, Francia pero que ahora se encuentra en la

oOrbita del consorcio Scilab Enterprises, bajo la licencia CeCILL, compatible con la

GNU General Public License. Se puede descargar de la siguiente direccion:
www.scilab.org

y tiene asociado un programa grafico de simulacién denominado XCOS.

Estos programas estdn pensados para el manejo de matrices y vectores aunque se
pueden desarrollar todas las ecuaciones de calculo que interesen. Ademas de las
operaciones elementales, el programa cuenta con funciones predefinidas asi como
elementos que permiten utilizarlo para la programacion. Véase el ejemplo ‘ejem3.1.m’
en Octave; para resolverlo una vez abierta la consola del programa y seleccionado el
directorio donde se encuentra el archivo, hacer doble click en el nombre para abrirlo en
la consola y apretar el icono de play; o bien escribir ‘ejem3.1” en el workspace y apretar
enter. En el caso de Scilab, ‘ejem3.1.sce’ en Scilab; para ejecutarlo, una vez abierta la
consola del programa y seleccionado el directorio correspondiente, escribir:
exec(‘ejem3.1.sce’) y luego presionar la tecla Enter.

Ecuaciones algebraicas

Como hemos mencionado, los modelos dinamicos implican en general ecuaciones
diferenciales. Para resolver dichas ecuaciones se necesita conocer las condiciones
iniciales o de contorno; normalmente se parte del sistema en estado estacionario. Sin
embargo, en condiciones estacionarias, al igualar a cero el cambio con la variable
tiempo, las ecuaciones diferenciales ordinarias se transforman en algebraicas.

Supongamos un sistema de n ecuaciones con n incégnitas
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Expresado en forma matricial
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O bien en forma méas compacta

Ax=Db
Resolver este sistema de ecuaciones quiere decir hallar las raices de
f(x)=Ax—b
Multiplicando por la matriz inversa de A
A'Ax=A"D

como AlA=1
x=A"b

La resolucién de este sistema con el Software se puede hacerse facilmente (ver

‘ejem3.2’).

Funciones de una variable

Aun para resolver funciones de una sola variable muchas veces es necesario recurrir a

una técnica numérica. Por ejemplo, si se quiere hallar la solucion de

realizan k iteraciones partiendo de determinado valor inicial de x hasta satisfacer

determinado criterio de convergencia
[f(x ) <e

También suele tomarse la convergencia referida a la variable en lugar de la funcion:

tolerancia absoluta: |Xk _ Xk—1| <e
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tolerancia relativa:
‘Xk - kal‘

<¢g
X4 r

Un método simple es el de sustitucion directa: sea la ecuacion f(x) =0 , la reescribimos
de la siguiente forma x =g(x) . Esto nos permite plantear una interaccion de la forma
Xk+1 = g(X«) . Se realizan iteraciones hasta encontrar x” que satisfaga determinado criterio
de convergencia de modo que X" =g(x").

Por ejemplo, consideremos un RCAI donde se da una reaccion de segundo orden. Del
balance de masa

dCA = XCAin _1
d Vv \%

C,—kC,’

Si, por ejemplo, v/V .= 1 min?, Can = 1 gmol/L, k = 1 L/(gmol.min), en estado
estacionario

1-C,.-C, =0
O escribiendo x = Cas
f(x)=—x>—x+1
Escribimos x¥=—x+1 = x=+—x+1=g(x)
realizamos las iteraciones
X1 =~ X +1= g(xk)
Por ejemplo, partiendo de X, =0.5 x, =~/—0.5+1=0.7071

X, =+/—0.7071+1=0.5412
X; =+/—0.5412+1=0.6774
X, =+v—0.6774+1=0.5680

Que converge lentamente a 0.618 (véase ‘ejem3.3”). Si graficamos la evolucién de las
distintas soluciones
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A pesar de su simplicidad se pueden generar problemas si no se elige adecuadamente el
punto de partida. Por ejemplo, partiendo de X, = 0 las iteraciones no convergen sino que
oscilan entre el valor O y el valor 1.
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Otro método muy utilizado es el de la biseccién: partiendo de dos puntos xi1 y x» tales
que el valor de la funcidn evaluada en ellos sea de distinto signo, se evalta la funcién en
el punto intermedio xs. Si es del mismo signo que x1 se sustituye por éste (en idéntica
forma si fuera x2) y asi sucesivamente hasta satisfacer determinado criterio de
convergencia.
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f(x)

f(x,)<0

El método de reguli falsi es similar al anterior, aunque el punto de iteracion surge de
realizar la interseccion de la recta que une los dos puntos de la curva seleccionados con
el eje de abscisas,

()

Xq

f(x5)<O

f(x,)<O

También se recurre normalmente a los métodos de Newton o variaciones de este. Para
ello es necesario conocer la pendiente en el punto en el que se estd evaluando la
funcion. De la interseccion de dicha pendiente con el eje de abscisas surge el siguiente
punto de la iteracion. Es un método que tiene una convergencia mucho mas rapida que
los anteriores, si bien requiere méas informacion (conocer la derivada).

f(x)

f(x1)
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El paquete de calculo tiene la funcion fsolve que permite halla las raices de una funcion
(ver ‘ejem3.4”).

Funciones de varias variables

Para sistemas multivariable la estrategia es similar. Si f(x): 0
es el sistema de ecuaciones con varias variables

(%, X000 %, )] O
f,(X, X0 X, )| | O

(%, %0 X)) | O

usando la expansion por Taylor

n

f(xAx)= £(x)+ > Tiax 4.

— OX.
j=1
y despreciando los términos superiores ]
f(X+Ax)=f(X)+J AX
donde
of, oy o, |
0%,  OX, oX,
J= '
o, o, 4
[ox, %, o,
Y las iteraciones se resuelven segun
f(x)+J Ax=0

Ax, ==, f (Xk )

Xie1 = Xy _Jk‘lf(xk)

La misma funcion fsolve puede utilizarse para un sistema con varias variables y también
admite trabajar con la matriz Jacobiana (ver ‘ejem3.4”).

Estabilidad de soluciones numéricas

Cuando trabajamos con resoluciones numéricas de ecuaciones es importante evaluar la
estabilidad de la solucidn, esto es, si converge hacia un determinado valor, oscila entre
una o mas soluciones o diverge, creciendo en forma indefinida. Una forma de analizar la
estabilidad es considerar que si se puede escribir la ecuacion en la forma x = g(x) debe
cumplirse que x” es una solucion estable si o9

OX

<1

evaluada en x".
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Por ejemplo, en el método de Newton

X = g(xk)= X —

f'(x
F0a) FO)F"0e) _ Fx)f"(x)

Sl EPA NN (IO I D)

Por lo tanto el método converge siempre que 7°(x") #0

Integracion numérica

Si se tiene una ecuacidn diferencial ordinaria dx _ f(x)

dt
Pueden idearse distintas estrategias para realizar la integracion numérica. Por ejemplo,
en el método de Euler denominado “explicito” se realiza la siguiente aproximacion:

dx _ x(k+1)-x(k)
dt — t(k +1)—t(k)

Normalmente se utiliza un intervalo de tiempo constante entre las iteraciones

£ (x(K))~ x(k +1)-x(k)

At
entonces x(k +1)=x(k)+aAt f(x(k))
0 bien en sistemas de varias variables x(k +1) = x(k)+ At F(x(k))

En el denominado método de Euler “implicito” se considera

f(x(k+1))z—x(k+1A)t_ x(k)

x(k +1)=x(k)+ At f(x(k+1))
x(k +1)=x(k)+ At f(x(k +1))

Véase el ‘ejem3.5°.
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Otros metodos que proporcionan resultados méas ajustados que el de Euler son los de
Runge-Kutta. Veamos el caso més sencillo: la idea es usar Euler para evaluar el valor de
la funcion en la mitad del intervalo.

tk tk+1

Sea m: la pendiente en el punto inicial y mz la pendiente en el punto del medio.

m, = f (t(k), x(k))
f(t(k)+§,x(k)+§mlj
x(k +1) = x(k )+m,At

Este concepto se puede extender para utilizar mas puntos intermedios. Por ejemplo, para
el método de Runge-Kutta de 4° orden

= 1t (k))

f( +— x +%ml)
f(t (k) +— x(k Azt mzj
f(t( k)+At x(k )+m,At)

( 1)= x(k)+[%+%+%+%}m

m,

m

iy

m,

Octave posee una rutina de integracién basada en estos métodos denominada Isode (ver
‘ejem3.6’ y ‘ejem3.7°).

ILM 8


file:///D:/cursos/DCP/texto/ejem3.6.sce
file:///D:/cursos/DCP/texto/ejem3.7.sce

