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SOLUCION — EXAMEN 13 DE DICIEMBRE DE 2023.
Ejercicio 1.

Parte 1. Fijado x € [0, 1], sea ny € N tal que para todo n > ng se cumple que 4/n < z. Luego,
por definicién de {f,} se tiene que f,(x) = 0 para todo n > ng. Lo que implica que f, — 0
puntualmente para todo a € R.

Parte 2. Para estudiar la convergencia uniforme, calculemos

1
sup |fn(x) — 0] = méx{n,na} .

z€[0,1]
Luego, si a < 0 se tiene que lim n® = lim — = 0 y por lo tanto hay convergencia uniforme.
n—-+oo n—+oo n

: . . J1 . .
Sia=0o0sia>0se tiene que max {,na = n®. Como hrf n® # 0, no hay convergencia
n n—-+oo

uniforme.

Ejercicio 2.

Parte 1. Como la funcién f(t,z) = > + 22 es de clase C! en todo R?, por el Teorema de Picard,
se tiene que hay una tnica solucién maximal.

Antes de probar la partes 2) y 3), hacemos la siguiente observacién:
Vamos a usar el ejercicio 4 del practico 4 (comparacién de soluciones). Consideramos fi(t,z) =
2?2 <t? 4+ 22 = fo(t,x) y t; > 0, 21 > 0. Entonces la solucién de & = 22 con condicién z(t;) = 1

es x(t) = M

maximal de @ = t? + 2% con x(t;) = 1, por comparacién de soluciones se tiene que ¢(t) > z(t)
para t > t1, lo que implica que el intervalo maximal de @ estd acotado superiormente.

, cuyo intervalo maximal es (—oo,t1 + i) Si llamamos ¢ a la soluciéon

Parte 2. Basta tomar ¢; = 0, x1 = 1 y utilizar la observacién anterior.

Parte 3. Sea [ el intervalo maximal y ¢ : I — R la solucién maximal con ¢(0) = 0. Como
¢ (t) = t2 + ©%(t) para todo t € I, se tiene que ¢ (t) > 0 para todo t € I con t # 0. Sea t; > 0,

t1 € I. Como ¢(0) =0y ¢ (t) > 0 entonces necesariamente o(t;) = x; > 0. Usando la observacién
anterior resulta que I esta acotado superiormente.

Ejercicio 3. Ver notas del curso.
Ejercicio 4.

Busquemos soluciones de la forma:
u(t,z) =T(t) X (z). (1)

Loowp = Uge +u=TH)X(x) =THOX" (2) + TH)X (z) = 7;((;)) = X”(?&f(m)- En esta tltima

igualdad tenemos una funcién que depende del tiempo igualada a una funcién que depende
de la posicién. De modo que:
a1, dX"+X T . X"+X

)= 25 (@) = 0= 1) = S (1) = A (ete).



Por lo tanto, podemos obtener el siguiente problema de dos ecuaciones diferenciales ordinarias
en vez de una ecuacion en derivadas parciales:

X"+ (1-M)X=0
T' — AT = 0.

2. Como u(t,0) = T(t)X(0) = 0 = T(t) = 00X(0) = 0. Si T(t) fuese la funcién nula

“+o00
tendriamos que u(t,z) = 0, que no verifica la condicién inicial u(0,z) = Z

n=1

sen(nz) P
- Por

n3

lo tanto la opcién que nos sirve es X (0) = 0.

3. u(t,m) =T{#)X (7)) =0 = X(7) = 0. Descartamos la opcién T'(t) = 0 por la misma razén
que en el caso anterior.

En resumen:

X"x)+(1=XN)X(z)=0
X(0)=0
X(m)=0

Por comodidad llamaremos A" = A — 1. Por lo tanto la ecuacién X”(z) + (1 — \)X(z) = 0 se
transforma en X”(z) — X' X (x) = 0. Las posibles soluciones de esa ecuacién dependen del signo de

’

A
= Caso (a): A > 0.
Si A > 0 existe un a € R* tal que A" = o?2.
N =a? = X(z) = Ae™® + Be **.
Imponiendo las condiciones X (0) = 0y X (7) = 0 se obtiene:

{X(O):A+B:0 —~a=00A=B=0

X(m) = Ae®™ 4+ Be o7

La primera condicién no es vélida ya que supusimos A = o? > 0. La segunda tampoco es
vélida ya que obtendriamos X (z) = 0 lo que resultaria nuevamente en la funcién u(t,z) = 0.
Por ende, A no podra ser mayor a cero.

» Caso (b): A =0.
N =0 implica que X” = 0, integrando dos veces, obtenemos que
X(x)=Az+ B
Nuevamente, imponiendo las condiciones X (0) =0y X (7) = 0 se obtiene:

{X(O):BZO = A=B=0

X(r)=Ar+ B

Nuevamente se obtendria la solucién trivial la cual no es valida. Por lo tanto, A tampoco
podré ser cero.



» Caso(c): N < 0.Si )\ es negativo, existe algtin a € R tal que X' = —a?.
N =—a? = X(z) = Acos(az) + Bsen(az)

Imponiendo las condiciones X (0) = 0y X (7) = 0 se obtiene:

X(0)=A4=0
X(m) = Bsen(ar) =0 = B =00 sen(ar) =0
Si consideramos la primera opcién, obtenemos la solucién trivial. Si se verifica la segunda
opcién:
sen(ar) =0=ar=nr=a=n, n € Z.
= X(z) = By, sen(nz).
Como a = n entonces A = —n? y por lo tanto A = 1 — n2.

Volviendo a la ecuaciéon 77 — AT = 0 tenemos que T'(t) = Cre=m")t Asf, nuestra solucién al
problema seria de la forma:

up(t,x) = X(x)T(t) = A, Sen(naﬁ)e(lﬂﬁ)t, donde A,, = B,,C,.

oo
sen(nx
Falta imponer la condicién u(0,z) = g % Como
n
n=1

+oo
u(0,x) = A, sen(nx) = Z senrgmﬁ)'
n=1

no es posible hallar una tnica constante A, que verifique la condicién anterior. Como la ecuacién
Ut = Ugy + u es lineal, cualquier combinacién lineal finita de soluciones sera solucién. Esto sugiere
buscar un candidato a solucién de la forma:

+oo +o0o
x) = Z un(t,z) = Z A, sen(nm)e(l_"Q)t.
n=1 n=1

sen n) 1
g Ay, sen(nz) g y tomamos A, = —
n
=1

Luego, nuestro candidato a solucién es:

Zsennxe(l ”).

Parte 2

Vamos a utilizar los siguientes resultados:

Proposicién 0.1 (Derivada respecto de t)

Sea Sy(t,x) =Y Uk(t,z). Si:
k=1



+00
» S, (t,x) converge uniformemente a Z Uk(t,x) en X.

k=1
n d +oo d
w Sy, (t,x) = Z %Uk(t, x) converge uniformemente a Z %Uk(t, x) en X.
k=1 k=1

Entonces:
d X = d
pn ,;Zl U(t,x) = 321 aUk(twf) para todo (t,z) € X.

Observacién: Basta con pedir que Sy, (tg, xg) converja en algtin punto (to, zg) € X. No es necesario
pedir que Sy, (t,z) converja uniformemente.

Proposicion 0.2
Sea {uy,} una sucesién de funciones u, : X — R que verifica:

w |u,(t,z)| < M, para todon € N y para todo (t,x) € X,

+oo
= |a serie Z M, es convergente
n=1
+oo
Entonces existe u : X — R tal que Z un(t, z) converge uniformemente a u en X.
n=1
(1-n2)t
Sea uy(t,r) = sen(nx)«; . Entonces
n
(1—n?)t 1
sen(nx)e
|un(t, )| = ( ?13 < 3 para todo (t,z) € (0,400) x (0, )

ya que |sen(z)| < 1 para todo = y e(1=n")t < 1 para todo t > 0. Luego, por la proposicién 0.2, se
400
tiene que Zun(t,fv) converge uniformemente en (0, +00) x (0, 7).
n=1
Sea 6 > 0 y t tal que t > §. Entonces se tiene que (1 —n?)t < (1 —n?)d y por lo tanto e(1-nt <
e(1=1")3  Entonces:

o (1-n?)t 1
—up(t,z)| = (1 — nz)sen(nx)e < —e(1="")% para todo (t,x) € (0,4+00) x (0,7).
ot n3 n
+00 too
2
Como la serie Z —e1=")9 converge, por la proposicién 0.2 la serie Z —up(t, z) converge unifor-
n=1 n n=1 ot

§ =
memente en (J,+00) x (0, 7). Luego, aplicando la proposicién 0.1, se cumple que n Z un(t, ) =
n=1

+oo
Z aun(t,m) para todo (t,x) € (9, +00) x (0,7). Como este razonamiento vale para todo § > 0,
n=1

se concluye esa igualdad que vale para todo (¢,z) € (0,+00) x (0, 7).



