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Soluciones examen ecuaciones diferenciales

i-2x+x=t+e!
Ejerciciol Resolver{ x(0)=-2
x(0)=3

Sugerencia: Notar que xp: (t) = % t2e! es solucion de ¥ —2x + x = e'.

Primero buscamos todas las soluciones ala ecuacién homogénea: X—2x%+x = 0. Para eso estudiamos
el polinomio caracteristico A2 — 21 + 1 = 0 cuyas raices son A = 1 doble. De esto se sigue que todas
las soluciones de la ecuacién homogénea son de la forma x(f) = Cie’ + Core’. Ahora buscamos una
solucion particular, x,, de ¥ —2x+x =+ el. Por la sugerencia dada, basta con buscar una solucién
Xp2 de la ecuacion X —2x + x = ¢ pues luego nos sirve x,(f) = xp1(f) + x,2(f). Ahora probando con un
polinomio de grado 1 genérico se ve que xp2(f) = £+2 es solucion. En resumen, cualquier solucién de la
ecuacion de la letra es de la forma

1
x(8) = xp () +xp() = Clet+C2tet+5t2et+ t+2

La condicién x(0) = —2 implica C; +2 = —2 por lo cual C; = —4. La condicién x(0) = 3 implica C; +Cy+1 =
3 porlo cual C, =6.

Ejercicio 2 Encontrar la solucién general y dibujar el diagrama de fase para las siguientes ecuaciones:

a)
b)

Para la parte a), observamos que
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Para simplificar, llamemos a =1+ V14 y b =1 — v/ 14 alos valores propios, entonces la solucién general,
con condicién inicial (xp, yo), es

x() =28 [8@(—&” +e) +14(eP" + e“f)] Xo +10V14(el — ey,

V(D) = =5VTA(e" - ™) xp + [BVTA" - ™) +14(e” + )

Yo-

Figura 1: Diagrama de fase para el sistema a).



En la parte b), vemos que la matriz esta en su forma de Jordan, por lo que podriamos aplicar la teoria
en este caso, de todos modos podemos resolverla de manera mas directa.
La segunda ecuacion del sistema es y = y, de donde la solucion es y(1) = ype’. Luego, la primera ecua-
ciéon queda x = x + yge’, por lo que, buscando una solucién homogénea y una particular llegamos a
x(1) = el (x0 + yo1).

Figura 2: Diagrama de fase para el sistema b).

Ejercicio 3 Estudiar la estabilidad en el origen de:

X=- x; +2xy?
y=-y
Veamos que la funcién V (x, y) = x?> +3y? cumple el segundo teorema de Liapunov. Es claro que (0,0)
es un minimo estricto de V' (x, y). Por otro lado, si ¢(¢) es una solucién, entonces

V=VV-¢=—xt+ax’y* -6y’

Luego, si (x, y) € B((0,0),€) = {(x, ) € R? :||(x, y)|| < €}, entonces x* < e*, x?y?> <e* e y* <¢€*, porlo que

V< —¢* +4¢* — 6¢*
=3¢t

<0.

Entonces, por el segundo teorema de Liapunov, deducimos que (0, 0) es asintéticamente estable.

Ejercicio4 Resolver
Ur = Uy, (,X)€(0,+00)x(0,L)
u(0, x) = sin (%%) +3sin(%)
u(t,0)=u(t,L)=0, tel0,+00)
Utilizando separacion de variables para buscar soluciones de la forma u(x, t) = T(#) X (x) se ve que
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ur(x, t) := Age ( L ) sin (—’“L”‘) satisface todos los requerimientos salvo la condicién en ©(0, x). Sin em-

bargo, haciendo combinaciones lineales de soluciones también tengo soluciones, es por eso que
_(z2; . (TTX (572, . (5mx
e (%) tsm(—) -3e (%) fsin| —=
L L
también es solucién pero ademads satisface la condicién en u(0, x), resolviendo el problema.

Ejercicio5 Seala ecuacién
{ i=-y*x
y=x%y

Justificar que las soluciones maximales tienen intervalo maximal R. Enunciar teoremas utilizados.

Primero observamos que los puntos en los ejes coordenados {(x,0) : x € R} y {(0, y) : y € R} son puntos
estacionarios. Esto nos dice que si tenemos una condicién inicial en un cuadrante, entonces la solucion,
a futuro y pasado, estara siempre en el mismo cuadrante, puesto que por el teorema de Picard, las solu-
ciones no se cruzan.
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Por otro, trabajando en polares, tenemos que ¢(0) = 3 (sen30,cos30), donde rq es el radio inicial,
es solucion a la ecuacion diferencial. Por lo tanto las soluciones estdn a una distancia constante del ori-
gen.

Dada una condicién inicial (rg,0y), sea K, = {(x,y,1) € RZxR:[|(x, I = ro, 1| < n}. Luego, este conjunto
es un compacto en R? x R, entonces por escape de compactos sabemos que la solucién debe salir de K,
pero por la observacion anterior la norma de la solucién es constante, de donde la solucién no se escapa
por las coordenadas espaciales, entonces, necesariamente debe escaparse por la coordenada temporal.
Como este argumento es valido para todo n €N, deducimos que el intervalo maximal es R.

Teorema: Escape de compactos

Sea f: Q cR" xR — R" localmente de Lipschitz segtin la variable espacial y continua, K < Q un conjunto
compacto y ¢ : I(xg, tp) — R" la solucién maximal de la ecuacién diferencial x = f(x, t) con condiciones
iniciales x(fy) = xo. Entonces:

Jh < 1y, 1 € I(xp, tp) tal que (p(f1), 1) ¢ K

3t > 1y, 1 € 1(x, fp) tal que (Pp(f), L) € K



