Curso: Int. a las Ecuaciones Diferenciales.
SOLUCION EXAMEN 12 DE DICIEMBRE DE 2019.
Ejercicio 1.
1. Buscando soluciones de la forma u(z,y) = X(z)Y(y), la condicién ugz, + uyy, = 0 implica
X" ()Y (y) + X(:I:)Y”(y) = 0. Por lo tanto
X'(@) _ Y'(y)
X(x) — Y(y)

= A (cte).

Entonces hay que resolver las ecuaciones X' (z) — AX(z) = 0y Y (y) + A\Y(y) = 0. Como
u(0,y) = X(0)y(y), la condicién u(0,y) = 0 implica X(0) = 0. Analogamente, la condicién
u(m,y) = 0 implica X (7) = 0. Por lo tanto hay que resolver

X" — AX =0 con las condiciones X (r) = X(0) = 0.

En consecuencia, la forma de X (z) depende del valor de A. Discutiremos segiin su signo:

» Caso (a): A > 0.
Si A > 0, existe un a € R* tal que A = o®. Entonces:

X(z) = Ae™ + Be™ **.

Imponiendo las condiciones X (0) = 0 y X (7) = 0 y haciendo cuentas se obtiene X (z) = 0
lo que resultaria que la funcién u(z,y) = 0. Dado que queremos una funcién continua, esto
implica que u(x,0) = 0, por lo que no es posible cumplir con la condicién inicial pedida. Asi,
descartamos este caso.

= Caso (b): A=0.
A = 0 implica que X” = 0. Integrando dos veces, obtenemos:

X(x)=Az+ B

Nuevamente, imponiendo las condiciones X (0) = 0 y X (7) = 0 se obtiene X(z) = 0, y des-
cartamos este caso por el mismo motivo que antes.

= Caso(c): A < 0. Si A es negativo, existe algiin @ € RT tal que A = —a?. Entonces:
X (x) = Acos(ax) + Bsen(ax).
Imponiendo las condiciones X (0) =0y X (7) = 0 se obtiene:
{ X0)=A=0
X(m) = Bsen(ar) =0 = B =00 sen(ar) =0.

Si consideramos la primera opcién, obtenemos la solucién trivial. Si se verifica la segunda
opcién:
sen(ar) =0=ar=nr = a=mn, n € Z.
= X(z) = Bsen(nx).

Por lo tanto, en este tltimo caso obtenemos una solucién no trivial en X (z).
Resumiendo, resolviendo la ecuacién X — AX = 0 tenemos que X (z) = A, sen(nz) y que
A= -n?conn €N,



La ecuacién Y (y) — n?Y (y) = 0 tiene como solucién Y (y) = Bne™ + Cre ™. La condicién
u(z,m) = 0 implica Y (r) = 0, por lo tanto Y (7) = B,e"™ + Cnhe™™" = 0 implica que B, =
—C,e~2"™ Entonces

Y (y) = —Cre "€ + Cre™™ = Cpy(—e" @727 4 ™),
Por lo tanto, tenemos que:

up(z,y) = sen(nx)Dn(—e"(y*%) + e ™) donde D,, = A,C,,.

Jr
Si consideramos u(zx,y) = Zun (z,y), entonces la condicién u(zx,0) Z 1mplica
que: =t -
- = sen(nz)
— D _ —2nm — .
Z n(l—e ) sen(nx) Z 3
n=1 n=1

que se cumple trivialmente si D, (1 — e=2"™) = % Despejando, obtenemos

1

Dy, = (1 _ e—2n7r)n2'

Entonces el candidato a solucion es:

0o 1 . -
u(z,y) = Z (1= )2 sen(nax)(—e" W2 4 7).
n=1

. Para probar que u es continua, basta con probar que u(x,y) = Zun(az,y) converge uniforme-

n=1

mente, ya que u,(x,y) es continua para todo n € N y para todo (x,y) € [0, 7] x [0, 7]. Como:
1 C
_ _emy=2m) 4 o= =
lun(z,y)| = = 22 sen(nz)(—e"YVT 47| < 2

Entonces por el criterio mayorante de Weiestrass se tiene que u(z,y) = E un(x,y) converge
n=1
uniformemente.

0 = Oun(x,y)
Probemos ahora que — Up(2,y) = —777 Para esto necesitamos de los siguientes
que 5— > un(r,y) =) —o- g

n=1 n=1
resultados:
PROPOSICION 0.1. Sea {u,} una sucesion de funciones u, : X — R que verifica:
v |up(z,y)| < M, para todo n € N y para todo (z,y) € X,
w la serie Y, M, es convergente
Entonces eziste u: X — R tal que > uy(x,y) converge uniformemente a u.

PROPOSICION 0.2. Sea {u,} una sucesion de funciones u, : X — R de clase C' que verifica:
» Eziste (l‘[),yo) € X tal que > un(x0,y0) €s convergente.
w la sem’e 52 FoUn(T,y) converge uniformemente a una funcion v.

Entonces -2 Bz 2 Un(T,y) =D a%un(:r:,y).
En nuestro caso, tenemos:

ouy, 1

zn - - _enly=2m) 4 o~y
o (z,y) - 6727”7)71271(:os(na:)( e +e ),



3

Para § > 0 consideremos los puntos (x,y) en el interior del rectangulo [0, 7] x [, 7]. Como y > §,
tenemos que

e~ < e—né.
A su vez, como y < 7, tenemos que y — 2w < —7, por lo que

en(y—27r) < e T

Luego, podemos acotar de la siguiente manera:

‘a% L

< —nm —nd <
)| = [ g (e e <

(e e ™) = M,.

3w

Como ) M, es convergente, podemos aplicar las Proposiciones 0.1 y 0.2. Finalmente, dado (z,y) €
(0,7) x (0,7) consideramos ¢ > 0 tal que y > ¢ > 0. Haciendo el razonamiento anterior, tenemos
probado que 3% Sun(x,y) => (%un(x, y). Por lo tanto, esta tltima igualdad estd probada para
todo (z,y) € (0,7) x (0, ).

Ejercicio 2.
1. Como la funcién f(z,t) = 2tcos(x — t?) es de clase C! en todo punto de R?, por el Teorema

de Picard se tiene que hay solucién tunica. Luego, por el Teorema de la existencia del intervalo
maximal, hay una tnica solucion maximal.

2. Si x(t) = a + t? es solucién, entonces debe cumplirse que 2’ (t)

= 2t = 2tcos(a + t? — t?). Luego
2t(1 — cos(a)) = 0. Entonces a = 2k7 con k € Z y por lo tanto x(t)

= 2km + t2 es solucién.

3. Sea z una solucién maximal con z(ty) = xg. Si xg = 2kmw + t% para algin k € Z, entonces la
solucién es z(t) = 2km + t2, que estd definida para todo ¢t € R. Si ¢ # 2k7 + t%, entonces existe
k € Z tal que
ok + 12 < x(t) < 2k + 1)w + 2 Vi
ya que por Picard el grafico de dos soluciones distintas no puede cortarse. Supongamos que el

intervalo maximal de x es de la forma (a,b) con b < 400 y consideremos el compacto K como en
la figura:

r=2Fk+1)m+12

x |
K z = 2km + 12
~_ | 3
To4+---- :
t b t




Entonces, dado que la solucién debe mantenerse entre las parabolas 2km + t2 y 2(k + 1)1 + 2,
resulta que (t,z(t)) € K para todo t € (¢, b), contradiciendo el Teorema de Escape de Compactos.
Por lo tanto, b = +00. Razonando analogamente se prueba que a = —oo.

. Para estudiar el signo de 2’ hay que estudiar el signo de 2t y el signo de cos(x — ¢2). El primero
es trivial, mientras que el segundo es positivo si x — 2 € (0,7/2) U (37/2,27) y negativo si
r —t? € (7/2,37/2) (nos estamos restringiendo a la franja = — t2 € (0,27) ya que en el resto del
plano la situacién es anédloga). En la figura se muestra entonces como queda el signo de 2’ segiin
cada region del plano:

=27 + ¢

_ 3 2
— 3y

La derivada se anula en t = 0 y en los puntos en que z = t2 + 7/2 o = t2 + 37/2. Por los
signos de la derivada es facil ver que los puntos sobre la pardbola z = t? + m/2 (con t # 0) son
minimos, mientras que los de la pardbola z = 2 + 37/2 (con t # 0) son méximos. Esto también
puede verse calculando la derivada segunda:

z" =2 [cos(z — t?) — tsen(z — t?) (2’ — 2t)]
En los puntos con x’ = 0 resulta:
2 =2 [cos(z — t*) + 2t* sen(z — t%)]

Asf, en la pardbola z = t2 + 7/2 tenemos cos(z — t?) = 0 y sen(x — t?) = 1, por lo que z” =
4t? > 0, confirmando que hay minimos ahi. Andlogamente se puede ver que hay maximos en la
otra parabola.

También estudiando el signo de 2’ o calculando z”, es facil ver que en ¢ = 0 hay mdximos en
la regién entre 7/2 y 37/2, y minimos en las regiones (0,7/2) y (37/2,2m).



5. Estudiaremos el signo de ¢'(t):
@' (t) = (z(t) —t2) = 2/(t) — 2t = 2t cos(x(t) — t?) — 2t = 2t(cos(x(t) — t?) — 1).

Sabemos que cos(z(t) — t2) — 1 < 0. Ademds, como la solucién no puede cortar a las pardbo-
las donde cos(x(t) — 1) = 1 (ya que son las soluciones halladas en la parte 2.), tenemos que
cos(z(t) — t?) — 1 < 0. Por lo tanto, el signo de ¢'(t) es menor a 0 si ¢t >0y mayoraOsit <0,y
entonces @ es decreciente para t > 0 y creciente para t < 0. Asi, ¢ alcanza su méximo en t = 0.

Si consideramos una solucién con x(0) = z¢ € (0,2w), por lo que ya dijimos sobre la impo-
sibilidad de que graficos de soluciones distintas se corten tenemos que t? < z(t) < t? + 27 para
todo t € R. Asi, p(t) = z(t) — t> € (0,27) para todo ¢t € R. Por lo tanto, (t) mide la distancia
punto a punto entre el grafico de la solucién y la parabola = = 2. Por lo que acabamos de probar,
esta distancia es maxima en t = 0. Asi, el grafico de la solucién debe mantenerse siempre a una
distancia menor que zg de la pardbola z = t2, lo que es equivalente a decir que debe mantenerse
por debajo de la pardbola z = x¢ + t2 (ver figura).

x =27 + t2

,'xz:zo—l—tQ




6. Con todo lo que hemos probado hasta ahora estamos en condiciones de hacer un esbozo del grafico

de las soluciones:

Ejercicio 3.
Ver notas del curso 2019.

=27 + ¢
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