Ecuaciones Diferenciales
Examen, 26 de julio de 2018
Solucién

Ejercicio 1.

a) Si escribimos

entonces la ecuacién diferencial queda:

T —x—y
y = 0

De la segunda ecuacién obtenemos y(t) = yo, y sustituyendo en la primera, nos queda

T = —x — yo, cuya solucién es x(t) = (o + yo)e™" — yo. Esta solucién es la suma de una
solucién a la ecuacion homogénea ((zo + yo)e ") mas una solucién particular (—yp).

A partir de las soluciones obtenidas podemos esbozar un diagrama de fase para la ecuacion:
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Los puntos de equilibrio se encuentran en la recta de ecuacién y = —z. La coordenada

y de la solucién se mantiene constante en el valor inicial yq, mientras que la coordenada x
tiende a —yy cuando t — +oc.

El origen es entonces un punto de equilibrio estable (toda solucién con condicién inicial a
menos de € del origen se mantiene a menos de € para todo t) pero no asintéticamente estable,

ya que no es aislado.
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b) Si escribimos

entonces la ecuacion diferencial queda:
t =0

z = wel+ye+z

De la primera ecuacién obtenemos x(t) = xg, y sustituyendo en la segunda, nos queda
Y = —xo — y, cuya solucién es y(t) = (zo + yo)e " — xo. Estas soluciones son anélogas a las
de la parte a).

Utilizando esta informacion, la ultima ecuaciéon queda:

t=xoe' + (o +yo)e ' —mo) e +z=mg+yo + 2

cuya solucién es z(t) = (g +yo + 20)e" — (xo + yo). Andlogamente a la parte a), esta solucién
puede obtenerse como la suma de una soluciéon a la ecuaciéon homogénea y una solucién
particular.

Asi, podemos concluir que el origen es inestable. En efecto, cualquier solucién con condi-
cién inicial kg = yo = 0y 29 # 0 tiene como tercera coordenada z(t) = zpe!, que tiende a
+00 cuando t — +00. Asi, existen soluciones con condicién inicial tan cerca del origen como
se quiera que se escapan de cualquier entorno del mismo.

Ejercicio 2.

Recordemos que xg es asintéticamente estable si es estable y ademas existe 6 > 0 tal que
toda solucién con condicién inicial z, € B(zg;0) cumple tLl'Ernoox(t) = xo. Asi, bajo nuestras
hipdtesis, ¢y no puede ser asintoticamente estable, ya que tan cerca de él como queramos
podemos encontrar soluciones que no tienden al punto (aquellas tal que z(t) = z; para todo t,
con z1 otro punto critico distinto de ).

Ejercicio 3.
(a) Dado que f(z) = (z — 1)sen(z) es una funcién C'(R), aplicando el Teorema de Picard
tenemos que la solucién existe y es unica para cada condicién inicial (tg, o) dada.

Para conocer cudl es el intervalo maximal de cada solucién, buscamos primero soluciones
estacionarias, es decir, xz(t) = k para todo t. Sustituyendo en la ecuacién diferencial nos
queda

0= (k—1)sen(k),

por lo que las soluciones estacionarias son funciones constantes z(t) =k con k € {nm:n €

7Y u {1},
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Sea x(t) la solucién a la ecuacién diferencial con condiciones iniciales (g, xg) e intervalo
maximal /. El objetivo serd demostrar que para toda soluciéon x, I = R. Si es una solucion
estacionaria, es claro que su intervalo maximal es R. Si no lo es, existen dos soluciones
estacionarias x1 y o tal que x1 < z¢ < 2.

Sea R € R" y consideremos la familia de compactos { Kp} neR+ dadapor Kp = [—R, R| x
[1, x2], como se ve en la Figura 1. Por el Teorema de Escape de compactos, el grafico de z

Ficura 1. Compacto Kg y diagrama de fase.

debe escaparse de Kg. Debido a que la ecuacion es estacionaria, por el Teorema de Picard el
grafico de dos soluciones distintas no puede intersectarse. Asi, el grafico de debe escaparse
por el lado del tiempo, es decir,  debe estar definida para un ¢t; < —R y un t, > R. Como
este razonamiento vale para todo R € R, concluimos que el intervalo maximal de cualquier
solucién debe ser todo R.
Tratemos de aplicar el Teorema de Hartman en los puntos de equilibrio calculados en la
parte anterior. Si llamamos f(z) = (x — 1) sen(x), entonces f'(z) = sen(x) + (z — 1) cos(x).
En particular, tenemos que f'(1) = sen(1) > 0y que f'(nm) = (nm—1)(—1)". La siguiente

tabla, analiza el signo de f'(nm) en funcién del signo y la paridad de n:

n par n impar
n>0|f(nmr)>0] f(nr) <0
n<0|f(nm)<0| f(nr)>0

Por el Teorema de Hartman, los puntos asintéticamente estables van a ser aquellos en
los que f'(z9) < 0 y los puntos inestables los que tengan f'(z) > 0.

Se concluye entonces que los puntos atéticamente estables son los puntos del conjunto
{nm :n < 0,npar}U{nt :n > 0,nimpar} y los puntos inestables son los puntos del
conjunto {nm:n >0, n par} U{nr:n <0, n impar} U {1}.



Ejercicio 4.

A partir del método de separacion de variables, sabemos que las funciones de la forma
)2 km
ug(z,t) = Ake_(kf) “sen (fa:>

con k € Z son solucién a la ecuacién u; = u,, con condiciones de borde u(0,t) = u(L,t) = 0
y condicién inicial wug(x,0) = Ajsen (’%x) Como ademas u; = u,, es una ecuacién lineal,
tenemos que la suma finita de funciones u; también es solucién a la ecuacién diferencial con

2 5
Pesen ()

condiciones de borde nulas. Asi, la funcion:
—27 2 —2
u(z,t) = e (")t sen (Tﬂx) +el

es la solucién que estamos buscando.
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