Universidad de la Republica Ecuaciones diferenciales
Facultad de Ingenieria - IMERL Segundo Semestre 2017

SOLUCION EXAMEN DE DICIEMBRE

Ejercicio 1.

a) Los valores propios de la primer matriz son 3 y 1. La base del subespacio propio asociado a
3 es {(1,1)}, y la del subespacio propio asociado a 1 es {(2,1)}. Por lo tanto la matriz de
1 2 -1 2
1 _

cambio de base es P = L1 y P~ = ) e Por lo tanto la solucién general

, 5 1 2 e3t 0 -1 2 T
de la primer ecuacién es . .
11 0 e 1 -1 Y0

La solucién general de la segunda ecuacién es (xg, —xot + yp) como surge por simple
inspeccion de la matriz de la ecuacion.
Se deduce para ambos sistemas que el origen es un punto de equilibrio inestable.

b) Aplicando el teorema de Hartman, sabemos que el sistema es topolégicamente conjugado
a su parte lineal. La parte lineal correspondiente a las dos primeras ecuaciones (que estan
desacopladas de la tercera) coincide con la primera matriz de la parte [a)]. Esto alcanza para
deducir la inestabilidad en el origen. Para el diagrama de fase, simplemente observamos que

la tercera ecuacién proporciona un subespacio invariante contractivo.

Ejercicio 2.

La idea de este ejercicio era evaluar la comprensién de la prueba del teorema de escape de compactos.
Si bien las hipétesis no son las mismas que en el enunciado de dicho teorema, se esperaba que se
adaptara la prueba de ese teorema a estas hipdtesis en particular. Dicho de otra manera, el objetivo
del ejercicio era evaluar si la prueba de escape de compactos fue comprendida o memorizada.

Sea ¢(t) = (x(t),y(t)) la solucién maximal con condicién inicial (tg, g, yo) e I el intervalo maximal.
Estudiemos primero el caso que el intervalo maximal I es no acotado, por ejemplo I = (a,+o0) (el
caso (—o00,b) o R es andlogo). Como K es un compacto de R", es acotado, por lo que necesariamente
debe existir un ¢t > tg tal que ({t} x R?) N K = . Luego (¢, z(t),y(t)) € K.

Resta entonces estudiar el caso en que el intervalo maximal sea finito, es decir, I = (a,b). Supong-
amos por absurdo que para un compacto K C R x R? se cumple que (t,z(t),y(t)) € K para todo
t € I. Tomemos una sucesiéon de tiempos en I tal que t, — b. Esta determina una sucesion
{(tn,z(tn),y(tn))} C K. Como K es compacto, esta sucesién acumula en K.

Tomemos un n* suficientemente grande, de manera tal que b — t,» < 1 y llamemos ¢* a la solucién
maximal que verifica que ¢*(t,=) = (x(tn+),y(tn+)) (es decir, * es la solucién con condicién inicial
(tn=, x(tp+),y(tn=))). Ahora, ¢ también es solucién al mismo problema, por lo que la primera hipétesis
nos dice que ¢ y ¢* deben coincidir en un entorno de t,«. Ademas, la segunda hipdtesis nos asegura
que el intervalo maximal de ¢* contiene a (t,+ — 1,t,« + 1), y este intervalo contiene a b (ver Figura

a continuacion).
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Por lo tanto, podemos definir una nueva funcién ¢ en (a,t,~ + 1) como sigue:

B o(t) sit € (a,b)
Y(t) = { ©*(t) sit e (tpr — 1, tpe +1)

Asi, 9 es una solucién a la ecuacién diferencial (porque ¢ y ¢* lo son) que cumple ¥ (ty) = (xo,yo) ¥y

estd definida en un intervalo mayor al maximal, lo que es una contradiccion, concluyendo la prueba.

Ejercicio 3.

(1)
(2)

Ver figura (vale también la solucién con el sentido opuesto para el flujo).

Dado un intervalo compacto arbitrario [a, b] C R tenemos que el conjunto K = [a, b] x [—1, 1] x
[—2, 0] es un compacto del cual la solucién maximal debe salir. Como no es posible que escape
por las variables espaciales (ya que se estd en las hip6tesis de Picard y la curva que contiene
a la d6rbita pasa por dos puntos de equilibrio), se deduce que el intervalo maximal I debe
contener estrictamente al [a, b] y por lo tanto I = R.

Si ¢ : (a,b) = R2/p(t) = (z(t),y(t)) (o simplemente ¢(t) = (x,y)) es la solucién max-
imal por (0,3), debido a la preintegral conocida podemos escribir y = x? 4+ 3 por lo que
lo(t)] = /22 +y2 = V222 + 62 + 9. Basta probar que lim;_,; 2(t) = 400 para obtener el
limite deseado.

Observamos que como la funcién coordenada x(t) es mondtona al crecer ¢ (observar figura
anterior), entonces solamente se tienen dos posibilidades: o bien lim;_; |x(t)] = +00 o bien
lim;_p |z(t)| = ¢ con ¢ € R (por simplicidad, supondremos que el sentido del flujo es como en
el diagrama de fase representado por lo que podemos trabajar sin los valores absolutos).

Supongamos entonces que limy_,j 2(t) = ¢ y consideremos la solucién que en tiempo ¢ = b pasa
por (c,c® + 3). Esta solucién estd definida en un intervalo de tiempo (b — 6,b+ &) con § > 0
y coincide con la anterior en el intervalo (b — &, b) pues (¢, c¢® +3) no es un punto de equilibrio
(por hipétesis). Por estar en las hipétesis de Picard podemos asegurar que ambas soluciones
coinciden por lo que la solucién con condicién inicial (0,3) estd definida en (a,b+ §) pero
esto es absurdo pues (a,b) es su intervalo maximal. Esto significa que lim;_,j 2(t) = 400 por

lo que limy_,p |p(t)| = 400 como querfamos probar.
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Ejercicio 4. Usando el método de separcion de variables, buscamos soluciones estacionarias de la

forma

u(z,t) = X(x)T(t)

Concluimos que

X/l T/

x T ¢

donde ¢ es una constante.
Se tiene que X (0) = X (L) = 0 y por lo tanto si biuscamos soluciones estacionarias no triviales, ¢ > 0

y

X(z) = acos/cx + Bsiny/cz.

Usando de nuevo las condiciones iniciales

n

T
= O = —
a y e 7

Por lo que
27_(2

Xn(l‘) = B, sin %x y Tn(t) _ e_"LQ t

Luego las soluciones estacionarias son de la forma

nm _
’U,n(x,t) = /Bn sin T.ﬂ?e "L72" t

Observar que para n = 2

2 _4x?
us(, ) = fsin(Sa)e 17,

Yy que entonces

2 2
uz(x,0) = B2 sin(gx) = —[s Sin(—?ﬂx).
Por lo tanto
2 _4n?
ug(x,t) = — sin(gl‘)e i g

es solucién de la EDP pedida.

Ejercicio 5.
(1) La serie de Fourier S(f) de f de
es igual a

S(f)(x) = % + Z an cosnwx + by, sin(nnz)

n=1
donde los coeficientes se calculan :
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1 T 1 s -1 n+1
by, = / f(t)sin(nt)dt = / tsinntdt = i
T Jo nw

Por lo que:

T . n+1 +1 (71)71—&—1
S(f =7 Z: cos(nz) +

- sin(nz)

(2) Para calcular lo pedido evaluamos S(f) en z = 0.

T ”+1+1 —
Z+Z cos(0) = 3 21271—1277

Ademaés sabemos que como z = 0 es un punto de discontunuidad de la extensién 27
periodica de la funcién f entonces:

Por lo tanto:



