Ecuaciones Diferenciales
examen de febrero

26 de febrero de 2016.

Ejercicio 1, parte a).
El coeficiente de Fourier de la extensién impar de periodo 2L es

L T
by = % /_ ) F(a)sen("T0 ).

Como L =1y f esimpar entonces queda

by = /0 1 f(x)sen(nra)de = /0 1(952 — x)sen(nmz)dz.

Haciendo cuentas queda

4 4 -
b, = (mr)g(cos(mr) —-1) = (mr)?’((_l) 1).

Ejercicio 1, parte b). La solucién v(z,t) de la ecuacién es de la forma v(z,t) =
u(z,t) + uy(z,t), donde uy(x,t) =z y u(z,t) es la solucién de la ecuacién

Qu(g t) = Bu(z,t) (z,t) € (0,1) x (0, +00);

0%x

Por lo visto en el teérico(buscando soluciones de la forma X (z).7'(t)) la solucién u(z,t)
es

+o00o
u(z,t) = ansen(mr:c)e_(””)zt,
n=1

donde b, es el hallado en la parte a).
Ejercicio 1, parte c). Ver tedrico.

Ejercicio 2, parte a).
Si 2 es solucién de la ecuacién &' = f(t, ) con z(ty) = o entonces se cumple que

x(t) — x(ty) = /t f(s,z(s))ds.

Supongamos que el intervalo maximal de = es (a,b). Vamos a probar que b = +oc.
Entonces

(@[] < [l (to)l] + II/t (s, (s))ds|| < || (to)]] +/t |1 (s, 2(s))||ds <

< [[z(to)l| +/ v(s)[|z(s)ds

to

1



Como v es continua en todo R se tiene que existe M > 0 tal que v(s) < M para todo
s € [a, b]. Entonces se tiene que

t
z@)]] < [l (to)] +/ M|z (s)]|ds.
to
Luego por el lema de Gronwall se tiene que
()] < Nl (to)l].eo ™ < [la(to)]].e@~ M.

Tomando K = {(t,z) € R x R" : ||z|| < ||z(to)]].e®~M a <t < b} se tiene que
(t,xz(t)) € K para todo t € (a,b), lo que contradice el teorema de salida de compactos.

Entonces b = +00. Andlogamente se prueba que a = —oo.
Ejercicio 2, parte b) , 1). )
Como z = 6 y y = 0 entonces y = . Por otro lado, § = 0 = —%sen(0) = —%sen(x).
Entonces queda la ecuacién
I
r =Y
y = —%sen(z)

Ejercicio 2, parte b), 2).

Como la funcién f(x,y) = (y, —%sen(z)) es de clase C"', entonces estd en las hip6tesis
del Teorema de Picard.

Ejercicio 2, parte b), 3).

H = gy + sen(z)i = —sen(z)y + sen(z)y = 0.

Ejercicio 2, parte b), 4). Como H es una preintegral entonces para hacer un dia-
grama de fase hay que hacer un estudio de las curvas de nivel de H. Las curvas de nivel
de H son {(z,y) : y; — cos(x) = k}. Haciendo un dibujo para los diferentes valores de
K, las curvas de nivel quedan como en la figura 1.

Ejercicio 2, parte b), 5).

La funcién f(x,y) = (y, —sen(z)) claramente cumple con las hiptesis de la parte a),
por lo tanto las soluciones estan defiinidas para todo real.

Figura 1:




