SOLUCION EXAMEN FEBRERO 2014

1. Utilizando el método de variables separables, suponemos v de la forma:
u(z,t) = X(2)Y (y)

u debe verificar la ecuacién, por lo tanto:
" /

X __Y _

X ="y =A

Llegamos a la igualdad de dos funciones de variables distintas e independientes, por
lo que dicha igualdad se da tinicamente para la constante A.

Esto resulta en 2 ecuaciénes:

I) X —XX

a) X(x)=ABx+B A=0

b) X(z) = AeV* + Be=VA® x>0

¢) X(z) = Asin(v/=Az) + Beos(v/=Ax) A <0
M 7' +AT

o) Y(yy=Cy+D A=0
b) Y(y) = CeV™ 4+ DeV2  X>0

¢) Y(y) = Csin(v/=Ay) + Deos(v/=Ay) A <0

Las primeras condiciones de borde estan dadas por:
w(0,y) = u(m,y) — X(0)Y(y) = X(7)Y(y) — X(0) = X(7) =0

Si imponemos esta condicion para resolver 1) | vemos que se verifica inicamente para
el caso A < 0 (Resta verificar que para los otros dos casos la solucion a la cual se
llega es trivial).

Donde:



= X(x) = Asen(kx)

Dado que A < 0, la solucion 1I) estd dada por:
— Y(y) = Ce + De ™™ keZ

De esta forma y renombrando las constantes, resulta que la solucién a la cual llega-
mos es de la forma:
ug(x,t) = sin(kx){ Ape™ + Bre ™}

Resta entonces, imponer las restantes condiciones de borde: u(x,0) = u(z,7) =

f(z) = a(z —7)

Para ello, utilizando el principio de superposicién, porponemos una solucién de la
forma:

u(z,t) = > sin(kx){Ape® + Bre ™}
k=1

De esta forma'
u(x,0) = E sin(kx){ Ay + Br} = x(z — 7)

u(z,0) = 3 sin(kx){Ape*™ + Bre ™*"} = 2(x — 7)

||M I

Resulta entonces, que los Ay y By se obtienen a partir de los coeficientes del desa-
rrollo de Fourier Tipo Seno de f(z) = x(x — 7):

Hallémoslos: ~
b (f =2 [z(x — m)sin(kz)
0

bi(f(x)) = 33 (cos(km) — 1) = Z-((-1)F — 1)
Resta resolver entonces, el sistema:

{ Ay + By, = bi(f())
ApeF™ + Bre ™ = b(f(z))

De la primera igualdad, se obtiene:

—— Ak = bk(f(a:)) — Bk

Por lo que, sustituyendo en la segunda igualdad:
— (be(f(2)) — Br)e"™ + Bre "™ = by (f ()
— Bi(e"™ — e7F) = b (1 — e7F)

— By2senh(km) = be F7/2(ek™/2 — o=h7/2)
— By2senh(kn) = bre *™/22senh(kn/2)

o j2 Senh(km/2)

Bp=1b
7 Pk ke senh (k)



a) Ver solucién Primer Parcial 2013, Problema 1.

b)

» Como la ecuacién estd definida mediante la composicién de funciones C!,

estamos bajo las hipotesis del Teorema de Picard y por lo tanto para cada
CI, la solucién es tnica. Ahora, para probar que las soluciones estan de-
finidas para todo tiempo, basta notar que tenemos la composicién de una
funcioén acotada, como lo es sen(x), con feC'(R) y por lo tanto el codomi-
nio de f también estard acotado. Entonces, de acuerdo a lo probado en la
parte anterior, resulta que las soluciones estan definidas para todo tiempo.
Veamos en primer lugar los puntos criticos, los cuales estan dados por:
f(sen(z)) =0

Por como esté definida f, esta solo se anula en cero, entonces:

f(sen(z)) =0 +— sen(x) =0 «— = = k7 keZ

. . ’ .
Pasemos ahora a mirar el signo de & . Nuevamente, por como esta definida
f, resulta que esta es siempre positiva y por ende = es siempre creciente.

Como paso siguiente, estudiaremos el lugar geométrico de los puntos de
inflexion, es decir, donde z" se anula, esto es: f (sen(z))cos(z) = 0

— x = km (Puntos de equilibrio) 6
— =75 +knm

Por ultimo, se puede probar facilmente que si tenemos x1 solucién, entonces
To = x1 + 2k7 también es solucidn.

Con la informacion reunida anteriormente se puede hacer un bosquejo de
las soluciones (Ver imagen adjunta).

a) Como la funcién f(z,y) = (2> —1,y%—1) que define la ecuacion es C*, podemos

afirmar que nos encontramos bajo las hipotesis del Teorema de Picard.

b) Los puntos de equilibrio estan dados por:

22 —-1=0
y?—1=0
r ==l
y==+1

— A= {(z,y)eR[f(z,y) = 0} = {(1,1); (1, =1); (=1,1); (=1, 1)}

Donde A es el conjunto de los puntos de equilibrio.

Veamos ahora, la estabilidad de los mismos. Para ello vamos a calcular el Jaco-
biano de f(z,y) y estudiemos el sistema linealizado en el entorno de cada punto



de equilibrio. Esto es con el objetivo de aplicar el Teorema de Hartman. En el
caso de que los valores propios del Jacobiano evaluado en el punto de equilibrio,
no tengan parte real nula, entonces el comportamiento del sistema linealizado es
anélogo al del sistema original en un entorno. Y por lo tanto, los valores propios
nos podran decir la estabilidad o no de dicho punto.

Jp(z,y) = ( 203; 20y >

Jr(1,1) = <(2) g)

El valor propio es 2 doble y por ende el punto de equilibrio (1,1) es INES-
TABLE

(17'1>

Jp(1,-1) = ( 3 _02 )

Los valores propios son 2 y -2 vy por ende el punto de equilibrio es INES-
TABLE (Se trata de un punto silla)

(-1,1)
Jp(=1,1) = < _02 g >

Los valores propios son 2 y -2 y por ende el punto de equilibrio es INES-
TABLE (Se trata de un punto silla)

(-1-1)
Jp(=1,-1) = < _02 _02 )

El valor propio es -2 doble y por ende el punto de equilibrio es ESTABLE

¢) Como se puede apreciar, las ecuaciones estan desacopladas. Por lo tanto, para
estudiar el intervalo maximal de las soluciones, basta estudiar el intervalo ma-
. . ’
ximal de la ecuaciéon: z = 22 — 1

En primer lugar vemos que los puntos de equilibrio estan dados por z = £1
Luego, estudiando el signo de %', obtenemos:

s 2 >0siz>162<—1
= 2 <0si-1<z<1

Luego, resolviendo la ecuacién de variables separables, se llega a que las solu-
cidnes que no corresponden a puntos de equilibrio estdn dadas por:



1 z—1 zo0+1
§[l7”c(z+ 1) + In(

—t—t
zo—l)] 0

Entonces, para aquellas soluciones cuya CI zpe(1, —1), resulta que estan defini-
das para todo tiempo, puesto que estan contenidas entre los puntos de equilibrio.
Para probar esto ultimo, basta recordar que nos encontramos bajo las hipétesis
del Teorema de Picard, por lo tanto las soluciones son tnicas y ademés, consi-
derar una familia de compactos adecuada para utilizar el Teorema de escape de
compactos.

Para las restantes soluciones, miremos la ecuaciéon a la cual llegamos anterior-
mente. Silas soluciones resultan estar acotadas temporalmente, existe un tiempo
t* para el cual t*grilooz(t) = to00. Esto ultimo se debe a por como es el signo

de 2. Se puede ver que:

1 z0+1
= n

t
20_1)4‘ 0

Con la informacion recaudada en las partes anteriores se puede realizar el dia-
grama de fase (Ver imagen adjunta).
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