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Ej.1 Definimos matriz exponencial como:
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Usamos el hecho de que, fijados s y t, la serie converge absolutamente re-
specto a la norma usual en las matrices (cualquier otra norma es equivalente) y
por ende podemos reordenar los términos sin alterar el ĺımite de la serie.

Una definición equivalente de matriz exponencial es como la solución (que ex-
iste y es única por Picard, con intervalo maximal la recta real por salida de
compactos) al problema de Cauchy en el espacio de matrices:

Ṁ = AM

M(0) = I

Definimos eA = M(1). Por regla de la cadena, N(t) = M(st) es solución de

Ṅ = sAN

N(0) = I

siendo s un número real. Aśı, esA = M(s) para todo s real. Debido a esto,
e(t+s)A y etAesA son ambas soluciones del problema

Ṅ = AN

N(0) = esA

y por unicidad son las mismas.



Respecto a la segunda afirmación, etAe−tA = e(t−t)A = I por lo que (etA)−1 =
e−tA.

Para la parte b, vemos que la matriz tiene dos bloques. Es clara la exponencial
del bloque de abajo. Para el bloque de arriba usamos el teorema: AB = BA

implica que eA+B = eAeB. Es claro que el bloque de arriba es λI + N y que
N2 = 0. Aśı, la exponencial del bloque de arriba es

et(λI+N) = eλtIetN = eλt(I + tN) = eλt
(
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El enunciado de la parte c es falso, basta ver el caso λ = 0

Ej.2 Debido a que
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y teniendo en cuenta la hipótesis, Weierstrass mediante, concluimos que la serie
converge uniformemente. Debido a que la n-suma parcial es continua y 2L-
periódica, el ĺımite lo es también.

Considere el teorema: fn ⇒ f y f
(l)
n ⇒ g implica que f (l) existe y que f (l) = g.

Procediando análogamente al párrafo anterior, concluimos la afirmación.

Debido a que f es impar, an = 0 tal que n = 0, 1, . . .. Resta calcular bn:
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en particular converge. Por la parte anterior, concluimos que la serie de Fourier
converge uniformemente a una función de clase C1.

Otra forma de concluir lo mismo es mediante el siguiente teorema (Corolario de
Dini): Si f es una función periódica absolutamente integrable y derivable en x

entonces la serie de Fourier de f evaluada en x converge a f(x).
Dado que la extensión impar considerada f es derivable en toda la recta real,
tenemos que la serie converge a f que es de clase C1.

Ej.3 Los puntos de equilibrio son (0, 0) y (±1, 0). Sus respectivas linealiza-

ciones son

(
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)

y
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respectivamente.

Sea ϕ solución del sistema no lineal.

d

dt
H ◦ ϕ = ẋ∂xH + ẏ∂yH = 0



por lo queH es constante en las órbitas, es decir, el recorrido de ϕ está contenido
en una curva de nivel de H .

Figura 1:

Claramente, por el diagrama de fase, (±1, 0) son estables mientras que el
origen es inestable. Otra forma de argumentar esto, sin ver el diagrama de fase,
seŕıa observar que el origen es inestable por Hartman-Grobman mientras que
los otros dos puntos son los mı́nimos estrictos del Hamiltoniano H (En un sis-
tema Hamiltoniano conservativo clásico, los máximos y mı́nimos estrictos del
Hamiltoniano son puntos de equilibrio estable).

Debido a que toda curva de nivel de H está acotada y el recorrido de una
solución está contenido en alguna de estas curvas, concluimos que toda solución
está acotada. Por salida de compactos entonces, el intervalo maximal de toda
solución es la recta real.


