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Ejercicio 1.
Parte a) ver tedrico.
Parte b) i).
Si consideramos V (z,y) = x2 4+ y2, se tiene que V = 2x(y + Af(x)) + 2y(—z — y) =
22\ f(z) — 2y2. De donde utilizando las propiedades de f y que A < 0 se llega a que V<0
si (z,y) # (0,0) y por el teorema de Lyapunov se llega a que el origen es asintéticamente
estable.

Parte b) ii).
Para A = 0 se tiene que el sistema es

{ '

y=-—x—-y

Si calculamos las raices del polinomio caracteristico no da que ambas raices tiene parte
real negativa, asi que el origen es asintéticamente estable.

Ejercicio 2.
Primero observar que la ecuacion satisface la hipétesis del teorema de Picard.
Sila solucién de & = cos(x) tal que z(tg) = xg tiene intervalo maximal Ry lade y = sen(y),
con y(tp) = yo también tiene intervalo maxima R, entonces la solucién ¢ de la ecuacién
tal que ¢(tg) = (z0, yo) también tiene intervalo maximal R y aplicando Picard se deduce
que p(t) = (z(t), y(t))-

Parte a).
cos(r) =0 x=7/2+krconk € Z.
sen(y) =0 y=—+kmconk €Z.
Entonces el conjunto de puntos de equilibrio es

{(z,y): z=7/2+km y=km conkeZ, kleZ}

Parte b). Aplicando el teorema de Hartman llegamos a que

g —sen(x) 0 7 _ (1)1 0
(zy) — 0 COS(y) (m)24km k' ) — —0 (_1)’{}/

De donde se deduce lo siguiente:
Sik=2yk =2 el punto es inestable.
Sik=2yk #2 el punto es asintéticamente estable.
Sik#2yk =2el punto es inestable.
Sik+#2yk #2el punto es inestable.

Parte c) i).
Sea ¢ tal que p(tyg) € 7 entonces si p(to) = (zo,0), existe ko tal que g = 7/2 + ko
como cos(xp) = 0 entonces z(t) = x¢ es la solucién de & = cos(x) con intervalo maximal
R. Sea y(t) la solucién de y = sen(y) con y(ty) = yo. Utilizando Picard sabemos que existe
y es unica y(t), ademés razonando igual que en el ejercicio 5 del préactico 6 se llega a que
el intervalo maximal es R, por lo tanto se tiene que ¢(t) = (zo,y(t)) € r, Vt € I. Si



¢(to) € s, es andlogo.

Parte c) ii).

Sea la solucién maximal ¢ tal que ¢(to) = (0, yo)-

Si ¢(tg) € 71, 0 Si ¢(tg) € sy, por la parte anterior sabemos que el intervalo maximal es R.
Si p(to) ¢ 7 0 Si @(to) ¢ s, entonces existen kg y k tales que

m)24 ko <axo <m/2+ (ko+ D)1 y kKm<yo<(k +1)m
De lo demostrado en la parte i) se tiene que si ¢(t) = (x(t), y(t)) entonces

w2+ komw < x(t) < 7/2+ (ko + 1)m, Vit € I(I = intervalo maximal)
Er<ylt) < (K + 1), vtel

( De lo contrario se cortarian dos soluciones)

Luego existe a > 0 tal que 22(t) +y%(t) < a, ¥t € I. Supongamos que existan a,b € R
tal que I = (a, b). Consideremos el compacto K = B(0, «) X [to, b]. Entonces Vt > tg, t € I
se tiene que (t,¢(t)) € K, lo que contradice el teorema de salida de compactos. Entonces
b = +00. Anédlogamente se demuestra que a = —oc0

Ejercicio 3.
Busquemos soluciones de la forma uy = Xj(z).Yy(y). Si imponemos la primer condicién
(Uze + Uyy = 0) llegamos a que

X, (2).Yi(y) + Xg(2).Y,, (y) = 0, de donde

" 1"

Xk Yk
Xk. Yk cle

Si imponemos la segunda (u(z,0) = 0) y la tercer condicién (u(z,7) = 0)llegamos a
que
Y, 4+ AYy = 0 con Y;(0) = Yi(7) = 0. Entonces
Yi(y) = brsen(ky) con A = k2.
Por lo tanto la otra ecuacion es X,;/ — k%X, = 0, de donde
Xp(z) = Cre ™™ 4 Dyet®
Si imponemos la cuarta condicién (u(0,y) = 0) tenemos que X, (0) = 0 y llegamos a que

Xi(r) = Cile™ + )

Por lo tanto el candidato a solucién es
+oo +00
u(z,y) = Zuk(aﬁ,y) = ZAk(e_kx + ") sen(ky) ke N
k=1 k=1
Imponiendo la dltima condicién u,(w,y) = 1, llegamos a que
+00
ug(w,y) = Y Apk(—e ™ + ") sen(ky) = 1

k=1

de donde .
ug(m,y) = ZAkl’c(—e_lWr + " Ysen(ky) = 1
k=1



De donde deducimos que Agpk(—e "™ + €f7) es el coeficiente de Fourier de la funcién
constante 1, extendida de forma impar al intervalo [—m, 7]. El coeficiente

o — i/oﬂ sen(nz)dz = 2 (W)

de donde se deduce que A, =0y

2
Askern = (2k + 1)27 senh((2k + 1))




