Matematica Discreta |

Solucién de Examen
Miércoles 5 de febrero de 2014

EJERCICIOS MULTIPLE OPCION (total 36 puntos).

Correctas: 12 puntos, Incorrectas: -3 puntos, Sin responder: 0 puntos.

EJERCICIO 1 Sea = {1,2,3,4,5},
a = #{f : — P(A)talquex €
f(z), Vo € A} v b= #{f
P(A) tal que = ¢ f(z), Vo € A}.
Opciones:
A)a=b, a+b=2,
B)a<b, a+b=2x2"4
C)a=b, a+b=2x2
D)a>b, a+b=2x2%4
E)a<b, a+b=2x2%

(Recordamos que P(A) es el conjunto de
subconjuntos de A).

EJERCICIO 2 Tenemos una escalera con
n escalones y en cada paso se permite su-

bir 1 o 2 escalones. Llamamos a,, al nime-
ro de formas distintas de subir la escalera
con ese tipo de pasos. Entonces:

Opciones:
Up42 = 2an—i—l Q.
B) existen o, 8 € R tales que a, =

A)
)
<1+2‘/5> < 5) , para todon € N.
) Ap41 = Qan
D) a,
E) apg=0ya; =1.
EJERCICIO 3 ;Cuéantos sumandos (mo-

nomios) distintos tiene el desarrollo de la
expresion (r +y+ 2z + 1)12 7

Opciones: A) Ci2; B) C}°; C)3'%; D) 4'%

E) C15.

Solucion Ejercicio 1:

Para calcular a observamos que la imagen de un elemento x € A a través de f solo
tiene que cumplir la condicién x € f(z). O sea, la imagen de 1 tiene que ser un
subconjunto de A que contenga a 1, la imagen de 2 tiene que ser un subconjunto de A
que contenga a 2, etc. Tenemos 2* casos posibles para la imagen de 1, pues cada uno de
los otros elementos puede pertenecer o no a f(1). Mismo razonamiento para la imagen
de 2, etc. En total tenemos que, usando la regla del producto, 2% x 2% x 2% x 24 x 24
posibilidades. Esto es a = (24)°.

Para calcular b el razonamiento es similar. La condicién es ¢ f(z) para cada
x € A. Entonces f(1) no puede tener a 1, f(2) no puede tener a 2, etc. Tenemos
2% casos posibles para la imagen de 1, pues cada uno de los otros elementos puede
pertenecer o no a f(1). Mismo razonamiento para la imagen de 2, etc. En total tenemos
que, usando la regla del producto, 24 x 24 x 24 x 24 x 24 posibilidades. Esto es b = (24)°.
Luego, la opcién correcta es la C).

Solucién Ejercicio 2:
Primero observemos que a; = 1y que ay = 2. Luego, para subir n escalones, tenemos
dos posibilidades. Haber subido n — 1 escalones y luego subir uno mas, o bien haber



subido n — 2 escalones y luego de un paso subir dos. O sea, a,, = a,,_1 + a,_o. Esta
recurrencia es Fibonacci, cuya solucién es de la forma que presenta la opcién B). Vale
aclarar que la opcién E) es incorrecta pues, por Fibonacci, ay = a1 +ag. Luego ag = 1.

Solucién Ejercicio 3:

La expresion desarrollada de (z 4y + 2 +1)'? tiene sumandos de la forma: px®=yv 2
con o +ay+a, < 12, siendo ay, oy, o, > 0. Encontrar cuantos sumandos hay equivale
a resolver el problema anterior, y esto es CR{, = Ci5 = C1® (donde la tltima igualdad
vale por “Combinaciones complementarias”).

EJERCICIOS DE DESARROLLO (total 64 puntos).

EJERCICIO 4 (24 puntos)

SeaB={2xeN/2<2<16 yz#11, 13}. Se define la relacion R C B x B
tal que x R y si z divide a y.

1. Probar que es una relaciéon de orden. Dibujar el diagrama de Hasse.
2. Hallar los elementos maximales y minimales de (8, R).
3. (Es (B, R) reticulo?

4. Exhibir una anticadena con cardinal maximo.

Solucion Ejercicio 4:

1. La relacién (B, R) es de orden. Claramente es reflexiva, pues todo natural se
divide a si mismo, y ademas es antisimétrica, pus si z divide a y, en particular
x < y. Luego si y divide a x entonces tendriamos y < z. O sea, seria z = y.
Por 1ltimo, observemos que si x divide a y existe un enetero n tal que y = nx.
Analogamente si y divide a z existe un entero m tal que z = my. Luego z = mnz,
con mn entero, y por lo tanto x divide a z. Esto prueba la transitiva.
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2. Los elementos maximales son {9, 10,12, 14, 15, 16}. Los elementos minimales son:
{2,3,5,7}.

3. No es reticulo. Por ejemplo, el conjunto con los elementos 4 y 5 no tienen supremo

en ‘B.

4. Una anticadena con cardinal méximo es la determinada por los elementos ma-
ximales. Otra posible es, por ejemplo: {7,9,12,8,10,15}.

EJERCICIO 5 (20 puntos)
Sea G = (V, E) un grafo k-regular.

1. Demostrar que G o G (grafo complemento) es conexo.
2. Definir camino hamiltoniano.

3. Demostrar que G o G (grafo complemento) es hamiltoniano.

Solucion Ejercicio 5:

n

1. Supongamos que n = V. Luego consideremos el caso en que 5 < k. Sean x,y
vértices de G. Queremos probar que x e y estan conectados. Si x es adyacente a y
no hay nada que demostrar. Si x e y no son adyacentes, considero A, el conjunto
de vértices de G adyacentes a x y A, el conjunto de vértices de G’ adyacentes a
y. Por hipétesis {4, =44, =k > 5 > ”T_l Luego, como ni x ni y pueden estar
en A, UA,, por el Principio del palomar (o simplemente contando elementos)
se concluye que A, N A, # 0 (obsérvese por favor que para esta conclusién es
suficiente la utilizar la desigualdad mds débil: A, = 1A, = k£ > ”T’l) O sea
existe z € A, N'A,. Luego z e y estan conectados.

Obsérvese antes de trabajar en el segundo caso, que si G es k-regular, entonces
G es (n — k — 1)-regular. Luego, en caso que § > k, entonces ”T_l > k. Por lo

tant(i n— "T_l <n —k con lo cual 5 + % < n — k y esto implica finalmente que
n

5 — 3 <n—k—1. 0 sea se tiene que "T_l <n—k—1ypor 1~0 tanto repitiendo

el argumento dado antes se puede probar, en este caso, que GG es conexo.



2. Definicién 11.21, Grimaldi, pagina 578 (dependiendo la versién).

3. Comencemos discutiendo el caso en que § < k con n = fV. Asumamos n > 3
(o n > 2 si solo se quiere probar la existencia de camino hamiltoniano). Luego,
por Corolario 11.5 (o bien Corolario 11.4) del Grimaldi, tenemos que existe ciclo
(camino) hamiltoniano. O sea G es hamiltoniano.

En el caso que § > k se tiene, como vimos arriba, que ”T’l <n—k—1yporlo
tanto repitiendo el argumento dado antes se puede probar, en este caso, que G

es hamiltoniano (al menos se garantiza usando el Corolario 11.4 que existe un
camino hamiltoniano).

EJERCICIO 6 (20 puntos)

’ ’ s, . |
1. Demostrar que D,, es el numero entero mds proximo a .

2. ;Cuantos desarreglos hay de la palabra DESARREGLO?
(O sea: jcuédntas palabras distintas (con o sin sentido) se pueden formar con las letras
de la palabra DESARREGLO, sin que aparezca ninguna letra en la misma posicion
que en la palabra original?)

Solucién Ejercicio 6:

1. Aceptemos la férmula demostrada en clase con el Principio de inclusién - exclu-
sion:
Ll

|
Dy =nl—CTx (n—1)1+C0x (n—2)1— -+ (—1)" = n!—n!—i—%—- (1)
: mn:

Comoe! =1—-144 —3+ -+ (=1)"4 + (—D"“ﬁ + -+, entonces
n! n! _ n! nn! n n! n!
Z=nl-nl+ 55+ (=1)"5+(-1) +1(n+1)!+---,p0r lo tanto | —D,| =

|(—=1)"+ (nfl)! + -+ | < |75l < 5, para todo n > 2. Se concluye lo pedido.

2. Si todas las letras fuesen diferentes tendriamos Djy desarreglos de la palabra
DESARREGLO, pues tiene 10 letras. Como repite la E y la R, entonces, debe-
mos restar casos.

= Si la primer E se instala en el lugar de la segunda, y el resto se comporta
en forma de desarreglo, son Dy casos a restar.

= Si la segunda E se instala en el lugar de la primera, y el resto se comporta
en forma de desarreglo, son Dy casos a restar.

= Si la primer R se instala en el lugar de la segunda, y el resto se comporta
en forma de desarreglo, son Dy casos a restar.

= Sila segunda R se instala en el lugar de la primera, y el resto se comporta
en forma de desarreglo, son Dy casos a restar.



Si las E cambian de lugar entre si, y el resto permuta sin repetir su propio
lugar tenemos Dg casos a restar.

Si las R cambian de lugar entre si, y el resto permuta sin repetir su propio
lugar tenemos Dg casos a restar.

Pero hemos eliminado casos de méas. Siguiendo con la légica del Principio de
Inclusion-Extension, tenemos:

Si la primer E se instala en el lugar de la segunda y la primer R se instala
en el lugar de la segunda, y el resto se comporta en forma de desarreglo,
son Dg casos a sumar.

Si la primer E se instala en el lugar de la segunda y la segunda R se instala
en el lugar de la primera, y el resto se comporta en forma de desarreglo,
son Dg casos a sumar.

Si la segunda E se instala en el lugar de la primera y la primer R se instala
en el lugar de la segunda, y el resto se comporta en forma de desarreglo,
son Dg casos a sumar.

Si la segunda E se instala en el lugar de la primera y la segunda R se instala
en el lugar de la primera, y el resto se comporta en forma de desarreglo,
son Dg casos a sumar.

Si las E se cambian de lugar entre si y la primer R se instala en el lugar de
la segunda, y el resto se comporta en forma de desarreglo, son D7 casos a
sumar.

Si las E se cambian de lugar entre si y la segunda R se instala en el lugar
de la primera, y el resto se comporta en forma de desarreglo, son D7 casos
a sumar.

Si las R se cambian de lugar entre si y la primer E se instala en el lugar de
la segunda, y el resto se comporta en forma de desarreglo, son D; casos a
sumar.

Si las R se cambian de lugar entre si y la segunda E se instala en el lugar
de la primera, y el resto se comporta en forma de desarreglo, son D7 casos
a sumar.

Cuando las E cambian de lugar entre si y las R también, y el resto se
comporta en forma de desarreglo, son Dg casos a sumar.

En total tenemos Dig — 4 X Dg + 2 X Dg + 4 x D7 + Dg casos. Finalmente los
casos arriba computados estdn repetidos porque las E no se distinguen y las
R tampoco. Es decir, la solucion EDRRGLOESA no nos dice si es la primer o
segunda E de DESARREGLO la que aparece primera en FDRRGLOESA. La

misma situacién se repite con la R.

Por lo tanto la solucion final es:

D10—4XD9+2XD8+4XD7+D6
2! x 2! '




