Primer parcial de Matematica Discreta 1

Miércoles 27 de setiembre de 2017

Ejercicios de desarrollo (total 15 puntos)

Solucién 1. Considerar la desigualdad: vVn® +4 < (n—1)(n + 2).

a. Hallar el menor natural para el cual la desigualdad es vdlida.
Observar que para n=0 y n=1 no es valida la desigualdad. Sin embargo para n = 2
tenemos v/23 +4 = /12 < (2 — 1)(2 + 2) = 4, pues 12 < 16.

b. Demostrar por induccion completa la desigualdad, a partir de la base inductiva halla-
da en la parte anterior.
La base indcutiva es n = 2 ya fue hallada en el item anterior.
Hipétesis de induccién completa: para n = h vale que VA3 + 4 < (b —1)(h +2). Ob-
servar que la hipétesis es equivalente a la desigualdad: (h? +4) < (h — 1)%(h + 2)%.

Tesis de inducciéon completa: la desigualdad también es valida para n = h + 1, o sea,

(h+1P3+4<((h+1)—1)((h+1)+2),
la cual es equivalente a

(h4+1)3+4<((h+1) =123 ((h+1)+2)%

Esta tltima desigualdad es equivalente a:
R+ 4+ (Bh2+3h+1) < (h—1)*(h+2)2+ [h*(h +3)* — (h — 1)*(h + 2)?.
Por hipétesis de la IC tenemos que
(h® +4) < (h—1)*(h +2)*
por lo cual serfa suficiente (no equivalente, pero si suficiente) probar que
3h2 +3h+1 < h?(h+3)? - (h—1)*(h+2)2

Para probar esto ultimo, hacemos cuentas y transformamos en forma equivalente en:

3h% +3h+1 < 4h® + 9h* + h — 3 <= 0 < 4h® + 9h* + h — 3.

Como h > 2, entonces 4h® > 32, 9h2 > 36 vy h > 2, con lo cual se obtiene el resultado.



Solucién 2. Considerar la sucesion (an)neny = (2,3,4,...,n + 2,...). Hallar la funcién generatriz aso-

ciada a (an)neN-

Recordemos que la sucesion (zy,)neny = (1,1,1, ..., 1, ...) estd asociada a la funcién generatriz
fl@)=i=1+az+2+. . +2"+ ..

Luego f/(z) = (1_190)2 =1+2r+322+...+(n+1)z" +.... O sea que ﬁ tiene asociada
la sucesién (1,2,3,4,...,n + 1,...). Finalmente, para obtener la sucesién buscada debemos

operar sobre: ~— =1+ 2z 4 322 + ... 4+ (n + 1)z" + ..., y obtenemos
(1-z)

1

con lo cual
1 1
(1-x)?

X

=243z +42%. + (n+2)z" + ...

O sea, la funcién generatriz asociada a (ap)neny = (2,3,4,...,n+2,...). es

(1—11')2 -1 249 —x+2

h(zx) = = .

(z) x z(1—2)2 (1—x)?
[El resultado muestra otro camino para hallar el resultado: 2+3z+422+...+(n+2)z"+... =
20+ 22+ 322+ ..+ (n+ 2"+ ..) + (—2) 1+ 22 + 322+ ...+ (n+ 2" + ...) =



Los problemas del 1 al 5 son de miiltiple opcion (total 20 puntos). Correcta: 4 puntos,

Incorrecta: -1 punto, sin responder: 0 punto.

1. La ruleta tricolor tiene n casilleros en circu-
lo (n > 3), numerados desde 1 hasta n, cada
uno de ellos pintados de color rojo, azul o blan-
co. Definimos a,, como la cantidad de formas de
pintar la ruleta de n casilleros, de forma que no
haya dos casilleros contiguos del mismo color.

El valor de asg es:
A 2% 2 C.3.2%

B. 3.2% D. Solucién: 2°0+2.

2. La cantidad de soluciones a la ecuacion
T1+x2+ 23+ 14 =25

con 0 < x; para todo ¢ = 1,2,3,4, con x2 < 8,
4 <x3,yvr4 <Tes:

A. 3074 C. 1674

B. Solucién: 1044 D. 2444

3. Sea el conjunto
S ={7,11,15,19,...,95,99,103}.

., Cuantos elementos tenemos que tomar de S

para asegurar que al menos dos sumen 1107

A. 15. B. 13. C. 12. D. Sol:

14.

4. La cantidad de funciones
Fi{l,2,...,11} = {1,2,...,10}
sobreyectivas tales que f(1) =10 f(2) =1 es:

A. Sob(10,10) + 2 Sob(10, 9) + Sob(9,9)

B. Solucién: 2Sob(10,10) + 2Sob(10,9) —
Sob(9,9)

C. Sob(10,10) + 2Sob(10,9) — Sob(9,9)

D. 2So0b(10,10) + 2Sob(10,9) + Sob(9,9)

5. En una clase de 20 nifos la profesora de
Educaciéon Fisica quiere armar 4 equipos de 5
nifios cada uno para un torneo de futbol. Los
equipos lucirdn camisetas azules, rojas, verdes
y blancas ;De cudntas maneras puede formar

los equipos si Amalia quiere jugar en el mismo

que Brian?
A. Solucién: % C. #%‘31
418! 18!
B. Gy D. &y



