Solucion del segundo parcial
de Matematica Discreta 1

Viernes 27 de noviembre de 2015.

Desarrollo I (14 puntos)

Sea a,, la cantidad de palabras de largo n que se pueden formar con las letras {A,B,C,D,E}, tales
que las cadenas de Aes, Bes y Ces que aparezcan sean de largo par. Por ejemplo, las palabras
DEAA, BBAADCC, AADDCCCCAA son véalidas pero las palabras AAAD, DAAAB y BBCCC

no lo son (considere a partir del término aq).

(1) Plantee una relacién de recurrencia que describa la situacion del problema. (5 puntos)
(Solucién) Para calcular a,, observamos cudl es la tdltima letra de la cadena. En los casos
de D y F, cualquier cadena de largo n — 1 puede completarse con una de estas letras. O sea
sumamos 2 X a,_1 casos. Para contar los casos con Aes, Bes, y Ces, al final de la cadena,
hay que tener en cuentas cadenas de largo n — 2 y concatenar con AA o BB o CC, o sea

que estamos sumando 3 X a,_o casos. Asi:

ap = 20ap_1 + 3ap_2, n > 3.

(2) Calcule a; y as. (2 puntos)
(Solucién) Se tiene que a; =2 (Dy E)y a2 =7 (AA, BB, CC, DD, DE, ED, EE).

(3) Resuelva la relacién de recurrencia. (5 puntos)
(Solucién) Como a,, = 2a,_1 + 3a,_2, n > 3, obtenemos la ecuacién caracterisitca: 22 —
2z — 3 = 0. Las raices de esta ecuacién son —1 y 3. Luego la solucién general de la ecuacién
de recuerrencia es: a, = a(—1)"+ (3)", para n > 1. Asi, utilizando las condiciones iniciales

calculadas en el ftem anterior se obtiene: a, = 1(—1)" 4+ 3 x 3", con n > 1.

(4) Calcule a7. (2 puntos)

(Solucién) Sustituyendo n por 7 en la solucién dada en el item anterior se obtiene a7 = 1640.
Desarrollo IT (14 puntos)

Sea A = {a1,as,a3,a4,as}.

(1) Calcular el nimero de relaciones de equivalencia que se pueden definir en A. (7 puntos)
(Solucién) Segun el Ejercicio 2 del Practico 8, del curso actual (segundo semestre 2015),
R,, = ntmero de relaciones de equivalencia diferentes que pueden definirse en un conjunto
con n elementos = S(n,1) + S(n,2) +--- 4+ S(n,n). Por lo tanto Rs = S(5,1) + 5(5,2) +



-+ 5(5,5)=14+15+25+10+ 1 = 52.

(Solucién) Otra forma de resolver este problema es contando caso a caso, teniendo en cuenta
cuéntas clases de equivalencia hay y cudntos elementos tienen las mismas. Asi con solo una
clase de equivalencia (con 5 elementos) hay un solo caso. Luego con dos clases de equivalencia
tenemos dos situaciones posibles: una clase de 1 elemento y la otra de 4 elementos (5 casos),
o una clase de 2 y la otra clase de 3 elementos (C3 = 10 casos). También es posible tener
tres clases de equivalencia, y aqui nuevamente tenemos dos posibles configuraciones 14+1+43
(C§ = 10 casos) y 14242 ( 3(C3 x C3) = 15 casos). Queda por contar el caso de cuatro
clases de equivalencia, siendo la tinica configuracién posible 1+1+1+2 (C3 = 10 casos) y
por ultimo el caso de cinco clases de equivalencia, siendo la tnica configuracién posible
14+1+1+1+41 (1 caso). Total 1 +5+ 10+ 10 + 15 + 10 + 1 = 52 casos posibles.

(2) Calcular el nimero de relaciones de orden que se pueden definir en A\{a,as}. (7 puntos)

(Solucién) Aqui contaremos a partir de los diagramas de Hasse posibles. Son los siguientes:

En el caso DI hay solo una posibilidad. En el caso DII hay tres posibilidades segiin quién es

el elemto maximo del orden. En el caso DIII también hay tres posibilidades segiin quién es el



elemento minimo. En el caso DIV hay 6=3x 2 posibilidades, segiin quién no es comparable,
y entre los comparables quién es el “mayor”. En el caso DV también hay 6=3! posibilidades.

En total son 19 relaciones de orden posibles.

Multiple opcién 1: Tenemos 6 computadoras idénticas y 9 cables de conexién. Queremos que

cada computadora se conecte con otras 3, usando todos los cables.

(A) Existe mas de una forma de conectarlas.

(B) Existe una tinica manera de conectarlas.

(C) No existe forma de conectar cada una con otras 3 usando los 9 cables.

(D) Existe una forma de conectarlos donde el grafo determinado no admite ciclo hamiltoniano.

(E) Existe una forma de conectarlos donde el grafo determinado admite un recorrido euleriano.

Solucidn:

d e f

El grafo de arriba es bipartito, 3-regular, con 6 vértices y 9 aristas.

d e f

Este grafo no es bipartito, luego no es isomorfo al primer grafo. Asi la respuesta (A) es
verdadera, la (B) falsa y la (C) falsa.

Como gr(v) = 3 > "Tfl = % para todo vértice v del grafo, entonces todo grafo en esas

condiciones admite ciclo hamiltoniano. Luego D es falso.
Recordemos el siguiente teorema,
Teorema: El grafo G admite recorrido Euleriano del vértice v al vértice w si y sélo si G es

conexo y los tnicos vértices de grado impar son v y w.

Como gr(v) = 3 (impar) para todo vértice v del grafo, se tiene que (E) es falsa.



Multiple opcidn 2: Dada una relaciéon cuya matriz asociada es:

o = O =
—_ = = O
SO = =
= O = O

Se puede asegurar que la relacion es:
(A) Reflexiva, no antisimétrica y transitiva.
(B) Simétrica, no transitiva y reflexiva.
(C) Simétrica, antisimétrica, no transitiva.
(D) No transitiva, asimétrica y no antisimétrica.
(E) No transitiva, no simétrica, asimétrica.

(Solucién) La relacién de orden es, claramente, Reflexiva y Simétrica, pues la diagonal de la
matriz tiene todas sus entradas no nulas y la matriz es simétrica. En particular no es asimétrica,
y también se puede observar que no es antisimétrica (por ejemplo (1,3) € Ry (3,1) € R). Por
dltimo no es transitiva pues si M es la matriz M? no es menor o igual M. Asf la tnica solucién

correcta es la (B) en el listado anterior.

Multiple opcidén 3: Sea G un grafo con 10 vértices y 7 aristas. Entonces,

(A) G admite un ciclo hamiltoniano.

(B) Existe un grafo G con las condiciones de arriba, que admite un circuito euleriano y no

tiene puntos aislados.
(C) G es conexo, pero no admite ciclo hamiltoniano.
(D) G tiene tres componentes conexas 0 mas.

(E) G es la unién de dos arboles disjuntos.

(Solucién)

Afirmacion: Un grafo X con 10 vértices, si es conexo tiene 9 aristas o més.

Demostracién de la afirmacién: Si el grafo X = (V,E) es conexo y tiene nueve aristas (en
particular verifica §V = #F + 1) entonces es un drbol. Si es conexo y no es arbol, considero
H = (Vy,Ey) — X = (V, E) un subgrafo arbol que sea recubridor. Entonces 10 =V = Vg =



fEy +1 <tF + 1. Entonces 9 = {Fy < {E.

Luego, si G es un grafo con 10 vértices y 7 aristas, no es conexo. Por lo tanto las opciones (A)
y (C) son falsas. M&s ain, usando las ecuaciones de arriba puede verse que el grafo G tiene 3
componentes conexas o mas. Por lo tanto la opcién (E) también es falsa y la (D) es verdadera.
Por 1ultimo, si admite un circuito euleriano, las 7 aristas han de estar en la misma componente
conexa. Como tiene 3 o méas componentes conexas, entonces tiene que tener puntos aislados. Por

lo tanto (B) también es falsa. La opcién correcta es la (D).

Muiltiple opcién 4: Considere A = {1,2,3,5,7,35,210}, y R la relacién: a divide a by (4, R)

un conjunto parcialmente ordenado. Entonces,
(A) R es un orden total.
(B) R es un reticulo y sup{2,5} = sup{5,7}.

(C) R no es un reticulo pero tiene minimo.

(D) R es un reticulo y admite una anticadena de 4 elementos.

(E) R no es un reticulo pero 210 es méaximo.

(Solucién)

El diagrama de Hasse de la relacion R es:

Entonces R no es un orden total porque 2 no divide a 3 ni 3 divide a 2. Entonces es falsa la
opcién (A). Se puede ver que R es un reticulo pues todo los conjuntos con dos elementos (o
equivalentemente todos los conjuntos finitos) tienen infimo y supremo. Luego las opciones (C) y
(E) son falsas. Por tltimo sup{2,5} = 210 y sup{5, 7} = 35. Asi la opcién (B) es falsa. La tinica

verdadera es la opcién (D), pues {2,3,5,7} es una anticadena de 4 elementos.

Ultimo ejercicio: Halle la cantidad de ciclos distintos de longitud 5 que hay en Kj (el grafo
completo de 5 vértices) .

(Solucién) Recordemos la definicién de ciclo:



Ciclo de largo n: subgrafo isomorfo a C,, (n > 3).

Si K5 = (V,E), con V = {a,b,c,d, e}, entonces un ciclo podemos describirlo con una 5-upla,
como por ejemplo, (a,b,c,d,e). Estos nos da P; = 5! = 120 5-uplas (todas las permutaciones
posibles de 5 elementos). Sin embargo observemos que toda rotacién determina el mismo ciclo,
o sea, (a,b,c,d,e) = (b,e,d,e,a) = ... = (e,a,b,c,d). Pero también tenemos que (a,b,c,d,e) =
(e,d,c,b,a) (simetria especular). O sea que el total de ciclos es: 257'5 = 12. En todo el argumento

hemos usado que al ser Kj5 el grafo inicial, siempre tenemos arista entre cada par de vértices.



