Examen de Programacion 3y Il (12/12/2013)

Instituto de Computacion, Facultad de IngenieridelaR

i. Este examen dura 4 horas y contirearillas. El total de puntos es 100 y se requiéfepara su aprobacion.

i. En los enunciados llamamos &la extension de C al que se agrega el operadpashje por referencia &, y las
sentenciasew delete el uso decouty cin y el tipo boal

ii. NO se puede utilizar ningun tipo de material descéta.
i v. No se contestaran dudas durante la Ultima meda hor

Se requiere:
L] Numerar todas las hojas e incluir en cada unarabney la cédula de identidad.
L] Utilizar las hojas de un solo lado y escron lapiz, iniciando cada ejercicio en hoja raiev

u Poner en la primera hoja la cantidad de hojas gatiaes, y entregar &idice indicando en qué hoja se respondié cada problema.

Parte Obligatoria

Esta parte es eliminatoria, para la aprobaciorexieinen debe obtenerse un minimo5f8t de esta parte (20 puntos)En caso de
no llegar a dicho minimadJO se corregiran los problemas.

Ejercicio 1 (10 puntos)
a) Enuncie y demuestre la propiedad MST (Minimum Spaniiiree).
b) Dado el siguiente grafo:

pruebe que existe un arbol de cubrimiento de aqofitdno que contiene la arista, §), utilizando la parte a).
Nota: esta parte no se corregira si no se hizo la pante forma satisfactoria.

Solucién

a)

Propiedad MSTNIinimum SpanningT ree):

SeaG = (V, E) un grafo conexo con una funcién de costo defiswlare las aristas.

SeaU un subconjunto de los vértic¥s si (U, v) es una arista de costo minimo tal UUU y VIOV =U entonces
existe un arbol de cubrimiento de costo minimoigaklye a (I, v) como una de sus aristas.

Demostracion
Para demostrar la propiedad se supondré por abguedno existe ningun arbol de cubrimiento de codgtomo para el
grafoG que incluya la aristai( v) entre sus aristas.

Sea entonces] cualquier arbol de cubrimiento de costo minimaiarSi se agrega la arista, {) aT, se genera un
ciclo (recordar qué& es un arbol y por lo tanto existe un camina de).

Debe existir otra aristai{, v') tal queU'JU y VLIV =U 'y que forme parte del camino dav.
Si se quita la aristau{, v') se rompe el ciclo y se tiene un &rbol de cubritai&’ en el cual se cumple:

CostdT") = CostdT) — c(u',v') + d(u,Vv)



Y como (, v) es de costo minimo (entre las aristas que tienesxtremo etJ y el otro env-U) = c(u,v) < c(u',v')
= CostdT") < CostdT)
lo cual contradice la hipotesis de que no exigtgim arbol de cubrimiento de costo minimo que yela aristay, v).

b)
Si consideramobl = {1,2,4,5,6,7,8,9,10} hay dos aristas que unen a los conjubtgs/-U . Una de costo minimo es la
aristae = {2,3}. Por lo tanto por la propiedad MST hay un arletetubrimiento de costo minimo que la incluye.

Ejercicio 2 (10 puntos)

Demuestre o de un contraejemplo para el siguientaaiado: Para todo grafG=(V,E) dirigido, Si existe un camino
dirigido entre dos vértices y v de G y siu es visitado antes queen una recorrid®FS entoncess es
descendiente deen alguno de los é&rboles del bosque de la reeoBFS

Solucién

Considerando que el enunciado puede interpretarse que es verdadero, dado que puede entendersgigtgpor lo
menos una recorrid@FS sobre el grafo en la cual gies visitado antes que entoncess es descendiente deen
alguno de los arboles del bosque de la recorrid&S, se acepta como valida tal respuesta si se demauest
correctamente, indicando de alguna manera gergrada como es la recorridES que hace verdadero al enunciado.

Si se considera que el enunciado se refidoglas las recorrida®FS dondeu es visitado antes que el enunciado es
falso, tal como se muestra en el siguiente cornago:

Si consideramos el siguiente grafo:

@ —W
W——b)

Existe un camino de av el cual esu, b, a, v. Un DFS partiendo de podria ser:
1 4

2 3

En el cual el vértice es visitado antes quepero su arbol asociado es:



(a)
w W
0,

Donde el vérticer no es descendiente del vértice



Ejercicio 3 (10 puntos)
Implemente en el lenguaje C* el algoritr8election Sort. Calcule el costo en el peor, mejor y caso promefn
términos de complejidad, ¢ el algoritmo es éptimsedhace un analisis basado en comparaciones?

Solucion

void selectionSort (int* a, int n){
int min, tnp;

for (int i =0; i <n-1; i++){
mn=i;
for (int j =i +1; j <n; j++){
if (a[j] < a[mn])
mn=j;

/'l 1ntercanbio de el enentos
tmp = a[il;

a[i] = a[min];

a[mn] = tnp;

}

El algoritmo para una entrada de tamarki:empre realiza la misma cantidad de comparaciones

T(n)= nzzlnil-nzzl(n -1-(i+1)+1 Z(n_| -1) Z(n 1) - ZI_(n_l)(n_l)_(n—Z)(n—l)

i=0 j=i+l i=0 2
Resumiendo:
(n- l)n
T(n=—="
(n) = >

El algoritmo no es 6ptimo ya que real ©(n*) comparaciones y por resultado del curso los afgos de complejidad
6ptima basada en comparaciones son de (@(nlogn) .

Ejercicio 4 (10 puntos)

Dadas las funciones arbitrari f :N - R,g:N - Ry h:N - R, partiendo de las definiciones de lim 6,
y O:

. f(n
a) Pruebe que si M, .. E ; =0 entonce: f(N)TO(g(n)) y g(n) TO(f(N))
im0 _
b) Pruebe que si e 9(n) entonces]c 0O(9) y gDO(f)' Puede suponer que para todp

f(n) # Oy g(n) # O. Para esta parte puede utilizar propiedades desladigmas de las definiciones.

Solucién
+1) Desarrollo de definicion d f (M H0O(9(n)) . (K OR™)(C, ON)ENON)(n2n, — f(n) < K Og(n)

lim , . () =
*2) Desarrollo de definicién d " g(n)
Sii (definicion limite de sucesiones)

f (n)
g(n)

(Oe OR*)(On, ON)OnO N)(n >n, -

-0 <£)

Partiendo de *2), operando y teniendo en cuentd ggeson funciones positivas se llega a que

(OeORY)(Ch, ON)(OnON)(n=n, - f(n) <eOg(n)

Luego, se elige u€ cualquiera. Esto verifica la definicic F (M) B O(9(N)) escrito en *1).



Resta probar qu 9(M 0 O(f(n))
Lo anterior equivale a decir que no se cumpleitanation
(LK OR")(Ch, ON)(@nON)(n=n, - g(n) < K Of(n))

Sii (equivalencia l4gica)

No existe K 0 R* tal que (o ON)(@NC N)(n=n, - g(n)< KL f(n))

Para probarlo se supone por absurdo que e K OR™ tal que([no ON)@nON)(nzn, - (M) < KL f(n))'

Por *2)
(OeOR")(On, ON)(OnDO N)(n 2n - % f(n) < g(n)]

1
: n, = max(n,,n,) €= K
Sitomo el 3 0’1/ y entonces se cumple

(OnON)(n=n, - KL f(n)< g(n) y (OO N)(n=n, - g(n) <KL f(n))

Lo cual es una contradiccion.

2)

lim e oo f(n) = 400 lim no +o
Por propiedad de limite g9(n) entonce: f(n) . Finalmente, por lo probado en la parte
anterior 90O(T) y 10O(g)

Problemas

Problema 1 (30 puntos)

Sea una matriz de enteros de dimensi&m Se desea encontrar el maximo y el minimo de $anai

Se pide:
a) Construir un algoritmo que utilice la técnicaigide & Conquer.
b) Identifique en su algoritmo donde aplica los distntems de la técnica (division, combinaciénppazsse y
paso recursivo).
c) Determine cual es la operacién basica de su aigorit
d) Encuentre la cantidad de operaciones basicas gligareu algoritmo en el peor caso.

Supongan potencia de algin nimero conveniente.

Solucidén
a)

Se supone n potencia de 2.

/'l Devuel ve el mayor de los 4 enteros, en el peor caso realiza 3 conparaci ones
int Mayor (int maxl, int max2,int max3,int max4);

/| Devuelve el nenor de los 4 enteros, en el peor caso realiza 3 conparaciones
int Menor (int nmaxl, int nax2, int nmax3,int nmax4);

void MaxMn (Matriz mint i,int j, int n, int & max, int & nin)

{ _
int m



(1) if (n==1) {

(2) max=Mi,j];

(3) mn=Mi,jl;

(4) }

(5) el se {

(6) m = n/2;

(7) MexM n(Mi,j, mnaxl, mnl);

(8) MaxM n(M i +mj, m nmax2, m n2);

(9) MexM n(M i, j+m m nax3, m n3);

(10) MaxM n(M i +m j +m m nax4, m n4);

(11) max = Mayor (max1, max2, nax3, max4) ;

(12) mn = Menor (m nl, mn2, mn3, nin4);
}

}

b)

Division: en las lineas (7) a (10)
Combinacion: en las lineas (11) y 12)
Paso base: en las lineas (1) a (3)
Paso recursivo: en las lineas (7) a (10)
c)

La operacion basica es la comparacion entre element



d)

T =0

T(n) = 4T(gj +6
T(n) = 4T(gj +6

4T(ﬂj = 42T(lj +476
2 22

42T[2—"2] = 43T[2—”3] +42 (B

4“%[%} = 4iT[%J +4715

sumando ambos miembros
. n i-1
T(n) = 4'T(—_) +6) 4l
2) =

. — i =
si"=2" entonce:' =1092"

T(n)=20q4'-1)
en definitiva,

T(n)=20n%-1)

Problema 2 (30 puntos)

Un estudiante se propone obtener al meMazréditos en el proximo periodo. Hayactividades distintas con las que
puede obtenerlos. Cada actividad tiene una fechaidie, una fecha de fin y otorga una cantidadcdaditos. El
estudiante quiere obtener los créditos haciendodaor cantidad posible de actividades. Ademas merejgue haya
superposicién en el tiempo entre ninguna de lasidatles que elija (si la fecha de fin de una ddiecon la de inicio
de otra se considera que se superponen). Lasdactes se identifican con enteros del . al

a) Se plantea un algoritmo que consiste en elegiadéisidades en orden decreciente de la cantidadétbtos hasta
gue la cantidad de créditos alcance o supéfe Al elegir una actividad no se debe superponarlas elegidas
anteriormente.

i. ¢El algoritmo planteado es &vido (Greedy)? RespShd No.
ii. Demuestre que, si hay solucion, este algoritmopgierancuentra una solucién 6ptima, o0 muestre umpdge con
la menor cantidad de actividades posibles, de qusempre la encuentra.

b) Se plantea resolver el problema Backtracking. Los datos estan disponibles en el vegéiciividades cuyo indice
esta entre 1 yn. Actividades]i].Inicig Actividades[i].Finy Actividades][i].Creditosindican la fecha de inicio, la
fecha de fin y los créditos de la actividagspectivamente. Las actividades estdn ordenadalsvector de manera
creciente segun la fecha de inicio (o geatividadesi].Inicio < Actividades[i+1].Inicig).

i. Formalizar el problema en términos Backtracking Describa formalmente y con lenguaje natural, fanfo
de la tupla solucién & forma de la tupla soluciéon debe ser de longitadable e indicar las actividades
elegidas de manera creciente por la fecha de ipidias restricciones explicitas e implicitas, ladidn



objetivo y los predicados de poda.
ii. Considere las siguientes actividades, con una dedth= 10 créditos:

Actividad Inicio Fin | Créditos
1 1 4 6
2 2 5 10
3 6 9 6
una posible organizacion del espacio de solucisaeesuestra en el siguiente arbol de soluciones:
<>
<1> <2> <3>

<1, 2>/<1,\3> <2,/3>

/
<1, 2, 3>

¢En qué nodos del arbol de soluciones dado se cufagleestricciones explicitas? ¢ En qué nodos Hel de

soluciones dado se cumplen las restricciones itgaft ¢ Qué nodos del arbol de soluciones dadoseyien
soluciones Optimas?

Solucion
a)
i. Si.
ii. Elalgoritmo en general no encuentra solucién opti®apongamos que la meta es M = 15 y las actiesladn:
Inicio Fin Créditos
1 4 8
2 6 10
5 9 8

El algoritmo propuesto elige la actividad 2 que @atEditos y debe descartar las actividades 1 y8r lo tanto
no se alcanza el minimo requerido de 15.

Pero se puede obtener la solucidn eligiendo |agdeates 1y 3.
b)
i.

Forma de la solucién

Tuplat = <, ..., t> de largo variable k n, denotado |t|, cuyos componentes son los ideadifi@s de las
actividades elegidas.

Restricciones explicitas

Los componentes de la tupla son los identificagldeeactividad:
t.e{l..r},corl<i<h.

Restricciones implicitas

1. Las actividades se incluyen en orden creciente:
t_, <t com<is<h.

2. Las actividades no se superponen:

Actividadet, ] Fin < Actividade]t, Jinicio,cor2 <i < h.



Como las actividades estdn ordenadas en forneéente por la fecha de inicio alcanza que no haya
superposicién con la anterior inmediata ya que

Actividaddlt, ] Fin> Actividaddlt, , | Inicio> Actividadd]t, ,]Fin gji> 2.

NOTA: Esta restriccion contiene a la restriccloporque implica
Actividadat, , Jinicio < Actividadat, Jinicio,
lo que, dado el orden en que estan dadas laglades implicet,_; <t;.

3. La suma de los créditos es al mehbs

i Actividads[i ].Creditosz M

i=1

Funcién objetivo Minimizar la cantidad de actividades elegidas:
F=min {|t| |ten T}, donde T = {t = st..., t>/ t es solucidn}.

Predicados de poda

Si los créditos acumulados en el prefijo g@at, ..., > mas la suma de los créditos de las actividades au
no consideradas es menor a M, entonces se d&ienastruccion de la tupla y se la descarta.

Zk: Actividades[ti ].Creditos+ Zn: Actividads[i ].Creditos< M.

i=1 it +1
En todos los nodos del arbol de soluciones se @nripé restricciones explicitas

Las restricciones implicitas se cumplen en los set», <1,3>y <2,3>,

No se cumplen en los nodos <1,2> y <% p@que hay superposicion entre las actividade2.1
no se cumplen en los nodos <>, <1> y g@%¥ue la suma de créditos es menor que M.

El dnico nodo que representa una solucién Optima2> porque tiene una actividad. Los otros dososod
<1,3>y <2,3> que representan soluciones tielosractividades.

Recordar que: M=10y

Actividad Inicio Fin | Créditos
1 1 4 6
2 2 5 10
3 6 9 6




