Solucion Examen de Programacion 3y 11l (14/12/2009

Instituto de Computacion, Facultad de Ingenieria

Parte Obligatoria

Solucién Ejercicio 1 (10 puntos)

Forma de la solucién
La tupla representa el camino desde el vétiet vérticev, como no se conoce la cantidad de vértices
de dicho camino, se usara una tupla de largo \ariab

Tupla de largo variable $xx,,..., %>, k< |V|, Oicon Ki<k X representa un vértice del grafo.

Restricciones explicitas
Cada componente de la tupla representa un véeiasachino

1. x;=u La primer componente de la tupla es el vérticdaahael camingu)
2. X¢=V La dltima componente de la tupla es el vérticel fileh camino egv)
3. xxOVOicon2<i<k-1 Las restantes componentes representan \&dierafo

Restricciones implicitas
La tupla debe representar un camino, entoncesltises consecutivos de la misma son adyacentes snt

1. (X1, %)OEOicon2<i<k

Los vértices del camino deben ser distintos. Ahaber costos negativos no se obtiene un caminoste c
minimo al pasar mas de una vez por el mismo vértice
2. xizxsiizjdiconl<si<skyDOjconl<j<k

Funcion objetivo:
Se debe hallar un camino de costo minimo. El cdst@amino es la suma de los costos de las adsfas
nidas por los pares de vértices consecutivos.

f= min(Costc(t)) donde ‘Costo’ es el costo del camino que repredartupla solucion t=<gxxs,..., %>:
i=k

Costc(t) = ZC((xi_l, X;)) siendoc((X,,,%;)) el costo de la aristéx ,, X ) JE
i=2

f =min,, (Costdt)), donde T = { t = <x, X,,..., %>/ t es solucion }

Predicado de poda

Se poda una rama si la tupla en construcci@nxx..,x,, 0 ,...,0>tiene un costo mayor que la mejor
solucién hasta el momento:

Costo(<x, X2,..., X, O, ..., 0>) > Costo(<y Y2, ... , >), O h con 1< h<k, siendo <y, ys,..., >
una tupla solucién y la mejor hasta el momento.

Nota: Segun los apuntes publicados no deberia @stmnitem una expresién derivada de la funcidatiebj Sin em-
bargo, como hasta el momento se ha visto de arnb@as$, se incluye este predicado. De todas mameyas contro-
la para la correccion del examen.



Solucién Ejercicio 2 (10 puntos)

El algoritmo de Dijkstra para cualquier vértice delve un arbol de cubrimiento de costo 7, quefestaa-
do por las 3 aristas incidentes en cada vértiae eBibargo el arbol de cubrimiento de costo minimé e
(formado por las aristas <u, v>, <w, z> y una deslguientes: <u, z> 6 <w, v>)

Solucién Ejercicio 3 (10 puntos)

Considerando como operacion basicadgnaciona un elemento deector.
1. ¢De qué depende el costo (cantidad de asigmegidel algoritmanf?

El costo depende exclusivamente del tamafio de tlmaden 0 sea, dah de la invocacion
anf (vector, n, 0).

2. Calcule el costo en los casos mejor, peor y pdion
A raiz de la parte anterior se deduce Gg(@) = Tw(n) = Ta(n) = T(n).

* Se hacen dos invocacionesat# con vectores de largo2.
* Se hacem/2inicializaciones en el arreglo vector.

T(n) = 2T(n/2) + n/2
T(1)=0

Siendon = 2.

T(2) = 2T(2Y) + 2¢*
T = 2T(2?) + 22
T2 = 2T1(2) + 23
ﬂélzl)';zT(zl) +2!
TY) =2T() + 2°

Operando:

T(2) = 2T + 22
2T(2Y = 2°1(2%) + 2¢*
2°T(29) = 2°T(2%) + 2*
(P = 2T(P) + 24
2972 = 27T(?) + 2¢*



Sumando todas las ecuaciones resi(®) = k 2*
Comon = 2 entonces se tiene qii¢n) = (log n )29"*
Simplificando:T(n) = %2 n log n

3. Calcule los érdenes exactos de los tres casofigastio su razonamientdEgta parte se corrige sola-
mente si calcul6 los costos satisfactoriamente).

O(f)={g:N - R/CcOR,Cn,ON,OnON,n>n,g(n)<cl f(n)}

Q(f)={g:N - R/CcOR,Cn,ON,On0ON,n>n,g(n)=cl f(n)}

Definicion: Orden exacto.

o(f)=0(f)n Q(f)
Es claro qud (n) pertenece &(n log n)y Q(n log n)conk=1/2'y n,= 0.

Por lo que:
Tg(n) = Tw(n) = Ta(n) = T(N) ZA&An log n)

4. ¢Si ademas de considerar la asignacion tambiéanséderan las lecturas del arreglo vector cambiaria
alguno de los ordene¢Bsta parte se corrige solamente si hizo satisfactamente la parte anterior).

Solucién 1:se observa que las operaciones basicas se sigg@nagido en la misma linea de
cbdigo que en el caso anterior y lo Unico que carghe en vez de contar 1 se cuenta 3, por lo
gue se el nuevo costo resulta ser tres veces nedelquosto anterior ya que las veces que se
ejecuta esa linea depende exclusivamente deno se vio en la parte 1).

Por lo quel(n) = 3/2 n log n.

Solucidn 2: en el caso que se consideren también las ledatasreglo vector resulta que:
= Se hacen dos invocacionesatd con vectores de largu2.
= Se hacem/2inicializaciones en el arreglo vector.
= Se hacem lecturas del arreglo vector.

T(n) =2T(n/2) + 3/12 n
T1)=0

Siendon = 2.

T2 = 2T(2Y +3 2¢*
T = 2T(2) +3 2¢?
T(2?) = 2T(29) +3 2
ﬂélzl)';'zT(zl) +3 2!
T@Y) =2T(P) +3 2°



Operando:

T(2) = 2T(2) +3 2
2T(2) = 2°7(2%) +3 2¢*
2°T(2%) = 2°T(2%) +3 2!

2T () = 2T(P) +3 2!

2972 = 271(?) +3 2!

Sumando todas las ecuaciones resi(®) = k3 *

comon = 2 entonces se tiene qii¢n) =3 (log n )#9" 1
Simplificando:T(n) = 3/2 n log n.

Para ambas soluciones:

Es claro qud (n) pertenece &(n log n)y Q(n log n)conk=3/2y ny= 0.
Por lo que:

Te(n) = Tw(n) = Ta(n) = T(N) Z &n log n)

Solucién Ejercicio 4 (10 puntos)

a. Describa la forma general de la técr@a@edy en pseudocdédigo. Explique cada paso.

Los algoritmos voraces son aquellos los cuales mm@lver un problema se basan en
construir una solucion utilizando decisiones que &ptimos locales logrando un opti-
mo global (en caso de ser correcto el algoritmo).

Greedy ( C)
{
S: =0
while ( !'esVacio(C) and !esSolucion(S) )
{
X 1= Select(O
C=C- {x}

if ( esFactible (S U {x} )
{

}

S:= S U({x}

}

if ( esSolucion(S))
return S
el se

return ®

}

C es el conjunto de candidatos.

Ses la solucion.

La funcidonselectse encarga de la seleccion del mejor de los catmdidbasandose en
una decision local.



b. Explique qué resuelve el algoritmo Bem e indique las correspondencias con la forma
general de la técnica que utiliza.

El algoritmo dePrim es un algoritmo Greedy que calcula un arbol deicubnto de
costo minimo de un grafo (ACCM).

Dado un grafo G = (V,E) se empieza a construir@CM desde un vértice del grafo ar-
bitrario. Durante las distintas iteraciones se ieaetun arbol que va creciendo en cada
una de ellas. Esto significa que si en una iteracialquiera se tiene un arbol parcial T
formado por un conjunto de vértices U, se agregk eiguiente iteracién la arista que
cumple lo siguiente: es la arista de minimo costtodas las aristas existentes en el gra-
fo entre un vértice de U y un vértice de V-U (esmdegura no formar ciclos). El algorit-
mo finaliza cuando el arbol T contiene todos lasie€s del grafo.

Prim( G)
if (V=09
return ®
U:={ any( V) }
T:=®

while ( U!=V)
{

(u, v) :=choose( U, G)
if ((u, v) =null )
return @
U:=uaO{v}
T:=T0O{ (u,v) }
}
return T

* La funcidnchoose busca la arista que tiene menor costo tal quedensus vértices
pertenece al conjunto U y el otro a V-U

La correspondencia con la forma general de latédBreedy es la siguiente:

» El conjunto de candidatos son las aristas del gtafderacion se realiza sobre los
vértices porque el ACCM debe contener a todoséosces del grafo.

* La funcidénchoose la que se encarga de elegir uno de los candidatoando una

decision localmente 6ptima y ademas por la formalquelige asegura la factibili-

dad (no formar ciclos), por lo tanto se correspormtelas funcioneselecty esFactible

de la forma general.

El arbol T es la solucion generada por el algoritmo

» La funcidnessolucionn0 €s necesaria en este caso, dado que paraobté&E&CM se
deben considerar todos los vértices del grafo.

Nota: para la parte b no es necesario incluir fglémentacion del algoritmo de Prim.



Problemas

Solucién Problema 1 (30 puntos)

a) (20 puntos)

Sealf(i, j) la cantidad minima de golosinas que se pueden rewrapn hasta pesos utilizando las
golosinas entr® ei del vector, teniendo en cuenta la cantidad de golosinas qtiersepara cada
tipo de golosina dé ai en el vector.

Pasos bases:

f(@,00=0 con0<i<g

k sij=k.v[0] y k=<c[0] con O0<j<monto
f©j)=4k si j>c[0].v[0]
+00 en caso contario

El tercer paso base considera que el nifio compesti@s golosinas del almacén y ademas le sobra
dinero.

Pasos recursivos:

£0.j) = min{f(i-1, j-Vi]k)+k} con 1<i<g, O<j<montg O<sk<di] y Jilks]j
1= f(i-1j) en caso contrario

dondek indica la cantidad de golosinas del tipque se utilizan.
La solucion se obtiene cof(g—1 mont).

b) (10 puntos)
b.1

TM)=T((/2)+T(n/2])+(n-1)
TW=0

Considerando n potencia der2” se asegura que cada vez que se divida por 2 kidiveera
exacta. Entonces la recurrencia queda:

T(n)=2T(n/2)+n-1 T®=0

Expandiendo la recurrencia y multiplicando sucesieate por 2:
T(nN)=2T(n/2)+n-1
2'T(n/2)=2*T(n/2*)+n-2"

2T (n12)=2'T (/)+n-2

27T W2)=2T (2)+n-2"
2"T(nI2N=2"T W=0



Sumando y eliminando términos queda:
p-1 i Pl )
T(n)=>(n-2) T(n)=np-> 2 T(n)=np-2"+1
i=0 i=0

como habiamos tomado =2p = log n

T(n) =nlogn-n+1

b.2
1) Tw(n) =T() =nlogn -n + 1 por parte (b.1). Por lo tanto, T(nP(nlogn)= Tw(n) O
O(nlogn)

2) El caso medio debe tener un costo menor, a lo ggumbqgue el peor caso por definicion de
éstos, entoncesaln) < Tw(n) = Ta(n) O O(nlogn)

3) Por letra: T(n) O Q(n log n)

4) Por (2) y (3) y por definicion d@ = Ta(n) O © (nlogn)

Solucién Problema 2 (30 puntos)

a) (12 puntos)

Recordando que ldistanciaentre 2 vértices y w se define como el largo del camino mas corto
entre ambos vértices, el requerimiento puede resolt@nms@ndo como base una recorrBaSdel
grafo comenzando por el vértiee dado que, por las caracteristicas de esta recortidameno
desdew a cualquier otro vértice (al cual se puede llegar desdeformado por las aristas usadas
en la misma es un camino mas corto ewtyez.

En una recorrid®FSse utiliza unaCola como estructura auxiliar. Para resolver el problema se de-
be guardar, ademas del vértice, la distancia deaési@ un indicador booleano para imprimir 0 no
el vértice.

Se puede implementar entonces con Qoka de pares (vértice, distancia) o (vértice, booleano), o
en su defecto, con d@vlas

NOTAR que no sirve una recorrida en profundidB&é$ porque ésta recorre cualquier camino
entre 2 vértices y no necesariamente el mas corto, qglaisado para obtenerdsstancia



void | nprimel nparesBFS(Grafo *g, int w {
Li st aEnt eros* adyacent es;
int cant Nodos = G af oCant Nodos(Q);
int *marcados = new i nt[ cant Nodos];
for (int i = 0; i < cantNodos; i++) {
mar cados[i] = O;
}

Col aEnt eros* vertices = Col aCrear Vaci a();
Col aEnt er os* di stancias = Col aCr ear Vaci a() ;
mar cados[w = 1;

int verticelnicial = w;

int distancialnicial = 0;

Col aEncol ar (vertices, verticelnicial);

Col aEncol ar (di stanci as, distancialnicial);

while (!Col aEsVaci a(vertices)) {

int verticeActual = Col aPrinero(vertices);
Col aDesencol ar (vertices);
int distanciaActual = Col aPri nero(di stancias);

Col aDesencol ar (di st anci as) ;

if ((distanciaActual %2) == 1) {
printf ("% ", verticeActual);

adyacentes = G af oAdyacentes(g, verticeActual);

whi l e (!ListaEsVaci a(adyacentes)) {
int v = ListaPrinmero(adyacentes);
adyacentes = ListaResto(adyacentes);

if (marcados[v] == 0) {
mar cados[v] = 1;
Col aEncol ar (vertices, v);
Col aEncol ar (di stanci as, distanci aActual + 1);

}

Col aDestruir(vertices);
Col aDest rui r (di stanci as) ;
delete [] marcados;

}

b) (18 puntos)

La idea es realizar una recorrib&Sa partir de cada vértice, contando en dicharrga la
cantidad de veces que este vértice es alcanzadta EecorridaDFS cada vértice sera marcado al
aplicarDFSdesde ély desmarcado al terminar a los efectogudetodos los ciclos sean con-
siderados.



void ContarDFS(Grafo *g, int origen, int v,

mar cados[v] = 1;
Li st aEnt er os* adyacentes = G af oAdyacentes(g, Vv);

while (! ListaEsVaci a(adyacentes)) {
int w= ListaPrinero(adyacentes);

adyacentes = ListaResto(adyacentes);

if (w==origen) {
cant G cl os++;

el se {
if (!marcados[w]) {

Cont ar DFS(g, origen, w, cantCiclos,

}
}

mar cados[v] = O;
}

int CuentaG clos(Gafo *g) {
i nt cant Nodos = G af oCant Nodos(Qg);

int *marcados = new i nt[cant Nodos] ;

int v, cantCclos = 0;

for (v = 0; v < cantNodos; v++)
mar cados[v] = O;

v < cant Nodos; v++)

for (v =0 ;
v, cantCicl os, marcados);

Cont ar DFS(g, Vv,

delete [] marcados;
return cant G cl os;

int &antCiclos, int *marcados) {

mar cados) ;




