Solucion Segundo Parcial de Programacion 3
(29/11/2013)

Instituto de Computacion, Facultad de Ingenieria

» Este parcial durd horas y contiene @arillas. El total de puntos é§.

« En los enunciados llamamos & la extensién de C al que se agrega el operador die pas referencia &, y las
sentenciagew deletey el uso desouty cin y el tipobool  predefinido erC++.

« NO se puede utilizar ningln tipo de material de consultaoSgple se indique lo contrario podra usarse todo lo
visto en el tedrico, practico y laboratorio sin demostramidicando claramente lo que se esta usando.

Se requiere:

i. Numerar todas las hojas e incluir en cada una el nomlareédula de identidad.

ii. Utilizar las hojas de un sélo lado y escribir con lapiz.

iii. Iniciar cada ejercicio en hoja nueva.

iv.Poner en la caratula la cantidad de hojas entregadasingiice indicando en qué hojas respondi6 cada problema.

Ejercicio 1. (20 puntos)
a)

Definimos las siguientes funciones auxiliares queatgdizaran para todas las
tuplas:

Si fin<t inicio o fin <t _.nicio
Compatib|e(t ’tb) = ta tb tb ta
a 0O en otro caso

Forma de soluciéon 1

Restricciones explicitas:

» Todos los voluntarios son validos.
Ot =< X X\ > coni O{L..N} se cumple quex; U{L1.V} 0j O{L.. A}
» Los voluntarios asignados a una necesidad no siéerep
Ot =< Xu-++Xp > coni O{L..N} se cumple quex; # X, 0i,hO{L.. A}/ j # h

» Se asigna la cantidad de voluntarios que la neeesrequiere



bt =< Xy Xp = coni O{L.N} A U{0,necesidadfi].cantidag
» El voluntario debe ser del area de especializaclérla necesidad.

UL =< Xy X p, > coni O{L.N}
voluntarits[xj].areas[neesides[l]areasEsp]ﬂ O O{L.. Al

Restricciones implicitas:

» Las necesidades asignadas a un voluntario no serpapen

Ot =< Xore X >yt =< Xl""’XAj >coni, jO{L.N} yi#]j,

si O x0t v xDBt, /X=X, = compatible(tt.)

Forma de solucion 2

Restricciones explicitas:

* Dominio de los elementos de la tupla.

Dti =< K Xy > coni D{lN} se cumple que)(j D{O,l} DJ D{]_V}

Cuando X ~ 1 el voluntario j esta asignado a la necesidad i.

» Se asigna la cantidad de voluntarios que la neeesrequiere
V - - .
Ot, =< XX, > coni OfL..N} | ij {0, necesidadsi].cantidad
j=1

» El voluntario debe ser del area de especializaclérla necesidad.

Ut =<Xy--X, > coniO{L.N}
voluntarics[j].areafnecesideg.areasBsp] =1 Ux Ut/ X, =1



Restricciones implicitas:

» Las necesidades asignadas a un voluntario no serpapen
|:lti =< xl""’xV > y tj =< Xl""’Xv > con i ) J D{:LN} y | £ J ,

si L kO{1..V} [/

X Bt YOt Yy X =Y, =1 = compatble(t,.t,) =1

Forma de soluciéon 3

Restricciones explicitas:

» Dominio de los elementos de la tupla.
Dti =< Xl""’xN > con | D{lV} se Cumple qu@(j D{O,l} Dj D{l N}
Cuando Xj =1 el voluntario i esta asignado a la necesidad j.

» El voluntario debe ser del area de especializaclérla necesidad.

Ut =< Xy-Xy > coniO{L.V}
voluntarics|i].areafnecesidef.areasBp] =1 Ux Ut/ X, =1

* Las necesidades asignadas a un voluntario no serpapen

Ut =<X,-Xy> coniO{L.V},

si 0 x0t v x 0Ot / x=x=1 = compatibles(y,x,) =1

Restricciones implicitas:




» Se asigna la cantidad de voluntarios que la neeesrequiere

\Y
> t,, 0{0,necesidadg].cantidad  [jj 0 {L..N}
i=1

Siendoti,j el valor del element@(j Dti .

b)

Para la forma de solucién 2:

V
0 si >t =0
j=1

1 en otro caso

asignaddt,) =
Siendoti,j el valor del eIementhj Dti :

La funcion objetivo es

f =max. (Z asignade(ti)j

c)

Para la forma de soluciéon 3:

N
0 si >t =0
i=1

1 en otro caso

asignaddt ) =

Siendoti,j el valor del element@(j Dti .



La funcién objetivo es

f =max. (Z asignadc(ti)j

d)

Se proponen 2 posibles soluciones a esta parferitara es sin modificar la
tupla solucién y agregando una restriccion im@idita segunda es
modificando la tupla solucion y agregando las restrnes correspondientes.

d.i - Tanto la forma de la solucién como las restanes explicitas permanecen
iguales, y se agrega una nueva restriccion imalicit

Para cadd U{1... R}

Se define el conjunto A con necesidades que swli@t recurso r
A={n{1... N}/ necesidadgn].recurso=r}

Se define el conjunto B con las necesidades asagnad
B={nU{1... N} /asignaddt ) =1}

Se define el conjunto H con las necesidades asignguke solicitan un recurso
r
H = { A interseccion B }

Se debe cumplir que
0J O H/0i,kOJ,compatibldi, k) =0= #J < recurso$r]

d.ii - Cada componente de la tupla es un registrodos campos. Uno es el
vector de voluntarios y otro es un identificadofdalanidad asignada, o 0 si no

se le asigna. La unidad se representaXgn {, =< Xy» X;»---1 Xy =
Todas las RE y RI de las partes anteriores se ematti



Se agregan las siguientes restricciones explicitas:
Definimos recursos[Q =0

» Siuna necesidad tiene voluntarios debe de tenercelrso que solicito.
Vv

si 21, , > 0 0necesidade]i].recurso # 0
=1

= X, U{1...recursognecesidadgi].recursd} . X, =0 en otro caso.

» Siuna necesidad tiene el recurso que solicité adlbner asignado
voluntarios.

\Y
S x0¢0:>;ti’j>0

Se agregan las siquientes restricciones implicitas:

* Siuna necesidad tiene un recurso asignado no éalpdener asignado
otra necesidad que se superponga.

|]'ti =< X1""’XV > y tj =< X1""’XV > con | ) J D{:LN} y | £ J /
necesidadgi].recurso= necesidadg j].recursoz 0 L compatibla(i, j) =0

:>ti,0¢tj,0 0 ti,o:tj,o:0

Siendoti o el valor del elementoX, Dti y siendotj o el valor del elementgX, Dtj :



Ejercicio 2. (20 puntos)

SeaG=(V,E) un grafo no dirigido, conexo, sin lazos ni arista8ltiples, con costos positivos
asociados a sus aristas. La cantidad de vértiddg@mstante) y estan identificados deN a

a) Seanuy v dos vértices cualesquiera @e Se desea encontrar el camino de menor costo entre
ambos vértices.
1. Es posible encontrarlo aplicando el algoritmo deskal?
2. Es posible encontrarlo aplicando el algoritmo denPr

En ambos casos demuestre su respuesta o de uaejemiplo.

Considerando el grafo:

1

1 /: :\ 1
> D
el algoritmo de Kruskal devuelve el siguiente admlcubrimiento
1
1 /: :\ 1

El camino entrai y v es de costo 3, mientras que el camino en el gsafte costo 2.
Para el caso del algoritmo de Prim, usando el migrafo, se obtiene el mismo arbol de
cubrimiento, por lo tanto tampoco se encuentrarlico de costo minimo.

b) Seanuy v dos vértices cualesquiera de G. Demuestre queldaién 6ptima al problema de
encontrar el camino de menor costo eatyev cumple el Principio de Optimalidad.

Asumamos que u,il,i2,...,ik,v es el camino de aneosto (solucion 6ptima) desde el vértice
u al vérticev. Empezando en el vértiecese toma la decision de pasar al vérticduego de
esta decision el estado del problema esta defiminicel vérticeil y encontrar un camino de
menor costo del av.

Es claro que el camino de i1,i2,...,ik,v debestitmr un camino de menor costoideav, sino
fuera asi, sea il,rl,...,rg,v un camino de menstocteil av.

Por lo tanto u,il,rl,...,rq,v €s un camino de maxmsto deu av que el camino u,il,i2,...,ik,v
lo cual es absurdo porque el camino u,il,i2, V. #s la solucién 6ptima y entonces el principio
de optimalidad es aplicable a este problema.

c) Se tiene ademas una mat@izdonde estan los costos de las aristas del grafa,@®ntiene
MAXINT si no hay arista entre dos vértice® gn las posiciones de la diagonal. Considerando



que no hay ciclos de costo negativo, plantee uocarnencia usando Programacion Dinamica
que, dados dos vértices, retorne el costo del aadeémmenor costo entre ambos vértices.

F*(@,]) es la longitud del camino de menor costo entre / y j [ 1 utilizando tnicamente los vértices

numerados de 1 a 4.
F°G,j)=C(,]j) coni;jO 1
FG, §) = min{F (., j), F(i,k) + F*(, })} conk = 1y con 4,/ 0 1/
d) ¢Es posible encontrar un vérticedel grafo talque la aplicacion del algoritmo dgkBtra,
tomandov como origen, retorne como resultado un arbol deicliento de costo minimo del

grafo dado?
Demuestre su respuesta o de un contraejemplo.

El algoritmo de Dijkstra para cualquier vértice delve un arbol de cubrimiento de costo 7,
que esta formado por las aristas incidentes aiceér$in embargo el arbol de cubrimiento
de costo minimo es 6.



Ejercicio 3. (20 puntos)

SeanD, el conjunto de secuencias de n elementos (coneekas) repetidos eventualmente) y el
subconjuntdD’,, de secuencias de n elementos sin repetidos. Buelgigue considere que trabaja
conD’.

En las partes a) y b) se puede utilizglogi =>nlogn-15n

i=1

y para simplificar se puede considerar: Zlogi Onlogn
i=1

a) (6 puntos) Complejidad del problema de sorting en el peor casmta inferior en el peor
caso
SeaF,(n) la mejor cota inferior del costo en el peor casmpn algoritmd\ genérico que
ordena una secuencia (0&,) por comparaciones de elementos 2 a 2.

Se sabe que:
« cualquier algoritmd\ tiene asociado su arbol de decision (AD).
« el costo del algoritmé en su peor caso se dendta(n)
prof(AD) = k De lo anterior se concluye quig(n) = k
sim es la cantidad deodos externosentonces poel lema 1dado en el tedrican < 2¢

i.  Calcule Fw(n); justificando detalladamente los gad® su razonamiento.
i. Demuestre que la complejidad del problema de gpea®(Fw(n)).

b) (8 puntos) Complejidad del problema de sorting en el caso medcota inferior en caso
medio
SeaFa(n) la mejor cota inferior del costo en el caso mgaica un algoritmo A genérico
gue ordena una secuencia RIg) por comparaciones de elementos 2 a 2.

Se sabe que:

« cualquier algoritmd\ tiene asociado su arbol de decisiAb).

« las secuencias d#, son equiprobables (como entrada para el algotmo
el costo del algoritmé en su caso medio se denda(n).
ki es el largo del camino de la raiz al nodo externo
pi es la probabilidad de alcanzar el nodo extérno
Si m es la cantidad deodos externos por el lema 2 visto en el tedrico la sumatoria de
profundidades de los nodos externof\@ees mayor o igual m log m.

i.  CalculeFa(n); justificando detalladamente los pasos de su em@nto.
ii. Demuestre que la complejidad del problema de gpes®(Fa(n)).

¢) (6 puntos)QuickSort

Dado el siguiente algoritmo PARTITION el cual elige elemento llamadpivotey reordena

el arreglo entre las posicionasi y fin redistribuyendo los elementos adecuadamente; el
pardmetr@ospivdevuelve la posicion final del pivote.

void PARTITION(int *a, int n, int ini, int fin, int &posm)

i.  Escriba el algoritmo de ordenacién QuickSort wiido el PARTITION dado e indique qué
necesita que se haga en PARTITION para que suitatgofuncione.



ii. Indique qué técnica de disefio de algoritmos seaitidentificando los distintos items de la
misma.
iii.  Su algoritmo ¢ es estable?. Justifique su respuesta.

a) Complejidad del problema de sorting en el peor casota inferior en el peor caso
Obs. 1) Las instancias dg, Bon infinitas, pero se puede observar que dadiouwea algoritmo y

su AD asociado, todas las instancias que mantesigarismo orden relativo entre sus elementos
terminardn en el mismo nodo externo.

Obs. 2) En particular Pcontiene al conjunto R'formado sélo por las secuencias sin elementos
repetidos. Agrupando en este caso aquellas inatqcie tienen el mismo orden relativo se tienen
n! posibles grupos de secuencias. Cada una de agtagaciones terminara en el mismo nodo
externo y se tendra, para,D'que m debe ser al menos n!.

Es decir: nkm
Y por lo tanto: nKk m< 2k

Como se trata de hallar una cota inferior paraeer gaso, se trata de encontrar una cota inferior
para k y entonces se debe hallar Fw{(ik)para cualquier AD.

Entonces: nk 2k
Tomando logaritmos en base 2:

k>log (n!)
log( n!) = Zn: log i

> logi = nlogn-15n
Como i<t entoncesk = nlogn—-15n.F,(n) T (nlogn)

Concluimos quer(n) 2 nlogn-15n

De lo anterior se concluye qug,(n) ' Q(nlogn).

El mergeSort y heapSort tienen co&énlogn) peor caso concluyéndose que la complejidad del
problema de sorting basada en comparaciones ksreside ©(nlogn) .



b) Complejidad del problema de sorting en el caso mediota inferior en caso medio

Las secuencias de P’también son infinitas, por lo que se debera @btem punto de vista util
para trabajar con las probabilidades. Efectivamentisten infinitas secuencias, sin embargo es
posible agruparlas en grupos equivalentes desgerdb de vista de la ejecucion del algoritmo
como en el caso anterior (peor caso).

Como lo que se busca es el menor valor de m (e@htié nodos externos) posible se tomara n!
como dicho valor.

Por definicién se tiene para todo algoritmo dddae C:

TA(N) = D P *T(S)

SOD,,

Donde
p(S) es la probabilidad que se de la secuergidisy
T(S) es la cantidad de comparaciones que realal@gelitmo para S

Como todas las secuencias son equiprobables Ipegde secuencias también son equiprobables y
considerando cualquier arbol de decision, todosntmos externos resultan equiprobables (como
fin de ejecucion).

Planteamos la sumatoria en términos de nodos @stelel arbol de decision:

Ta(n) = Z pk

iexterno

Donde:
pi es la probabilidad de alcanzar el nodo exteimsea pi = 1/n!
ki es el largo del camino de la raiz al nodo i@ cantidad de comparaciones en ese caso.

1
TN = > pk :ﬁz:K
Se tiene entonces: iexterno

Por el lema 2 se sabe que la sumatoria de profadd&dde los nodos externos del AD es mayor o
igual a m log m, siendo m la cantidad de nodosrags.

F.mW=sT,m=2 ¥k,

La funcion FA buscada cumplira: * iexterno

F .(n) < =nllog( n!)
Comom =n!, y por Lema 2 se tiene: n!
Se concluye:

F ,(n)=nlog n-1.5n
F .(n)d Q (nlog n)

El mergeSort, heapSort y quick sort tienen c§28/°9" caso promedio concluyéndose que la
complejidad del problema de sorting basada en cranjgges binarias es d@(nlogn).



c) ) QuickSort

void QuickSort(int *a, int n, int ini, int fin)
{

(1) int pospiv;

(2) if (ini<fin)

(3) {// sihay mas de un elemento

(4) PARTITION(a, n, ini, fin, &pospiv);
(5) QuickSort(A, ini, PosPivote-1);
(6) QuickSort(A, PosPivote+1, fin);

(7) }Iif
} /I fin QuickSort

Inicialmente el algoritmo se invoca como QuickSari(1,n).

PARTITION selecciona el elemento pivote y real@adordenacion, devolviendo también el indice
del arreglo donde se encuentra el pivote (pospiv).

La reordenacion puede implicar:
* que los elementos menores o iguales que el pigt®lecan antes que éste en el arreglo y
los elementos mayores que el pivote se colocarudsspue éste en el arreglo 6
* que los elementos menores que el pivote se colants que éste en el arreglo y los
elementos mayores o iguales que el pivote se aoldespués que éste en el arreglo.

La técnica de disefio de algoritmos usada en eligp QuickSortes Divide & Conquer Los
items de esta técnica son los siguientes:

Division: en las lineas (4), (5) y (6)
Combinacion: se hace automaticamente por trabalae €I mismo arreglo.
Paso base: se encuentra implicito si no se cummeridicion de la linea (2)

Paso recursivo: en las lineas (2) a (7)

La estabilidad d€uickSortesa determinada por el PARTITION.

Hay varios puntos a tener en cuenta para deterdairestabilidad d€uickSort para comenzar, se
encuentra la seleccién del pivote. Este es unmsldactores decisivos, ya si se cuenta con un
algoritmo aleatorio para determinar el pivote npsede determinar la estabilidad@eickSort

Luego, el pivote particiona el conjunto de elemsrgn dos sub conjuntass elementos menores
gue él y los elementos de mayor valor que el piMateque suceda con los elementos iguales (es
decir si se colocan juntos a los menores que @tgiv junto a los mayores que el pivote), en
conjunto con la politica de seleccion del pivosuian en la estabilidad del algoritmo.



