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1. Introduccion

Los Receptores de Correlacion se infieren de un proceder Probabilistico. Mi-
raremos el problema de la detecciéon de senales Banda Base en forma abstracta
(Probabilistica), y disefiaremos un procedimiento éptimo para efectuar la detec-
cién. Veremos luego que el resultado de este procedimiento coincide en términos
de performance con el Filtro Acoplado, ver §5. Esta coincidencia va a demostrar
que el receptor del filtro apareado es 6ptimo. Eso es porque en el diseno del
mismo supusimos de antemano una forma dada para el receptor, algo que en el
presente reporte no haremos: la forma del receptor se inferird de los resultados
que obtengamos, haciendo eso que el receptor de correlacion sea el verdade-
ro receptor éptimo. Sin embargo, como ya dijimos, sucederd que bajo ciertas
hipétesis, los dos receptores tendran la mismo performance, lo que prueba la
optimalidad del receptor que usa el filtro acoplado en esas hipétesis.

2. Hipoétesis y Planteo del Problema

Asumiremos inicialmente que estamos en el caso Binario. Para nosotros Hg y
H, denotaran estar en las Hipdtesis 0 y 1 respectivamente. Py y P; denotaran las
probabilidades de que se haya enviado un 0 y un 1 respectivamente (Po+P; = 1).
Ademiés para simplificar asumiremos que la senalizacién es Polar:

Hp) z(t) = n(t).
Hy) z(t) = Ap(t) + n(t).

donde z(t) es la sefial a la entrada del Receptor!, p(t) es el pulso(que asumiremos
de duracidn T ), A es alguna constante y n(t) es el proceso de ruido sobre el
que mas adelante haremos hipétesis precisas, ver §3.1.
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Figura 1: Sistema de Recepcién.

IVer la Figura 1.



P(H;|Hj) denotara la probabilidad de que en Recepcién se esté en la hipdte-
sis H; mientras que en Transmisién se estuvo en la hipdtesis H ;.

Objetivo
Minimizar

P, = P(Ho)P(H:|Ho) + P(Hy)P(Ho|Hy) (1)

Criterio

El mejor Receptor serd el que minimiza P, dada por (1).

3. Procedimiento

Supondremos que estamos ubicados en el Receptor y que estamos perfec-
tamente sincronizados con el Transmisor, en el sentido de que conocemos con
exactitud los instantes en que hay cambio de simbolo transmitido, es decir las
fronteras entre los intervalos en los que se estd mandando un simbolo. Esos
intervalos, como ya dijimos, tienen duraciéon 7. Tomaremos m muestras de la
sefial x(t) en cada intervalo, para formar el vector de muestras X.

Supongamos momentdneamente que conocemos las densidades f(X|Ho) y
f(X|Hy). Consideremos el Espacio de Observacion Z que contiene todos los
posibles valores del vector de observacién X.

La idea es dividir Z segun el criterio de minimizar la Probabilidad de Error
dada por la expresién (1), en dos sub-espacios, Zy y Z;. Por ejemplo, si el
vector de observacion cayera dentro de 2, dirfamos que la Hipdtesis vélida (en
Transmision) es Ho; y si no, Hj.

Procedamos asi. Tenemos que

P(H,|Hy) = /Z F(X|Hy) dX

P(Ho|Hy) = i J(X|Hy) dX

De modo que

P.=P(Ho) | f(X|Ho)dX + P(Hy) [ [f(X|Hy)dX

2z 2o

Ahora, como Z = Zy U Z; entonces Z; = Z\ 2,2, de modo que:

P, = P(H) /Z i) ax + pon) [ pxim) ax

2Para conjuntos A y B, el conjunto A\B denota la parte de A que no estd en B.



Po=P(H) [ FQXHo) X+ [ (PUR)FXIH) - P(HOFXIH) X
Z =
pero [, f(X|Ho) dX =1, de manera que finalmente obtenemos
P~ PU) + [ (PO - PUR)SH)] X ()

Zo

Ahora la idea es elegir Zy de modo de hacer la expresién dada por (2) lo més
pequena posible. Para eso miramos la integral sobre Z; y hacemos el integrando
lo més pequeno posible. Con las elecciones a continuacién logramos que esa inte-
gral sea no positiva y lo més pequetia posible (para convencerse basta imaginar
una modificacion cualquiera de Zj; y ver que esta hacer crecer el valor de la
integral que segundo miembro de (2)).

= Si P(H1)f(X[|Hy) > P(Ho)f(X|Hy) — X € 2
= Si P(H1)f(X[Hy) < P(Ho)f(X|Ho) — X € Z

Una forma més metédica (y correcta) de justificar el paso anterior se puede
inferir del siguiente lema cuuya demostracion es Ejercicio:

Lema Sea f: IR — IR una funcién continua tal que fR flx)dx = F.
Entonces

QCR

Im'n/ f(z)d:z::F—/ f(@)de = [ f(z)dz
Q of Q;
dondeQ'f":{xelR:f(x)>O}yQ]7:{9:€]R:f(x)<0}

Con frecuencia se define la funcién

s [(X|Hy)
AX)="F—F—+% 3
0= X o) ®
Y la regla de decisién se transforma en mirar
P(Hy)
AX) 2 4

y decidir H; si se da el “>” y Hy en caso contrario.

3.1. Hipodtesis Sobre el Ruido y Cémo Seguir

De acuerdo con lo que hemos hecho hasta ahora, necesitamos conocer las
densidades de probabilidad f(X|H;). Para ello vamos a hacer hipdtesis sobre
el ruido, que es el objeto Estocdstico que hay en todo esto. Asumiremos que
el Ruido n(t) es Blanco (de Densidad Espectral de Potencia 3) y Gaussiano.
Estas hipétesis han de ser manejadas con cuidado! Pués como n(t) es un Proceso
Estocdstico Continuo, al ser blanco su Autocorrealacion es R, (1) = 20(7), de
modo que su potencia seria Infinita!!.



Para ello procedermos asi: en lugar de trabajar con el ruido blanco n(¢),
lo vamos a “recortar”, usando un filtro pasabajos a cuya frecuencia de corte
llamaremos B, para obtener el nuevo proceso np(t). Mds adelante haremos

B 1 o). Asi que
Guo (1) = 1 (1)

R, (1) = nB sinc(2Bt)

La razon mas fuerte para imponer la hipdtesis de ruido Blanco-Gaussiano
viene dada por la siguiente idea: estamos ahora tratando de encontrar las den-
sidades f(X|H;), y se tiene que X, = n(tx) en la hipdtesis Hy o bien X, =
Ap(tr) + n(tx) en la hipétesis H;. De modo que si asumimos que el ruido es
gaussiano, cada n(tx) va a ser una VA gaussiana, lo que implica que la densidad
de probabilidad de cada X, también lo va a ser (s6lo cambiard la media; la des-
viacion estandar serd la misma para ambas hipdtesis). Si todas las X fueran
independientes entre si (para ambas hipStesis) tendriamos algo de la forma:

FXIH;) = fy, (X1) %o x [y (Xm)

donde X = (X1,...,Xm)y f&k () denota la densidad de probabilidad de la VA
X, = x(tr) en la hipdtesis H;.

Ahora, la forma més sencilla de lograr esa Independencia es recordar el si-
guiente resultado que nunca se deberia olvidar

VA’s Gaussianas y No Correlacionadas son Independientes

Ahora tenemos que juntar todo esto y hacerlo funcionar. Como ya es evidente
va a haber que relacionar m con B y T'. Sencillamente muestrearidmos cada ﬁ
segundos (Para que la correlacién entre diferentres muestras sea nula), de modo
que tomamos

5= )

Tenemos entonces que fy (z) ~ N(0,0%) v fx, (¥) ~ N(Ap(ty),0%) con

0% = R,,(0) = nB. O sea que podemos escribir (Ejercicio):

2
_ 1 - ;cn:1 ;jg
f(X|Ho) = (o2 % B
B
1 -, Cestpeo?
f(X|H) = —~=¢€ 7B
(2mo%) %

Entonces:

In A(X) = In(f(X|H1)) — In(f(X|Ho))



= 552 (ZXk Z Xk:Ap(tk))2>
B k=1

AX) = 5 3 @Ap(t) Xk — A%2(1)

O'
B k=1

Ahora la Regla de Decision dada por (4) se transforma en

a0 (2)

(H1)
que es equivalente a (tomando en cuenta (5) que B = 53z, con AT = —L=)
(Ejercicio)
2A & Hi A2 P(H,y)
= t)x(ty) AT 2 — (tr) AT + 1 7
S el AT 2 S5SeaT + () )

3.2. La Regla Final

Ahora tomar m 7 oo implica B | 0o (o sea que en el limite recuperamos la
hipétesis de Ruido Blanco, que habiamos debilitado) y AT | 0, de modo que de
(7) concluimos que la regla de decisién se transforma en:

24 [T P(Hy)
o J, POt “2_/ “+1Q@Q ®

El Receptor naturalmente debe conocer P(Hy), P(H;) y la forma del pulso p(t)
(y también A). Asi que si definimos la constante

AAﬁlnCZEZ‘K) + g/OTpQ(t)dt

que es de conocimiento del Receptor. La decision se transforma en:

4. El Receptor de Correlacion

De esta tultima expresion inferimos el Receptor de Correlaciéon que mos-
tramos en la Figura 2.

Se puede demostrar (Ejercicio) que en el caso de tener pulsos distintos para
cada hipétesis:

Ho) $(t) = ao(t) + n(t)
Hy) z(t) = a1(t) + n(t).
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Figura 2: Receptor de Correlacién.

la regla decisién se transforma en

T 1 T
/0 ax(1) — ao(t)) a(t)dt 2 5 /0 [0 (1) —ag@] dt + 3111(1]355?;)

de la cual se inferiere una vez mas la forma del Receptor (’)ptimo7 ver Figura 3.

1t)
/ T
0

.

Ay

Y

X(t) - J_ —

S

r

4

Figura 3: Receptor de Correlacién para el caso Polar.
Para senales M-arias equiprobables se puede hacer un andlisis similar muy

sencillo, y es nuevamente Ejercicio. En el Practico de la asignatura se veran
mas ejercicio relativos a este tema.



5. Equivalencia con Filtros Acoplados

Se puede probar y es Ejercicio que la Performance de ambos sistemas es la
misma. Es importante sefialar que mientras para el Filtro Acoplado usamos una
estructura particular para el Receptor, en el caso del Receptor de Correlacion,
la estructura se dedujo de un andlisis Abstracto de la situacién. El que ambas
performances sean iguales valida el uso del Filtro Acoplado.
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