DINAMICA Y CONTROL DE PROCESOS

18  ANALISIS EN EL DOMINIO DE LA FRECUENCIA

El andlisis en el dominio de la frecuencia es una herramienta clasica en la teoria de
control, si bien en general los sistemas que varian con una periodicidad definida no
suelen ser los mas comunes en la ingenieria de procesos. En la actualidad, con el
desarrollo de herramientas computacionales la simulacion en el dominio del tiempo es
mucho méas sencilla y en consecuencia este tipo de analisis ha perdido algo de
importancia practica para el ingeniero de procesos. No obstante, sigue teniendo un valor
conceptual y una sencillez en la comprension intuitiva muy importantes. Veremos
entonces algunos elementos muy primarios, como para tener una primera aproximacion.

Sea G(s) la funcion de transferencia de un sistema lineal al que se le aplica una sefial de
entrada que varia sinusoidalmente con el tiempo, x(t) = A sin wt . Por lo tanto, la
respuesta estara dada por

V@)= .5 60)

Si las raices de la ecuacion caracteristica del sistema son distintas se podra realizar la
siguiente expansion:

Y(S): Klf)+|‘<223+ K3 " K4
S +w S+4, s+4,

Y por lo tanto la respuesta en el dominio del tiempo sera

y(t)=K,sinw t+K,cosw t+K,e™ +K,e ™™ +...

Los términos exponenciales tienden a cero con el tiempo, por lo que si no tomamos en
cuenta la porcion inicial de la respuesta

y(t)= Ksin(o t+g)

Esto es, la respuesta a largo plazo del sistema al que se le aplica una sefial sinusoidal es
también sinusoidal. EI mismo resultado se obtiene si se consideran raices repetidas y en
el caso de que tenga una raiz nula aparece ademas un término constante.

Volviendo nuevamente a la expresion en el dominio de Laplace, multiplicando por
s? + @ en ambos lados de la igualdad

Aw G(s)= Ko+ Kzs+<S2 +a)2{s Ks +}
+

Expresion que evaluada en s = jo resulta
Ao G(jo)=Ko+K,jo
O bien

. K, .K
Gljo)="r+i">

Esta expresion se puede representar en el plano imaginario como un fasor

ILM 1



DINAMICA Y CONTROL DE PROCESOS

Im

K,/A
oo
G(j®) Re
K,/A

y puede expresarse el modulo y el angulo de desfasaje de la siguiente manera

o= (3)-(5) -3

£G(jw)=arctan Ka/A _ arctan(K2 )
K, /A Ky

1

O bien

K
7Ss+1

En particular para procesos de primer orden cuya G(S)=
dominio del tiempo a una entrada sinusoidal es

la respuesta en el

KA e .
y(t)—w2T2+1(a)re w7 Cosmt+sinmt)

Pero el término exponencial decae con el tiempo y queda

y(t):ziKésin(a)ngﬁ)
o7 +1

donde ¢ ——tanw <)
KA

Jotr? +1

y la amplitud de la salidaes A=

A K
Muchas veces se habla de amplitud relativa: AR=—=—ru——
P A Jo'r*+1
E incluso de amplitud relativa normalizada: AR = 1
" o’r* +1
En términos generales AR =-/Re’+Im* ¢ =tan*(Im/Re)
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Entonces se sustituye s por jo G(jo)= G.(i0)G,(j@)G,(iw)...

(
G,(jo)G,(jo)G,(jw)

Si una funcién de transferencia se puede factorear segun G(s): ga (S

- _[G.(i0)Gy(i®) G, (j@)....
U= 6,106, (j0)6, jo)...
/G(jo)=2£G,(jo)+ £G,(jo)+ £G (jo)+....
—[LGl(ja))-l-ZGz(ja))+ZGs(ja))+....]

Existen varias formas de representar la informacion de un proceso en forma gréafica en
el dominio de la frecuencia. Una de ellas es mediante los diagramas de Bode, donde se
representan la amplitud y el angulo de desfasaje en funcion de la frecuencia
(normalmente en escala logaritmica).

: : . : 1
Por ejemplo si representamos el sistema de primer orden G(s)=
con =1, recordando que 1 v s+l
A=—=  ¢=—arctan(wr)
2_2
Aot +1
La funcion de Octave es bode(sl).
Eode Diagram
i} ! ——
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Muchas veces en los graficos de Bode la magnitud aparece en decibelios (20log10AR)
pero en general escala logaritmica, lo mismo que la frecuencia.
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Puede observarse que los limites a ambos extremos del diagrama para la amplitud son

. . : 1
lmfG(je) = lim —————=1
lim log|G(jw) = lim (— log V1+ @’r° ):
W—>0 D—>0
=—log wr=-log w—log 7
O, més en general, el limite hacia bajas frecuencias tiende a la ganancia de la funcién de
transferencia y el limite hacia altas frecuencias es una recta de pendiente -1 en el

diagrama log-log. La prolongacion de esta recta hasta el corte con la asintota horizontal
nos da 1/t.

Y para el &ngulo de fase
lim /G(jo)= lim arctan(- wzr)=0
lim 2#G(jw)= lim arctan(- o) = -90°

Las curvas del angulo de fase tienen un punto de inflexién a -45° y son asintéticas en
forma horizontal a 0 y -90° a izquierda y derecha respectivamente.

A medida que aumenta 7 las curvas conservan la misma forma pero se corren para la
izquierda:

Bode Diagram
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Un sistema de segundo orden puede ser concebido como el producto de dos de primer

orden, por ejemplo
1 1

G, =
s+1 5s+1

G3 = Gl*GZ
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En este caso, a frecuencias altas la amplitud tendra pendiente -2 (en escala log-log) v el
angulo de fase tiende a -180°.

Bode Diagram
0 _— - e T
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Si es un sistema de segundo orden subamortiguado G(s): 1
7°8% + 275 +1
se forma un “hombro” que depende del factor de dumping:

Bode Diagram
20
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Por el contrario para sistemas sobreamortiguados la curva de la magnitud se “achata” y
la del &ngulo de fase tiende a desdoblarse en dos sigmoideas (cuanto mas diferentes
sean los t se nota mas).

Bode Diagram
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Otras funciones tienen también diagramas de Bode caracteristicos. Por ejemplo el
diagrama de Bode de la funcion retraso es horizontal para la amplitud y para el angulo
de fase tiende a menos infinito al aumentar la frecuencia. Por ejemplo, si

G(s)=e®* @=1

Bode Diagram
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La funcion integradora
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Resultan las siguientes expresiones

Y el siguiente diagrama
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Un controlador PID 1
G(s)=K, L+~ 47,
7

2
A= Kc\/(a)TD _ j +1  ¢= arctan(a)rD 1 j
T, T,

Y por ejemplo con los siguientes valores

Bode Diagram
60
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40 KC :1
zz % %d 7 =10
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0
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% 0
T -45
-90
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Frequency (rad/sec)
Funciones mas complejas como por ejemplo G(s)= 5(0.55 +1)e >
(20s +1)4s +1)
Se pueden descomponer en el producto de funciones méas simples:
G, =5
1
G,=
20s+1
G, = !
4s+1
G,=0.5s+1
G _e—O.SS
.=

G, =G,G,G,G,G,

Y el diagrama resultante es la suma de las curvas de cada una de las funciones:
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Bode Diagram
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Otro tipo de diagramas para representar la misma informacion son los diagramas de
Nyquist, donde G(jw) se representa en forma polar. La funcion en Octave es

nyquist(sl).

Por ejemplo para

G(s)=—>

T 2s+1

Nyquist Diagram

2.5

1.5 |

0.5 |

Imaginary Axis
o
T

0.5+

-1.5+

-2.5

Real Axis

Por ejemplo para la funcién anterior 6(s)= ES(O.Ss +)(1)e‘°'55)
20s+1)4s+1
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Nyquist Diagram
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Otra forma de representacién son los graficos de Nichols donde se representa la
amplitud contra el angulo de desfasaje. La funcién en Octave es nichols(sl). Por
ejemplo, para la funcion anterior:

Michels Chart
of T 4
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Criterios de estabilidad gréfica

Una de las principales ventajas del andlisis en el dominio de la frecuencia es que se
puede visualizar graficamente si el sistema es estable o no. Recordemos que para un
bucle de control la ecuacion caracteristica era 1+ GoL =0

O bien GovL = -1 que corresponde a una funcion de transferencia con amplitud +1 y
angulo de fase -180°. La frecuencia a la que se da esa condicion se denomina frecuencia
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critica wc. Entonces si en la grafica de Bode de Go. la amplitud es mayor a 1 para un
angulo de fase de -180° el sistema en bucle cerrado es inestable.

U ] o
9 -
2 ]
a 507
SK.
2] Ke=1 G, = A
150 3 (S + 2)
: . estable
200 e :
3 2 1 0 i 2 3
10 10 10 L 10 10 10 10
Frq‘quency(Hz)

Phase (degree)
. - .
o]
=]

1l

Frequency (Hz)

Relacionados con este criterio de estabilidad de los gréaficos de Bode estan los conceptos
de margen de ganancia (“gain margin”) y margen de fase (“phase margin”). El gain
margin es el inverso de la amplitud relativa correspondiente a la frecuencia critica. La
idea es que podemos aumentar hasta ese valor la ganancia del controlador sin que el
sistema se desestabilice. Cuanto mayor sea ese margen mas “comodos” estaremos en
cuanto a la estabilidad del sistema.

Si llamamos wg a frecuencia correspondiente al punto de amplitud relativa 1 y ¢g el
angulo de fase correspondiente, entonces el phase margin serd ¢g + 180°. También es
una medida de la estabilidad relativa e indica hasta cuanto delay podria soportar el
bucle sin desestabilizarse.
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En Octave existe un comando margin que nos devuelve estos conceptos. Por ejemplo,
para la funcion anterior, escribiendo margin(sl) nos devuelve la forma grafica:

GM = 33,3950 dB (at 2.03334 rad/s), PM = 66.9336 deg (at 0.192582 rad/s)

40 1
&0 F -
1 L L 1

Magnitude [dB]
5]
=

10 10 10 10° 10! 10°
o . ;
50 -
@” 100 F
?g 150 |
=
o
200 F
250 |
1
10 102 0! 10° 10! s

Freguency [rad/s]

Y escribiendo
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>> [GAMMA, PHI, W GEMMA, W PHI]= margin(sl)
GEMME = 46.751

PHI = €6.934
W GERMMA = 2.0333
W_E'IHI = 0.19258

El valor GAMMA corresponde a la “ganancia ultima” que se utilizaba para sintonizar
segun Ziegler-Nichols y el valor W_GAMMA es la frecuencia correspondiente al
“periodo ultimo”.

Como regla general, un controlador bien sintonizado deberia tener un gain margin de
entre 1.7 y 4.0 y un phase margin de entre 30° y 45°.

Otros criterios de estabilidad grafica estan basados en los gréficos de Nyquist.
Consideremos la ecuacion caracteristica

[(s)=s"+a,,s" +..+a,=(s+ 1 S+ 1) (s+1,)
Puede graficarse en el plano complejo

T(jo)=|jo+wm|io+m|.|jo+u, :Ja)2 + xJ(oz + 11, XX+,

/T(jo)= Ljo+ )+ Ljo+ )+ ..+ Ljo+ u,)=arctan- 2 +arctan-2+ ..+ arctan-2
H H Hy

=0,+0,+..+0,

Ejemplos de curvas:

tau*s+1 $2+27*W0*s+wo2
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§/3+s"2+6s+5

/

vak

En el caso de un bucle de control, la funcion de transferencia para el bucle cerrado sera

N(s)
G(s)= "/
ST
Expresemos A(s)
G =\
OL(S) F(S)
Y entonces N NI NI

G: = =
A
1+/f Fr+A T,

Si el bucle abierto es estable entonces I" pasa por n cuadrantes. Pero si también el bucle
cerrado es estable entonces I'y también pasa por n cuadrantes. O sea que los cuadrantes
netos que recorre G cuando o va de 0 a infinito es cero. O sea, la curva no encierra al
origen.

Como la gréfica de GoL en el plano complejo es la misma que la de G pero corrida hacia
la izquierda una unidad, entonces se puede establecer el denominado Criterio de
Nyquist: nos fijamos en el nimero de veces que la curva Go. encierra el punto (-1, 0)
del plano complejo, moviéndose en sentido horario y le restamos el numero de polos de
GoL que estan en el semiplano de la derecha. El resultado es el niumero de raices
inestables del bucle cerrado.

ILM 14



