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Introduccién

Formulacion con interseccion de regiones factibles

Una alternativa para resolver los problemas es descomponerlos segin
conjuntos de variables (columnas).

Dado el problema /P max {c"x : x € X}, su region factible puede describirse
como interseccion de regiones, X = ﬂ,f:OXk .

Un caso particular es
max 3 (cF)7xk
sa S Ak =b (1)

Dk <ek, k=1,..K (2)
*ez* k=1,.. K.

donde los conjuntos X* = {x* € 7% - D*xk < ek} son independientes, y solo
las restricciones (1) (conjunto XY) vinculan las variables.
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Introduccién

Formulacion con interseccion de regiones factibles

Donde se tiene la formulacién definida en términos de las regiones
independientes
max K, (¢t
s.a Zszl Akxk = b
*exk k=1,.. K.

Se transforma el problema en uno equivalente, en el que se representan
directamente los puntos de la regiones factibles, X¥, y su seleccién a partir de
nuevas variables.

El problema equivalente, denominado problema maestro, tiene una gran
cantidad de variables.
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Reformulacién Dantzig-Wolfe

Reformulacion Dantzig-Wolfe

Dado el problema IP se asume que cada regién factible X* es finita y puede
describirse a partir de sus puntos factibles, x**, s = 1, ..., S, conk = 1, ..., K.
Lo que permite reformular la descripcién de Xk =

(ke R ok = 3% N, % Ny =1, Mg €{0,1}, s =1,.., 85k}

Sustituyendo la nueva descripcién de x en la formulacién original se tiene el
problema maestro

max Zk 12 ck kS)
apv) S Tk D ) = b
Zs:] )\ks— 17 k: 1,...,K
)\ks € {07 1}7 s = 17"'7Sk7 k= 17 7K
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Reformulacién Dantzig-Wolfe

Relajacion a programacion lineal del problema maestro

La idea es resolver la relajacion a programacion lineal del problema IPM.

Se tiene el problema maestro relajado

APM —  max Zszl ka: l(ckx’“) At
N ;
(LPM) s D L (A )N =b (1)
kazl Ms=1, k=1,...K (2)
Ms >0, 5=1,..,8 k=1,...K.

Para el que se definen las variables duales asociadas a las restricciones de
enlace, (1), como 7;,i = 1, ...,m, y las variables duales asociadas a las
restricciones de las regiones, (2), como p, k=1, ..., K.
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Algoritmo de resolucién

Resolucion del problema maestro relajado a lineal

En el proceso de resolucién y debido a la gran cantidad de variables, no se las
considera simultdneamente a todas las que estdn fuera de la base para
determinar cual es la mejor para entrar a la base (condicién de optimalidad en
método simplex: ¢, — c§B~!N < 0, para maximizaci6n), por escasez de
recursos y porque la mayoria de las variables nunca entran en la base.

Por lo que se necesita un método para determinar algunas variables que
estando fuera de la base son candidatas a mejorar el objetivo, sin tener que
hacerlo para todas las variables.

Este método se logra resolviendo un problema auxiliar que no indaga todos
los costos reducidos y que en su funcién objetivo determina una cota de los
valores de costos reducidos; con lo que ademads, permite establecer la
condicién de optimalidad general.
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Algoritmo de resolucién

Algoritmo de resolucion del problema maestro relajado 1/4

1. Inicializacion

Se disponible un conjunto inicial de variables con al menos un punto en rep-
resentacion de cada region k, con lo que se define y resuelve el problema re-
stringido

i

ZLPM — max

(RLPM) s.a

S ™
>
Il
S

Su resolucién da solucién primal éptima A* y solucién dual Sptima (7*, u*) €
R™ x RX.
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Algoritmo de resolucién

Algoritmo de resolucion del problema maestro relajado 2/4

1. Iniciqlizacidn (Cont)
Donde A y ¢ son subvectores de

()\11 )\151 AK1
(Clxll Clxlsl CKxKl

respectivamente, y donde A es una submatriz de

Alxtt Al AKX
|

)\KSK)
KxKSK)
y 1; €s
AKxKSk b
1
1 1
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Algoritmo de resolucién

Algoritmo de resolucion del problema maestro relajado 3/4

2. Factibilidad primal

Toda solucién factible de RLPM es factible para LPM. En particular M* es
solucion factible para LPM.
Ademds, MM = &N = S wibi 4+ S,k < ZHPM.

3. Optimalidad

Se verifica si (7%, u*) es dual factible para LPM. Para cada variable, es
decir x € X* con k = 1,...,K, se debe cumplir que los costos reducidos son
ckx — m*Akx — py < 0.

En lugar de indagar todas las variables, se resuelve (para X¥) el subproblema

Y = max{(cF — T*A*)x — ut : x € X*}.
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Algoritmo de resolucién

Algoritmo de resolucion del problema maestro relajado 4/4

4. Criterio de parada

Siy = 0parak = 1, ..., K, entonces la solucién (7%, u*) es dual factible para
LPM, y se cumple que ZLP il 2 Z i b + Zk | 1%~ Como el valor objetivo
de la solucién primal factible \* iguala al de su cota superior, entonces A* es
Optima para LPM.

5. Generacion de nueva columna (ingreso de nueva variable)
Si vx > O para algin k, entonces la variable correspondiente a la solucién
6ptima del subprolema, ¥*, se agrega al problema RLPM.

6. Resolucion
Se resuelve el nuevo problema RLPM, que solo difiere en una variable con el
anterior. Se contintda en el paso 2.
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Algoritmo de resolucién

Fortaleza del problema maestro relajado

El problema maestro relajado se obtuvo del problema maestro al sustituir x*

por Zf"zl AisX®, donde Zf"zl Ms =1, Mg >0,5=1,...,5.
Lo que es equivalente a sustituir x* € X* por x* € conv(X*), por lo que se
tiene que

Proposicién (1)
APM —  max 211::1 (Ck)ka

sa Sk AN =D
x* € com(X*), k=1,...,K.

Facultad de Ingenierfa. UdelaR Fundamentos de Programacién Entera ler. Semestre 2023 12/14



Comparacién con planos de corte y relajacién Lagrangeana

Resolucion mediante planos de corte y relajacion Lagrangeana

El problema /P original también puede resolverse mediante planos de corte,
generando inecuaciones vélidas para cada regién X*.

Alternativamente, también puede resolverse mediante relajacion Lagrangeana,
relajando las restricciones de enlace y resolviendo el problema dual

7P = min, L(u) donde

L) = max 30 (k) +um (b — 305, AR
sa xeXxk k=1,..,K,

el cual es separable en subproblemas segtin regiones

L) = b4 S5 <max (ck_umkyxk)_

sa xkeXxk
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Comparacién con planos de corte y relajacién Lagrangeana

Comparacion con resolucién con planos de corte y relajacion Lagrangeana

Sea 7P el valor éptimo del problema dual Lagrangeano con relajacién de las
restricciones de enlace.

Sea 769" el valor éptimo cuando se incorporan inecuaciones validas a la
relajacién a programacién lineal del problema /P original de forma de obtener
conv(X*) para cada k.

Proposicion (2)
Las cotas duales obtenidas por generacion de columnas, relajacion
Lagrangeana y planos de corte coinciden, 7"PM = 1P = Core,

La complejidad de los problemas de optimizacién y separacién de conv(X¥)
es la misma, por lo que la eleccion entre ellos depende de su dificultad relativa
y la convergencia de los métodos.
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