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Introduccién

Relajacion

Si las restricciones de un problema pueden clasificarse en féciles y dificiles de
resolver, entonces se podria relajar el problema al no consider las
restricciones dificiles.

La relajacion resultante es mas facil de resolver pero a costa de establecer una
cota dual mas débil del problema.

Una alternativa de relajacién es incorporar en la funcién objetivo una
penalizacién por el incumplimiento de las restricciones no consideradas.
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Relajacién Lagrangeana

Relajacion Lagrangeana

Sea el problema IP
Z= max c’x
sa Ax<b
xeX,

donde las m restricciones Ax < b son dificiles de resolver.

Se definen las tasas de penalizacion, u = (uy, ..., uy) > 0, multiplicadores de
Lagrange, correspondientes a cada restriccién. donde las m restricciones
Ax < b son dificiles de resolver.
Se tiene el problema relajado 7P (u)
z(u) = max "x+u" (b — Ax)
sa xeX.

Cada problema IP(u) es una relajacion Lagrangeana de IP, para todo u > 0.

Proposicién (1)
Dado IP(u), entonces z(u) > z, para todo u > 0. J
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Problema dual de relajacién Lagrangeana

Problema dual de relajacion Lagrangeana

Dado que IP(u) es una relajacion de IP, su valor 6ptimo es una cota superior
del valor 6ptimo de IP, z(u) > z.

La cota mds ajustada sobre los valores de u se determina mediante el

problema dual Lagrangeano LD

wrp = min  {z(u) : u > 0}.

En el caso de que las restricciones del problema IP son de igualdad, los
multiplicadores de Lagrange son libres y el problema dual de relajacién
Lagrangeana es

wip = min, z(u).
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Problema dual de relajacién Lagrangeana

Resolucion de IP mediante resolucion de relajacion Lagrangeana

La resolucion de IP(u) puede llevar a la resolucion de IP.
Proposicion (2)
Siu >0,

1. x*(u) es solucion dptima de IP(u),

2. se cumple que Ax*(u) < b, y

3. (Ax*(u)); = bj cuando u; > 0,i =1, ...;m,

entonces x*(u) es solucion dptima para IP.

Prueba.

De (1) se tiene que wyp < z(u) = ¢"x*(u) + u™ (b — Ax* (u)).

De (3), ¢"x*(u) + u™ (b — Ax*(u)) = ¢"x*(u).

De (2), x*(u) es factible en IP por lo que ¢"x*(u) < z.

Entonces wip < ¢"x*(u) + u” (b — Ax*(u)) = ¢"x*(u) < z.

Debido a ser relajacién wyp > z, entonces wyp = z, por lo que x*(u) es solucién
Optima para IP.
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Problema dual de relajacién Lagrangeana

Relajacion Lagrangeana: caso UFL 1/2

Dado el problema /P de localizacién de instalacién no-capacitada

= max — > L fiyj— Doity D CiXij
sa Y Lx=1, i=1,..,m
x;j <y, i=1..mj=1..,n
Xij > O,yj S {0, 1},i =1,.mj=1,...,n.

Relajando la restriccién de demanda se obtiene el problema IP(u)

2(u) = max  —3 7 fivy — D00 Do (e ua)xy + D0 ui
sa  x;<y, i=1..,mj=1..n
x;>0,y;€{0,1},i=1,...mj=1,...n.
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Problema dual de relajacién Lagrangeana

Relajacion Lagrangeana: caso UFL 2/2

El problema /P(u) puede separarse segtin localizaciones; por lo que se tiene
que z(u) = Y1 zj(u) + i1, ui, donde cada subproblema IP;(u) es

() = max  —fy; — DL (cij + ui)x
S.a. Xij Syj, i= 1,...,m

Xij > O,yj S {O, 1},i =1,..,m.

Dado u, IPj(u) puede resolverse directamente:
i. siy; =0, entonces x;; = 0y zj(u) = 0;

ii. siy; =1, entonces x;; = 1 si —(c;; + u;) > 0 entonces

gj(u) = —fj = 2Ty max {0, —(cy + ui)}.
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Reforzamiento y resolucién del problema dual Lagrangeano

Reforzamiento del problema dual Lagrangeano 1/2

(Cuén buena es la cota dual, wyp, obtenida?

Si el conjunto factible X puede definirse por un conjunto finito de puntos
{x!,...,x%}, se tiene que

wrp = ming>oz(u)
= min,>o {maxyex {¢"x+ u" (b — Ax)}}
= min,>o {max,—; s {c"x' +u" (b —Ax*)}}

= minf
sa 0> +u"(b—AxY), s=1,..,S,
u>0,0cR.

Donde el problema obtenido es lineal.
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Reforzamiento y resolucién del problema dual Lagrangeano

Reforzamiento del problema dual Lagrangeano 2/2

El problema dual del problema lineal es

wip = max Yo A(c7x)
sa S5 A(AX—b) <0

MN>05=1,..5

; s
i Asxteon) T A =1,A2>0,5=1,....8
(combinacién convexa), se tiene que

Si se establece x = 35

wrp = max c¢’x
sa Ax<b
x € conv(X).

Lo que da una medida de fortaleza de la cota obtenida por el problema dual
Lagrangeano.
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Reforzamiento y resolucién del problema dual Lagrangeano

Resolucion del problema dual Lagrangeano 1/3

{Cémo resolver el problema?

Una forma de resolucién es mediante programacion lineal, pero debido a la
cantidad de restricciones se requiere usar un mecanismo de generacién de
restricciones.

Otra alternativa es utilizar un algoritmo de subgradiente.

El subgradiente es una generalizacion del gradiente, cuando éste no esta
definido.

El subgradiente en u de una funcién convexa f : R” — R es un vector
n(u) € R™ tal que f(v) > f(u) + n(u)” (v — u) para todo v € R™.

El algoritmo permite resolver el problema de minimizacién de una funcién
convexa lineal a tramos.
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Reforzamiento y resolucién del problema dual Lagrangeano

Resolucion del problema dual Lagrangeano 2/3

Dado el problema LD
wep = min  {z(u) : u > 0},

donde z(u) = max,—; s {c"x' +u" (b — Ax*)}.

La funcién z(u) es una funcién convexa lineal a trozos.
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Reforzamiento y resolucién del problema dual Lagrangeano

Resolucion del problema dual Lagrangeano 3/3

Inicializacion. Se establece punto de partida u'; k := 1,

Iteracion

Resolver el problema Lagrangeano IP(uX) obteniendo solucién x* (u*).

Elegir subgradiente, si es cero o se detecta un cambio de concavidad, u* es
Optimo. Parar.

Sino establecer u* ! := max{uf — (b — Ax*(u)), 0}

k:=k+1

Donde (b — Ax*(uX)) es subgradiente de z(u) en u.
En cada iteracién se da un paso de largo s, desde u* en la direccién opuesta
al subgradiente. La dificultad reside en determinar el tamafio de los pasos.

Proposicion (3)

Si > e — 00, y e — 0 cuando k — oo, entonces z(uF) — wrp.
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Reforzamiento y resolucién del problema dual Lagrangeano

Seleccion del problema dual Lagrangeano

Si se quiere resolver mediante relajacion Lagrangeana el problema /P

z= max c"x
sa  Alx<bp!
A’x < b?
xeZ

(Qué restricciones seleccionar para relajar?

La decisién depende del compromiso entre
1. la fortaleza de la cota dual, wyp, obtenida,
2. la facilidad de resolucién de los subproblemas IP(u),

3. la facilidad de resolucién del problema wzp = min,>q z(«)
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