DINAMICA Y CONTROL DE PROCESOS

8 FUNCION DE TRANSFERENCIA PARA SISTEMAS DE
ORDENES MAYORES

Sistemas de sequndo orden

Un sistema de segundo orden esté definido por una EDO de segundo orden.
Consideremos una EDO de segundo orden con coeficientes constantes de la siguiente
forma:

d 2
dt
También se puede escribir esa misma ecuacion de esta forma:

—+a0y b u(t)

22t2y+2§r—+y k u(t)

donde b

e T i S L
aO a‘O aO

y se llaman k: ganancia (unidades de salida/entrada)

¢: factor de amortiguamiento (“dumping”, adimensional)
7. periodo natural (unidades de tiempo)

Si tomamos transformadas de Laplace

7%[s2Y () sy(0)— y(0)]+ 2¢[sY (s)- y(0)]+ Y (s) = kU(s)

Y asumimos que las condiciones iniciales son nulas (lo cual es generalmente cierto pues
trabajamos con variables desviacion)

Y(s)= K U(s)

°s* + 208 +1

O sea que la funcion de transferencia de un sistema de segundo orden es:

k
252+ 2{ts + 1

g(s) =

Las raices del denominador de la funcion de transferencia se llaman polos, y tienen una
importancia fundamental en el comportamiento del sistema

A saber:
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Factor de dumping polos comportamiento
4
>1 2 reales distintos Sobreamortiguado
=1 2 reales iguales Criticamente

amortiguado

<1 2 complejo conjugados Subamortiguado

Respuesta a un escalén para sistemas de sequndo orden

El comportamiento va a ser distinto segun el valor del factor de amortiguamiento:

Sistema sobreamortiguado (¢ > 1, polos reales y distintos) — EI denominador se puede
factorear de la siguiente manera:

7%8? + 28 +1= (7,5 +1)z,5+1)

Y por lo tanto los polos son

1 21 1 2_q
p]_:__=_£+ é/ p2:——=—£_ é/
T T T 7, T T
O bien
T, = ¢ = ——
1 2 =
F—y¢t-1 +4¢7 -1
O bien

2 _ —
T =n0h C=_"7—
21,7,

Como se Ve, se puede pasar de una expresion a otra facilmente.

La respuesta a un escalon de altura AU estaré dada por

y
2

=0

_ _t
76t -7 Vo

y(t)=kAU| 1+

ILM



DINAMICA Y CONTROL DE PROCESOS
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A mayor factor de dumping la respuesta es mas “lenta”.

Sistema criticamente amortiguado (¢ = 1, polos repetidos) — Es el caso limite del
anterior. Para una entrada en escaldn de altura AU la respuesta es

y(t)=kAU {1+ (1+ l}e—%}

T

y/k.deltaU
© o © © © o o o
N w » (6] o ~ © © =
7 7

o
=

o

10 15

o
o

ttau

Sistema subamortiguado (¢ < 1, polos complejo conjugados) —

1 _gi,/gz—lz_gij 1-¢7
T T

p = ——=
7] T T

En este caso, para una entrada en escalon la respuesta es oscilante, y la oscilacion sera
mayor cuanto menor sea el factor de dumping.

1 e_(g%jsin +
i (Bt+9)

y(t)=kAU|1-
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Ver ‘ejem.8.1.

Se suelen definir ciertas relaciones para caracterizar la oscilacion:

L L

Relacion de decaimiento (Decay ratio): b/a

Overshoot ratio: a/c

Periodo de oscilacion: d

Rise time: tiempo que demora en alcanzar el estado estacionario por primera vez (tr)
Tiempo hasta alcanzar el primer pico (tp)

Respuesta a un pulso de sistemas de sequndo orden

Al igual que antes el tipo de respuesta variarad segun el valor del factor de dumping, o lo
que es igual segun los polos.
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Sistema sobreamortiguado (polos reales distintos) —

e e ]

0.4

0.35
0.3 c=1
0.25
<<
£ 02 =2
0.15
0.1 (;: 3
0.05 :'
0
0 5 10

Sistema criticamente amortiguado (polos repetidos) —

)=k e "
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Sistema subamortiguado (polos complejos) —

=]
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Respuesta a una sinusoide de sistemas de seqgundo orden

Si la entrada varia sinusoidalmente en el tiempo  u(t)= Asin ot

En el dominio de Laplace U(s)= Aw

o
Y la respuesta de un sistema de segundo orden sera

(t)= KA sin(wt+¢
’ \/(1— r’w? )2 + (2(2'0))2 )

con el angulo de desfasaje ¢ = tanl( - 25760}
1-7°w’

2

k
(1— o’ )2 +(2¢m0)

y la relacion de amplitud

1

La respuesta dependera también de la frecuencia . Por ejemplo, si g(s)=—————
s°+0.2*s+1

la salida (y) es casi coincidente con la entrada (u)
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05 0):()1
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Por el contrario, si ® =5, hay una gran diferencia de amplitud, la salida es un orden de
magnitud mas pequefia que la entrada. (Ver ‘ejem8.2’).

]
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0.6
0.4 w=>5
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0 1 2 3 4 5
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Para otros valores de o la salida puede ser mas grande que la entrada y también se
puede producir un desfasaje entre ambas sefiales. Incluso se puede dar un fenémeno en
el que los picos de una sefal coinciden con el valor nulo de la otra (“resonance
peaking”).

5 10 15 20
tiempo (min)
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Sistemas de sequndo orden con dinamica en el numerador

Ciertos sistemas mas complejos exhiben una “dindmica en el numerador”: refiriéndonos
a la expresion en el dominio de Laplace aparece un polinomio en s en el numerador (lo
que estd relacionado con la presencia de derivadas de la funcién de entrada en la
ecuacion diferencial):

s)— k(z,s+1) s
Y(s) ( )UU

7,S+ 1)(2'25 +1

Se llaman “ceros” (en inglés “zero”) a las raices del numerador. Por lo tanto la
expresion en el formato “polos — ceros” es

k., (s—2z)
©) (s=p)Ns-p,) )
donde kz, 1 1
kpzzz_r plz_z__ pzz_r_
12 1 2

Para una entrada en escaldn de altura AU la respuesta es

Por ejemplo si tuviéramos la funcién

G(s)= : k(z,s+1)

3s+1)15s+1)

Para distintos valores de z tenemos respuestas completamente diferentes:

1.2

120
0.8 10
0.6
= 0.4 3
T .
= Varia <,
¥ 02
=
o -5
0.2
04 -15
-0.6
0 10 20 30 40 50 &0 70 80

t(min)

Obsérvese que en ciertos casos se produce un pico que sobrepasa el nuevo valor de
estado estacionario. Por el contrario, para ciertos valores (valores de t, negativo, o
“cero” positivo) ocurre lo que se llama “respuesta inversa”, esto es, a un aumento en la
entrada la sefial de salida produce en primera instancia una disminucién hasta alcanzar
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un minimo y después comenzar a “subir” hasta llegar al nuevo estado estacionario.
Véase ‘ejem8.3’.

A veces, un sistema con dinamica en el numerador que presenta respuesta inversa es
consecuencia de dos procesos en paralelo con distintas constantes de tiempo y que
acttian en forma inversa (ganancias de distinto signo). Sea por ejemplo

Y6 K, K

U(s) 7s+1 7,5+1

(Kl +K, Kiz, + Koy S+1
_K(r,8+1)+K,(z,5+1) K, +K,
(z‘zs + 1)(115 + 1) (2'25 + l)(rls + 1)
Llamando K=K, +K,
K, +K,ry K, +Korg
" K, +K, K
queda K(r,s+1)
(z,5+1)r,5+1)
La condicién para que ocurra respuesta inversa es 7. <0
Kz, +K,z, <0
K
O bien Kon
Ki 7

Efecto de las localizaciones de polos vy ceros en la respuesta a un escalon

En general la funcién de transferencia de un proceso (con coeficientes constantes) puede
escribirse segun

G(s)= k(z,,8+1)z,,5 +1)..(7,,5 +1)
- (les +1)(rd ,S +l)...(z'dns +1)

O bien en forma polinomial

6(s)= b,s" +b, ,s" " +...+bs+b,
as"+a _,s"t+..+as+a,

O bien en forma de polos y ceros
G(S)z kpz (S - Zl)(s - 22)-'-(5 - Zm)
(s=pXs—p,)s—p,)
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donde )
H(_ pl)
ook po-l gt
H(_ZI) Ti Thi

Si representamos las posiciones de polos y ceros en el plano imaginario tenemos el
siguiente esquema general:

Eje imaginario
Mas oscilante

Polos complejos
sistema oscilante

f s X “ceros” positivos
Mas rapida respuesta inversa
respuesta
+— .
¥ & s Eje real
Polo en gl origen
sistema [integrador” Polos positivos
X Sistema inestable

Polos negativos
sistema estable

Aproximacién de Padé para el tiempo muerto

La transformada de Laplace para el tiempo muerto es e ¢% |y se puede desarrollar en
serie de potencias, a los efectos de tener expresiones exclusivamente polinémicas, que
son mas faciles de manejar. Asi, dependiendo de los términos de orden superior que
despreciemos tendremos:

Aproximacion de Padé de primer orden

1 —Qs
e—Bs ~ 2
0
1 +7$
Aproximacion de Pade de segundo orden
0 6% ,
e—@s _ 1—7S+ﬁ5
1 +Q _|_6_2 2
25T 12°8
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Por ejemplo, si la funcion de transferencia fuera ) e 5
G(s)=
5s+1
La aproximacion de primer orden seria _ 25541
Gy(s) |

S)=
12.58* +7.5s +1

Y la de segundo orden 2083352 —255+1
G,(s)

" 10.4167s° +14.58335% + 7.55 +1

Y graficamente

12

0.8 7~ g

yd
0.6 /
4r /)

y/k.deltau

exacta
Padé ler orden
Padé 2°%rden

r : :
10 15 20 25
t (min)

Obsérvese que la aproximacion de primer orden produce en este caso respuesta inversa,
y la de segundo orden primero “sube”, luego “baja” y finalmente vuelve a “subir” para
alcanzar el estado estacionario. Las diferencias mas grandes con la solucion exacta se
dan en el periodo inicial que corresponde al retardo; luego las soluciones son

practicamente coincidentes.

Sistemas de érdenes mayores

En algunos casos es posible hallar en forma bastante directa la funcion de transferencia

de sistemas de érdenes mayores. Supongamos que tenemos un sistema de n etapas con

igual constante de tiempo .

G,(s)=—F

(Ts+1j
n

La respuesta a una entrada en escalon sera

y(t)=K AU Le-”%”i%

k=0

ILM
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A mayor nimero de etapas la respuesta se aproxima mas al escalon retardado en .

Otro caso frecuente se da en algunos casos de procesos en serie de primer orden (71, o,
..., Tn), S€ da que la mayoria estan “dominados” por uno o dos de ellos que tienen
constantes de tiempo mayores. Los demas pueden “agruparse” en un “retraso aparente”.
En este caso se puede aproximar

Ke
6(s) (7,5 +1)z,5+1)

-0s

I

sznlri
3

Procesos “Multiple Input — Multiple Output” (MIMO)

La mayoria de los sistemas complejos reciben la influencia de mas de una variable de
entrada asi como tienen méas de una variable de salida. En general la interrelacion entre
las variables hace del proceso un sistema complejo. Consideremos por ejemplo un
mezclador de corrientes de liquido a distinta temperatura.

Wh We
Th l l Tc
h
w
LA T

(I-a)q
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De los balances de masa y energia resultan

oot

" w,C(T, - T, J+w.C(T,-T, )-wCc(T-T,,)

d—V_W +W, —W
pdt h c

Considerando dv(T-T, ) _(r-T )dV dT
ref
dt dt dt
y asumiendo el area transversal constante

dT 1
EZE[WJMWCTC—(WMWJ'—]
dh_1 —(w, +w, —w)

dt pA "

Después de linealizar esas ecuaciones, pasar a Vvariables desviacion y tomar
transformadas de Laplace llegamos a ocho funciones de transferencia, que relacionan
las cuatro variables de entrada con las dos de salida:

T(s) _ (T —T)w, H'(s) _YAp
W, (s) rs+1 w, (s) S
T(s) (. -T)w. H'(s) _YAp
W, (5) rs+1 W, (s) S
T(s) Wy, /W, H'6) g
T'(s) 78+l T, (s)
T'(s) _ Wao /W H)_
T/(s) 78+l T, (s)

donde ] PAh,

W,

S

Como hay dos funciones de transferencia que son nulas, en realidad el sistema se puede
simplificar a solo seis. El sistema se puede escribir en forma matricial.

(Th,S _Ts) W, (Tc,s _Ts )/Ws Wh,s/Ws Wc,s/W Wh (S)

[ s }: s +1 s+1 s+1 s+1 Wc (5)
H6) VA YAp 0 o | T (s)
S ‘°’ 176
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(Th,s _Ts )/Ws (Tc,s _Ts )/Ws ’
F'(S)}: 5+1 5+1 [Wh (S)}L
we)T A TA u

Woo /W, W, /W {Th’(s)}

| s+l 5+1 '
0 0 [T.(s)

Que se puede representar en el siguiente diagrama de bloques:

Wh (S (Th,s _Ts)/Ws
s+1
Wc,(s) R (Tc,s _Ts )/Ws
| s+1 \ TS
T, (3)4’ W, ¢ /W, T
s +1
TC,(S) W, o /W,
s +1
L Ao
s L H(s)
Q—>
Y AP 1
s

Sistemas con recirculacion

Otro tipo importante de sistemas que aparecen en los procesos industriales es el de
aquellos en los que la sefial de salida retroalimenta a la entrada (particularmente

reconoceremos este caso en el clasico control feedback).
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R U(s)
(s) ) G.(s) Y(s)
255 G,(s)
Como Y(s)=G,(s)J(s)
pero U(s)=R(s)+Z(s)
Z(s)=G,(s)¥(s)

portanto vy (s)=G,(sfR(s)+G,(s)¥ ()]

reordenando

La porcion del diagrama que aparece recuadrada puede concebirse como una unica
funcion de transferencia equivalente:

R(s) Y(s)
G.(s)

60
%) 16 (56,0

Este resultado es general, no depende de las cuales sean las funciones de transferencia
involucradas. La regla general para construir la funcion de transferencia para un sistema
con retroalimentacion es la siguiente: en el numerador va el producto de todas las
funciones que estan entre la entrada y la salida; en el denominador, 1 menos el
producto de todas las funciones que aparecen en el bucle de retroalimentacion.

Conversién entre la formulacién en el espacio de las variables de estado v la funcién de
transferencia

Un mismo sistema puede representarse en el dominio del tiempo expresado como
ecuacion diferencial o en el dominio de Laplace como funcion de transferencia. Por
ejemplo, para un sistema de segundo orden las siguientes formulaciones son
equivalentes:
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d? d
7? dtZ+2§rd—¥+y:k u(t)

Y(s) K _Us)

T 2?4207 s+l

Se puede reordenar la primera ecuacion de la siguiente manera

llamando X, =Y
X, =X,
entonces y = X1 — )'(2

y podemos reescribir como un sistema de dos ecuaciones diferenciales de primer orden:

: 2 1 k
X, :——gx2 — X% +—ult)

T T T
X =X,
Que se puede escribir en forma matricial de la siguiente manera:

A e[| B

Oen forma general ¢ _ Ay, By

y =Cx

Donde x es el vector de variables de estado, u el de variables de entrada e y el de
variables de salida. Esta representacion del sistema como un sistema lineal se denomina
“en el espacio de las variables de estado” (“state-space”) y es particularmente util
porque muchos paquetes de calculo ya tienen incorporados algoritmos de resolucion.

A su vez, si se cuenta con la representacion del sistema en variables de estado se puede
obtener la representacion en el dominio de Laplace como funcidon de transferencia:

Tomando transformadas X(s)= (sl -A)"'BU(s)
Sustituyendo Y(s)= [C(sl - A)’lBJU(s)
O sea que G(s)=C(sl-A)'B

Véase ‘ejem.8.4°.
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