Calculo |
Diciembre de 2016
Solucién del examen

Ejercicios: Verdadero/Falso (Total: 10 puntos)

Ejercicio 1 Sean f y g funciones reales continuas en [a, b], derivables en (a,b), y tales que

. filg g
f(a) # f(b) y g(a) # g(b). Entonces, existe ¢ € (a,b) tal que FO) = fl@) ~ 9(b) — ga)

Solucién: Verdadero Véase el teorema de Cauchy en el curso.

Ejercicio 2 Sea (a,)nen una sucesion monétona creciente tal que a, < 0 para todo n € IN.
Entonces la sucesion (a,)pen converge a algin limite finito.

Solucién: Verdadero Como a, < 0, la sucesién mondtona creciente (ay),cin estéd acotada
superiormente por 0, luego tiene limite finito L < 0.

Ejercicio 3 Sea f : R — R una funcién derivable tal que f’(zg) = 0 para algin zg € R.
Entonces la funcién f presenta un maximo relativo o un minimo relativo en x = xg.

Solucién: Falso Contraejemplo: la funcién f(z) = 23 cumple f/(0) = 0, pero no tiene
extremo relativo en 0.

Ejercicio 4 Si f : IR — IR es continua y derivable en R, entonces f es uniformemente continua
en RR.
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Solucién: Falso Contraejemplo: la funcién f(z) = z* es continua y derivable en R, pero no

es uniformemente continua.

1 b
Ejercicio 5 Sea f : [a,b] — R una funcién seccionalmente continua y p = 5 / f(t)dt.

Entonces, existe ¢ € [a, b] tal que f(c) = p.

Solucién: Falso Contraejemplo: la funcién f : [0,1] — IR definida por

es seccionalmente continua en [0, 1], y tiene valor medio p = 0, aunque no exista ningiin punto
x € [0,1] tal que f(x) = 0. (La propiedad del valor medio sélo se cumple cuando la funcién f
es continua.)



Ejercicios: Multiple opcién (Total: 40 puntos)
Ejercicio 1 Sea A el conjunto de niimeros complejos definido por A = {z € € : 22—2z+1 = 0}.

Solucién Antes de comenzar, se observa que la ecuacién 22 — 2Z + 1 = 0 no es una ecuacién

polinomial en €, en razén de la presencia del conjugado z. Asi, no se puede resolverla directa-

mente en €, y se necesita descomponer el nimero z € € en sus partes real e imaginaria.
Escribiendo z = a + b (con a,b € R), tenemos que:

22-2241=0 & (a+ib)?>—2(a—ib)+1=0
& (a®>—b?—2a+ 1)+ (2ab+2b)i =0
& a?-v-2a+1=0y 2ab+2b=2b(a+1)=0

a?—b—2a+1=0
2b(a+1)=0
Como 2b(a + 1) = 0 (segunda ecuacién) si y s6lo si b =0 o a = —1, se distinguen dos casos:

Asi se trata de resolver (en IR) el sistema: {

e Caso donde b = 0. En este caso, la primera ecuacién nos da:
> =0 —-20+1=0 & a*~2a+1=0 & (a—1%*=0 & a=1
Asi se deduce que a = 1, lo que nos da la solucién (1,0) € A.
e Caso donde a = —1. En este caso, la primera ecuacién nos da:
A= —2a+1=0 & 1-V+2+1=0 & 4-V"=0 & b==£2
Asi se deduce que b =2 o b= —2, lo que nos da las soluciones (—1,2), (—1,—-2) € A.

Al final, tenemos que A = {(1,0),(—1,2),(—1,—2)} y la tnica opcién que se aplica es:
#A =37y (1,0) eA\

Ejercicio 2 Sea (ay)nen una sucesién convergente a algin limite L € IR. Se define el recorrido
de la sucesién (an)new por A = {a, : n € IN}. El conjunto A cumple que:

Solucién: Como la sucesién (a,)n,en €s convergente, estd acotada inferiormente y superior-
mente. Asi, su recorrido A = {a, : n € N} estd acotado, y tenemos que inf(A) < L < sup(A4),
con L = lima,. En general, no se puede decir nada més sobre A, y la tnica opcién que se aplica

es: |El conjunto A estd acotado y se cumple que L < sup(A) y L > inf(A) ‘

Ejercicio 3 Sea F': IR — R definida por F(z) = / (e! —1)dt.
0

xX
Solucién: Tenemos que: F(z) = / (e"—1)dt = [ —t]Zﬁ = e —z—1
0

Como ¢! > 1 para todo t > 0, se deduce que F(0) = 0y F(z) > 0 para todo = > 0. Asi, la
funcién F(z) sélo toma valores positivos, salvo en el punto 0 donde F'(z) = 0. Estudiamos las
dos integrales (impropias) propuestas.

e Para todo a > 0, tenemos que

a
/ F(z)dz = [¢" — %xQ—x]iig = e¢"~%a®>~a-1 - +o0o cuandoa — 400
0
+oo
lo que implica que la integral impropia F(x)dx (primera especie) diverge.
0
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1
e Para estudiar la integral impropia / dz (segunda especie), se desarrolla la funcién
0

F(z)
F' al orden 2 en el punto x = 0. Tenemos que:

1 1
F(z) = (1 o+ ja® + o(m3)> —o—1 = Ju’+o(a?) cuando  — 0

Asf tenemos que F(z) ~ 322 (cuando z — 07), de tal modo que % ~ m% Como se sabe

1
1
que la integral impropia de segunda especie / — dx diverge para todo o > 1, se deduce
o T

1
1
(por equivalencia en el caso a = 2) que la integral impropia / m dx diverge.
0 X

Entonces, la tnica opcién que se aplica es:

1 1 “+o00
Las integrales /0 m dr y ; F(z)dx divergen.
|sen(z)|+1 siz <0
Ejercicio 4 Sea f: IR — R la funcién definida por f(z) = ¢ az +b sio<z<1

e lte six>1
Los valores a, b y ¢ que hacen que f sea continua y derivable en 0, y continua en 1 son...

Solucién: Sean fi, fa, f3 : R — R las funciones definidas por fi(z) = |sen(z)| + 1 (primer
trozo), fa(x) = ax + b (segundo trozo) y f3(x) = e~ + ¢ (tercer trozo).

o Continuidad en el punto x = 0. Tenemos que:

lim f(z)= lim fi(z)=1 y lim f(z) = lim fa(z) =0

z—0— z—0— z—0t z—0t

Asi, para que la funcién f sea continua en x = 0, se necesita que b = 1.

e Derivabilidad en el punto x = 0. Tenemos que:

- - - 1) -1

CH@-fO0) o A@-AO) L (Csea@ )1 _

z—0" z—0 z—0~ x—0 z—0~ x

. fx) = £(0) - fa(z) — f2(0) /

1 e = 1 P =

ggir(r)i z—0 :viglJf z—0 f2 (0) ¢
(observando que |sen(z)| = —sen(z) cuando x € [—m,0]) Asi, para que la funcién f sea
derivable en x = 0, se necesita que a = —1.

o Continuidad en el punto x = 1. Tenemos que:

lim f(z) = lim fo(x) = a+b =0 y lim f(x)zzgr%fg(x):l—i—c

z—1— T—1— z—1t

Asi, para que la funcién f sea continua en x = 1, se necesita que ¢ = —1.

Al final, la dnica opcién que se aplica es: ’ (a,b,¢) = (—1,1,-1) ‘
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Ejercicio 5 La integral / e cos(x) dx vale...
0



w/2
Solucién: Sea I = / % cos(z) dx. Tenemos que:
0

w/2 /2 w/2
I = / e** cos(z) dv = [e** sen(z)] —/ 2e2% sen(z) dx
I w/2
= €' - 2/ e** sen(z) dx
0 ~~
f g/

Asi se deduce que 51 = e™ — 2, de tal modo que la integral I vale

Primer ejercicio de desarrollo (Total: 25 puntos)

En este ejercicio, sélo se consideran series reales.

1. Definir las nociones de serie convergente y de serie absolutamente convergente.

2. Demostrar que toda serie absolutamente convergente es convergente.
Solucién: véase las notas del curso.

3. Dar un ejemplo de serie convergente que no sea absolutamente convergente. Explicitar los
criterios de convergencia/divergencia usados para justificar dicho ejemplo.

o s . —1)"
Solucién: La serie alternada » ( n) es convergente, pero no es absolutamente conver-

gente. (Para la justificacién de la convergencia, véase el curso.)

4. Ahora, se supone que > 2 an ¥ >.,—obn son dos series absolutamente convergentes, y se
define ¢, = anb, para todo n € IN. ;Es la serie > ° ¢, absolutamente convergente? En caso
afirmativo, demostrarlo; en caso negativo, dar un contraejemplo (justificindolo).

Solucién: Por hipdtesis, las series 2 (a, y >~ bn son absolutamente convergentes. En
particular, la serie Y 2 a, es convergente (por 2.), lo que implica que lim, o an = 0. Asi,

la sucesién (an)nein estd acotada (como toda sucesién convergente), y existe M > 0 (finito) tal
que |ap| < M para todo n € IN. Ahora, se observa que |c,| = |an||bn| < M|by,| para todo n € N,

lo que implica que:
o0 (o @]
D lenl £ MDD |bal < +00.
n=0 n=0

Luego, la serie Y ° ; ¢, es absolutamente convergente.



Segundo ejercicio de desarrollo (Total: 25 puntos)

Se desea excavar un estanque rectangular en el cual se criardan 3 variedades de peces A, By C,
con fines alimentarios. El estanque sera dividido en 6 regiones como indica la figura: las cuatro
regiones triangulares externas para la especie A, la region triangular interna superior para la
especie B, y la regién triangular interna inferior para la especie C:
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(En la figura, se supone que M, N, O y P son puntos medios de los respectivos lados.)
La separacion entre las 6 regiones se efectiia mediante tabiques indicados por lineas discon-
tinuas en la figura.

1. Expresar la suma L de las longitudes de los tabiques en funcién de a y b.

Solucién: La longitud de cada uno de los cuatro trozos diagonales del tabique es %\/ a’ + b?
(por el teorema de Pitagoras), y la longitud del trozo horizontal es a. Asi tenemos que:

1
L = 4><§\/a2+b2+a = 2vVa2+ b2 +a.

2. Ahora, se supone que L mide 100 metros. Expresar b? en funcién de a.
;,Cudl es el maximo valor posible para a?

Solucién: Tenemos que L = 2va?+b%+a = 100,
100 —

entonces a2+ b2 = Ta

100 — a) 2

entonces a’+ b = < 5

100 — a\? 1
entonces b? = <()02a) —a* = 1(100+a)(100—3a)

Se observa que la expresién anterior para b? es positiva si y sélo si 3a < 100, de tal modo que el
méximo valor de a es 100/3. (El caso limite a = 100/3 corresponde a la situacién degenerada
donde b = 0, el tabique siendo formado por 3 trozos horizontales superpuestos.)



El rendimiento de cada especie es proporcional a la superficie del estanque, ya que tiene
profundidad constante. Se sabe que el rendimiento por metro cuadrado de la especie B es 3/4
del rendimiento de la especie A y que el de la especie C es 2/3 del de la especie B.

3. Expresar el rendimiento r = r(a) del estanque en funcién de a y de s, donde s es el
rendimiento de la especie A por metro cuadrado.

Solucién: La superficie ocupada por la especie A es ab/2 (mitad del rectangulo), mientras
cada una de las especies B y C ocupa una superficie ab/4. Asi:

e El rendimiento de la especie A es sabs

e El rendimiento de la especie B es “Ib X %s = %abs
e El rendimiento de la especie C es %b X % X %s = %abs
De tal modo que:
1,3 .1 13
r(a) = (5+ 15 +g)abs = f2abs

K a+/(100 + a)(100 — 3a) con K = Bs

4. Demostrar que si r es una funcion positiva de la variable a, entonces r presenta un maximo
en un punto ag si y sélo si la funcién r? presenta un maximo en el punto ag.

Solucién: Escribiendo D el dominio de definicién de la funcién r (con ag € D), tenemos que:

la funcién r tiene maximo en el punto ag
< Vae€ D, r(a) <r(ap)
& Vae D, r?(a) < 1r?*(ag) (pues r(a) > 0)
& la funcién 72 tiene maximo en el punto ag

Se observa que en el caso que nos interesa, el dominio de definicién de la funcién de rendimiento
es dado por D = [0,100/3] (o D = (0,100/3) si se rechazan los dos casos degenerados donde

una de las dos dimensiones a y b es nula).
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5. Calcular el valor de a que maximiza la funcién r“. Deducir los valores de a y de b que

maximizan el rendimiento del estanque.

Solucién: Tenemos que
r*(a) = KZ?a*(100 +a)(100 — 3a) = K?(—3a* — 200a® 4+ 10000a?)
(r*)(a) = K?*(—12a* —600a® + 20000a) = KZa(—12a* — 600a + 20000)

Asf tenemos que (r?)/(a) = 0 si y sélo si a = 0 0 —12a? — 600a + 20000 = 0. Calculando las
raices del polinomio —12a? — 600a + 20000, se obtiene

A = (—=600)% —4(—12)(20000) = 1320000
VA = /1320000 = 200v/33

a; = (600+200v33)/(—24) = —25—-233 ~ —72,87 < 0
az = (600—200v33)/24 = —25+ %33 ~ 22,87 € D
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Asi, el estudio del signo de (r?)" muestra que la funcién r? es creciente en [0, as], decreciente
en [ag,100/3], y que alcanza su méximo para a = ag. Luego, la funcién de rendimiento r(a)

alcanza su maximo en |a = ag = —25 + %\/ 33 ~ 22,87| Se deduce facilmente el valor de b

correspondiente por 2.



