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Practico 8 - Integrabilidad y Teorema Fundamental

1. Integrales geometricas

En esta seccion se trabajara con la idea intuitiva de integrales, donde la integral de una funcién f en el
intervalo [a,b] es el drea signada entre el grafico y el eje x
Algunos ejemplos de integrales

- [Pfdt=1x1+2x2=5
. jozg(t)dt:—lxzz_z, Io4g(t)dt=0

 [Yr(tdt=22 =2

Todos los resultados de esta seccién se podran probar formalmente luego, aqui estan para dar ideas intui-
tivas del problema y trabajar con acotaciones.

Se recuerdan las propiedades de area.

Propiedades basicas de dreas

= Si A C Bentonces Area(A) < Area(B)

» Eldrea de un rectangulo R de lados a y b es Area(R) = ab

= Si AN B =0 entonces Area(A U B) = Area(A) + Area(B). Ademas si dos rectangulos R; y R, se intersecan
solo en lados Area(R; UR,) = Area(Ry) + Area(R;)

Se puede asumir que todas las funciones de esta seccién son integrables. Posteriormente podran probar
que lo son.

1. Calcular la integral de las siguientes funciones en [0, 2].

sil<x<?2

. 1 io<x<1
(a) f(x)z{i_2 SOsxslo ) f=x+ld] (9 f(x):{ osx=

0 sil<x<?2



Figura 1: bosquejo del ejemplo 1.d
2. a) Calcular las integrales

271 271
(a) J sin(kt)+5dt, kelN (b) J- cos(kt)+5dt, kelN
0 0

b) Determinar el signo de las siguientes integrales

(a) jzsin(x27z)dx (b) chos(xzn)dx
0 —

1

3. Que valores de ay b, a < b, maximizan el valor de f: x—x%dx

4. Sabiendo que f : [-a,a4] — R es una funcién integrable, demostrar que:

a
a) Si f es par, entonces ff(x)dx = 2ff(x) dx.
—a 0
a
b) Si f es impar, entonces ff(x) dx=0.

—a

5. Demostrar la siguiente desigualdad:

by

N =

1
2
SJ-Vl—xzde
0

6. Bosquejar las funciones F;(x) = fgfi(t)dt, para las siguientes funciones.

J1 fo fs Ty fs

Conjeturar sobre si las funciones F; son derivables

7. Calculo de integrales trigonometricas

a) Calcular la integral IOM sin(x) + 3dx

b) Bosquejar en los mismos ejes las funciones f(x) = sin(x) + 3 y g(x) = 1 —sin(x) en el intervalo [0, 27].



c) Calcular el area entre las graficasde f y g

d) Calcular las integrales de
JO% sin(x) dx, Ji sin(x) dx
Jo | sin(x) | dx

8. Sea f :[0,7t] — IR la funcion definida por

0 si0<x<¥
% sif<x<h
4 51
N3 S1 7 Sx<%¢
flo) =4 %2 sifsx<k
1 s 21 4
% SI?SX<T
% 51?§x<%
0 si=f<x<m
Graficar las funciones g(x) JO t)dty h(x) IO g(t)dt

Sumas de Riemann

. Calcular L x2 dx hallando sus sumas superiores e inferiores para particiones equiespaciadas.

n(n+1) n(n+1)(2n+1)
Recordar que ):11 = — Z i°= =
1

. Calcular | e*dx hallando sus sumas superiores e inferiores para particiones equiespaciadas.
a
n
k _ rm_rtH—l
Recordar que } " ="-—
k=m
. Probar que si f es una funcién integrable, entonces la funcién g(x f f(t)dt es continua.

4. Acotar el 4rea del circulo de radio 1 con un error menor al 0,1 %

. Probar que una funcién monotoma creciente y acotada es integrable. Sugerencia: Para probar que es
integrable en el intervalo [4, b], tomar una particién equispaciadas de tamarfio b—;“

. Suponga que f es una funcion continua y que lim,_, ., f(x) = a.

a) Asumiendo que existe el limite Iim,_, o, & Jo t)dt probar que Va € IR se tiene que

X X
s [ o [ s

b) Probar que el limite lim,_, ., & * Io t)dt existe y ademas



3. Valor medio y teorema fundamental

1. Para las siguientes funciones bosquejar las funciones F(x) = foxf(t)dt

|

2. Demostrar que

b b+c
f f(x)dx = flx—c)dx
a a+c
Sugerencia: toda particion P = {t(,...,t,} de [4,b] da origen a una particién P’ = {tg +¢,...,t, + c} de
[a+c,b+c]y viceversa.

3. Probar que si f es continua y no negativa en [4, b], entonces
b
jf(x)dx: 0= f(x)=0Vxe(ab]

4. Dar un ejemplo de funcién integrable f tal queVc € [4,b] se cumple que Jabf(x) dx+(b—a)f(c)
5. Utilizar el teorema del valor medio para probar que

x2

lim LI dt =
x—1 log(t) tlog(t) B

X

8 4
6. Sea f continua en [2, 8], tal que Jf(x)dx =20y ff(x) dx=12.
2 8

4
a) Calcular If(x)dx
2

b) Probar que existe c € [2,4] tal que f(c) =16.

7. Sin calcular la integral, derivar las siguientes funciones:

X x2 3
(a) fl(x):f\/t2—t+1dt (b) fz(x):J.\/t2—t+ldt (c) f3(x):J-\/t2—t+ldt
0 0 X

3 log(x)
(d)  falx)= J- Vi2—t+1dt  (e) fs(x)= J- ViZ_i+1dt
cos(x) cos(x)



8. Determinar (si existen) una funcién f : R — R y un nimero real ¢ € R tales que

(a) Jf(t)dt=2+x2 VxeR  (b) J;xf(t)dtzlog(x2+2x+2)—c

(c) ff(t)dtz(x_l)‘L (d) J;f(t)dt:c—e‘xz

9. Sea F(x) = J(;Cf En cada uno de los siguientes casos indicar para qué valores de x se verifica que F’(x) =

f(x).

. Osix<1 .. _J 0six<0 ... _J OsixeR-Q
l)f(x)‘{ 1sil<x ”)f(x)‘{ xsix>0 Z”)f(x)‘{ Lsix =2, (fraccion irreducible)

10. Sea f una funcién continua, mondtona estricta en [4,b] y derivable en (a,b).
a) Probar que
X f(x)
J.f(t)dt+ fUt)ydt—xf(x)+af(a)=0 Vxe[ab]
a f(a)

Interprete geométricamente el resultado.

2 2
b) Calcular I\/?dt y Jlog(t)dt, utilizando el resultado de la parte anterior.
1 1

11. a) Demostrar que si f es integrable en [a,b]y m < f(x) <M, ¥V x € [4,b], entonces

b
[ s =w-ap

para un cierto p € [m, M].

. . b .
b) Demostrar que si f es continua en [a,b] entonces L f(x)dx = (b—a)f(&) para un cierto & € [a,b].
Este resultado se conoce como el teorema del valor medio para integrales. Ver con un ejemplo que
la continuidad es esencial.

¢) De un modo mds general si f es continua en [a,b] y g v f g son integrables y g es no negativa en [a, D]

demostrar que f:f(x)g(x)dx = f(é)f:g(x)dx para un cierto & € [a, b]. Este resultado se conoce como
segundo teorema del valor medio para integrales.

d) Deducir el mismo resultado si g es no positiva (en vez de no negativa) en [4,b] y observar que la
hipétesis de que g no cambia de signo en [a, b] es esencial.

12. Consideremos la funcién y = F(x) definida por la férmula

X

F(x) = felOg(3)52ds.
0
Sea g = F~!. Calcular la derivada de g en y = 0.

Observacién: La integral que aparece en este ejercicio no admite una expresién elemental, por lo que no
es posible hallar una férmula para g.



1

x+1
3. Sea G: R — Rtal que G(x) = I e’ dt

X

a) Probar que G es derivable en todo R y calcular G’(x).

b) Graficar y estudiar extremos relativos y absolutos de G.

14. Indicar si es verdadero o falso que:

Si f : R — R es una funcién continua y F una primitiva de f tal que F(0) = 4 necesariamente

Complementarios

1. Sean f y g dos funciones integrables. Seleccione la cantidad minima necesaria de hipétesis paraque f = ¢
y de contraejemplo en los casos falsos.

a) Siexistena,beRR,a<btal que jahf = th entonces f = ¢

b) Siexisten a,b € R, a <b tal que Lbf = ng y ademas f, g son continuas entonces f =g
c) Si Lbf = ng Va,b € R entonces f = ¢

d) Si Lbf = f:g Va,beRy f y g son continuas entonces f =g

. x 42
2. Calcular lim,_,q )% 0 tfjdt

3. Otra posible definicion de la funcion exponencial

Definimos la funcién logaritmo como una primitiva de %, mas precisamente

*1
log(x):j ?dt
1

a) Probar que la funcién log: R* — IR es creciente e infinitamente derivable.
b) Definimos a la funcién inversa de log como exp : I — IR, en su dominio de definicién.
Probar que (exp(x))” = (exp(x))

4. Sea f : R — R una funcién derivable con derivada positiva y tal que f(1) = 0. Definimos g(x) = Jgf(t)dt

Cual de los siguientes enunciados son ciertos

a) La funcién g es continua
b) La funcidén g es derivable
c) La grafica de g tiene tangente horizontal en 1

d) La funcién g tiene un minimo local en 1

f) La funcién g tiene un punto de inflexién en 1

¢) La grafica de g’ corta al eje x en el punto x =1

)
)
)
)
e) La funcién g tiene un maximo local en 1
)
)
5. a) De ejemplo de 2 funciones f, g que sean integrables pero que f o g no lo sea.
)

b) Determinar si es verdadero o falso la siguiente afirmacion. Si f? es integrable entonces f lo es



6. Se consideran las funciones J,H : R — R defindas por

J(x) tan(x) - H(x) o Lar
= n — , = _
X arctan(x 211 X % 1—¢

a) Calcular H’, ], J(1), H(1).

b) Hallar la forumla explicita de H(x), distinguir para x positivo y negativo.



