Resolucion del examen de calculo 1
24/7/2015

Ejercicios de M.O.

Soluciones M.O.

Ejercicio de Funcién inversa

Opcidén correcta: ‘[
Justificacion. Es facﬂ ver que la preimagen de 0 por F' es x = 1, y por el teorema de la
funcién inversa, (F~1)(0) = % Ahora, usando la regla de la cadena se puede ver que

F'(z) = Lf(2*)32?, donde f(z)
(F1Y(0) = 2.

Ejercicio de integrales impropias

.2
= e 2. Por lo tanto, F'(1) = 3f(1) = %é, y en definitiva

Opcién correcta: Solo la afirmacion (I11) es correcta.

Justificacién. Notar que todas las funciones son no negativas pues: 0 < (f(z))? < f(z) < g(z).

(I) FALSA: El criterio de equivalentes nos dice que [[~(f(z))*dz y [ 25dz son de la misma
clase. Esta ultima es convergente, por lo que f 1 ))2da: converge.

(IT) FALSA: g(z) es continua y [0, 1] es cerrado. Por lo tanto fo x)dz estd bien definida y no
es una integral impropia.

(IIT) VERDADERA: Si g es monétona decreciente y > g(n) converge, por el criterio integral
de series, se tiene que floo g(z)dz converge. Luego, como 0 < f(z) < g(x), por comparacién se
concluye que ffo f(z)dz converge.

(IV) FALSA: Si f(z) > 0, dividiendo se tiene: f(z) <1 < f(— Como [ 1dx diverge, por
comparacion se concluye que f1 dx diverge.

Ejercicio de series
Opcién correcta: (I) diverge, (IIT) converge y (II) converge a 3.
Justificacién. Luego de hacer denominador comiin vemos que la serie (I) diverge por compara-

cién con la serie 4. Para la serie (II) tenemos que

+2003 1 2n+1_3+oo 1 2n_3+§ 1 n_31 1 _1
—~\2 C24=\2)  24\4)  24\1-31/) 2

n—=

Para la serie (III) basta ver que es alternada, |a,| = \/Lﬁ es mondtona decreciente y limy, |a,| =
lim, \/iﬁ = 0 y por tanto converge.

Ejercicio del axioma de completitud



Opcidon correcta:El conjunto A esta acotado, y por lo tanto tiene supremo.

Justificacién. Como la subsucesion de los naturales pares crece hacia 7 y la de los impares crece
hacia —m, tenemos que A es un subconjunto no vacio de R acotado superiormente por 7 e
inferiormente por —m — 1. Por lo tanto A tiene supremo (e infimo).

Ejercicio de continuidad y derivabilidad

Opcién correcta: (I) y (IT) son falsas, (III) y (IV) son verdaderas..

Justificacién. (I) FALSO: Basta tomar como contraejemplo la funcién f(x) = = con dominio

real. f(x) es derivable en el cero, y | f(z)| no lo es.

1, sixz>0;

(IT) FALSO: Basta tomar como contracjemplo la funcién f(x) = ' .
-1, six<0.

La misma es discontinua en el cero pero |f(x)| es continua en cero.

(IIT) VERDADERO: Si la funcién es continua en (0, 1) entonces también lo serd en [%, 3], luego

201
la funcién se encuentra en las hipétesis del Teorema de Weierstrass. De esto puede afirmarse
que la funcién tendra maximo y minimo absolutos en el intervalo cerrado [%, %]

(IV)VERDADERO: Aplicamos el teorema de Lagrange en el intervalo [0, 1].

version 1

Considere la sucesion a, = (—1)"m — X...

A B B B B

version 2

Se consideran las siguientes afirmaciones sobre funciones reales ...

1 2 3 4 3

A B C C A

version 3

Se consideran las siguientes series...

1 2 3 4 3

A A B C C

version 4



Se consideran dos funciones f(z) y g(x) tales que...

1 2 3 4 5

D A B D A

Desarrollo

Ejercicio 1. (1) Ver tedrico, definicién 73, pag 34.
(2) Ver tedrico, teorema 1, pag 36.

(3) Veamos que 0 < a,, < 1 por induccion.
Paso base:
Como a; = % se tiene que 0 < a; < 1
Paso inductivo:

Supongamos que 0 < a, < 1 y probaremos que 0 < a,11 < 1.

Como a, > 0 entonces a,, 1 = ff;g >0
n

Por otro lado

2a,,
1+a?

(n1 = <1l<=2a,<1+al<0<1-2a,+a’=(a,—1)

y la ultima desigualdad es cierta ya que a, < 1.

Veamos que a,11 > a,

2a,

1—{——2 > a, < 2a, > CLn(l —|—CL721>
@y

Apy1 =

Como a, >0

2a, > ap(1+a2) <= 2>1+ad

Y la ultima desigualdad se da porque a, < 1

Concluimos asi que a, es mondtona creciente. Como a, es mondtona y acotada

entonces tiene limite.

_ 1 : : _ 2
Notemos L = lim,_,- a,. Sean b,, c, las sucesiones definidas por b, = 1 + a;,
¢, = 2a, tenemos asi que

lim b, =1+ L?

n—oo

lim ¢, = 2L
n—o0



y por ultimo

, by 2L
lim — = 5
n—00 Cp, 1+ L
b _ 2L
Como & = pyq se concluye que L = 775

Sabemos que L > 0 pues a,, > a; = %, luego

_ 2 — 1= 2 = 1+ 1[?=2«= L[ =+1
14 L2 14 L2 N N

De nuevo como L > 0 se tiene que L = 1.

Ejercicio 2. (1) Ver tedrico, proposicién 243 y corolario 244, pag 100.

(2)

% s 2
/ e*cos(x)dr = e2x5in(x)‘5 —/ 2e** sin(x)dx
0 0

0

= e%sm(xﬂog - (262I(—COS(ZL‘))|E - /2 462x(—COS(ZL‘))de‘)

s

jus jus 2
= ezxsin(x)|g + 262“7005(:1:)’02 - 4/ e*cos(z)dx
0

De donde, despejando el término integrado:

/ 2% cos () i = e**sin(x)|g —2262“3003(1:”02 _ 67T5— 2
0

Ejercicio 3. (1) Ver tedrico, definiciéon 164, pig 64.

NIE]

(2) Ver tedrico, teorema 19, pag 65.

(3) Consideremos f(z) = Ln(z) —e* — m(% —1)+5 en el intervalo [1, 2]. Observemos en

primer lugar que f es continua en [1, 2] al ser suma y producto de funciones continuas.
Luego f(1) = —e+3+5>0yaquee <3y f(2) = Ln(2)—e?—24+5 < —e*+4 <0

va que Ln(2) < 1y e? > 4 por lo que podemos utilizar el teorema de Bolzano que

afirma que f tendrd una raiz en (1,2).

(4) Para probar que la solucién anterior es unica veamos que f es estrictamente decre-

ciente en [1, 2] observando que f'(x) < 0 en dicho intervalo:
1 2 3 3
f’(x):;—ex—?)%—kl§—ex—§x2—|—2§—e—l—2—§x2<0

en el intervalo [1,2].



Ejercicio 4. (1) Si z # 0 f es claramente continua al tratarse de suma y composicién de

funciones continuas. Veamos que f es continua en x = 0. Para esto calculamos,

lim h? sin(%) =0= f(0)

h—0
ya que se trata de algo acotado por algo que tiende a cero.

Six # 0 f es derivable al tratarse de suma y composicion de funciones derivables y
su derivada es: f'(z) = 322 sin(2) + 2® cos(1)(=). Para obtener la derivada en 2 = 0

calculamos el siguiente limite:

f(h) = f(0)
0

lim
h—0 h

- e S s T
— _}L%T_h sm(h)—O.

Argumentando en forma similar a las partes anteriores, para x # 0, f'(x) es una

funcién continua. Para ver la continuidad de f’ en = 0 calculamos:

1 1
lim f'(h) = }Ig% 3h? Sin(ﬁ) - hcos(ﬁ) = 0.

h—0

Para demostrar que lim,_.q cos(%) no existe basta tomar dos sucesiones a,, y b, que

tiendan a cero pero que lim,, cos(ai) # 1im, 1 oo cos(bi). Tomando las sucesiones
n n

de la sugerencia tenemos que

1
lim cos(——) = lim cos(2nm) =1
n——+o00 I n——+o00

y
1
lim cos(——) = lim cos(2(n +1)m) = —1.
n—-4o0o m n—-+oo
4 / z2 sin(1)—z cos(L , .
Si calculamos lim,_,q %{;(0) = lim,_, 5 (‘”x &) _ lim,_,o3x sm(%) —cos(%).

el primer limite da cero pero el segundo no existe por la parte anterior y asi conclui-

mos que f’ no es derivable en cero.



