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Ejercicio 1
SeaA:{%:0<m<n, m,nEN}.

A) A esta acotado superiormente, tiene supremo, pero no tiene maximo.
B) A no esta acotado superiormente, por lo tanto no tiene supremo.

C) A tiene supremo, que es maximo.

D) A no esté acotado superiormente, no tiene maximo, pero tiene supremo.
E) A esta acotado superiormente, pero no tiene supremo.

Solucién: 0 <m <n =0 < <1= A acotado superiormente por 1 y A # () = A tiene supremo.
m
n

sup(A) ¢ A por lo tanto A no tiene maximo.

sup(A) =1 pues 2 < 1 =sup(A) y la sucesion z,, = 2= € A, Vn € Ny lim,, 1002, =1

n+1

La solucién es la opciéon A



Ejercicio 2
Sea la sucesion a,, definida como:

CL():l

an = %an_l, Vn > 1.

A) a, converge, y por lo tanto esta acotada superiormente e inferiormente.
B) a, esta acotada superiormente e inferiormente, pero no converge.

C) a, converge, pero no esté acotada superiormente.

D) a, es creciente y acotada superiormente, por lo tanto converge.

E) a, es creciente y no esta acotada superiormente, por lo tanto diverge a +oo.

CF S, _ 3 _ 3_3 — _ 3" _ 3"
Solucién: an = ,0n—1 = ;7 -7%n-2 = ... = 3,700 = T

= lim,,, 4 o @, = 0. De esto se puede deducir como vimos en el tedrico que la sucesion esta acotada.
3n+1 371, 3n+1 (’ﬂ+1)'
D! <o S < e3<nt+tle2<n
1 2
Se observa que a; = ?i—, =3; a0 = % =9/2=4,5; a3 = 27/6 = 4,5; a4 = 81/24 = 27/8 por tanto la sucesion

es creciente hasta n = 3 y luego pasa a ser decreciente.

En cuanto al crecimiento, a,4+1 < a, <

A partir de lo anterior también se puede deducir la acotacion dado que 0 < a,, < 9/2

La solucion es la opcion A.

Ejercicio 3

Sea f:R — R tal que f(z) = ‘L; + % — 6x + 4. Sea I el intervalo cerrado de longitud maxima, que contiene al
0, en el cual f es invertible, y sea g la funciéon inversa de f en I.

A) I=1-32lyg(4) =1

B) I=[-14]yg(4) =%

C) f no es inyectiva en ningtn intervalo que contenga al 0.

D) I=[-14]yg'(4)=—5.
E) I=[-32]yg(4)=—5
Solucién: f'(z) = 2 + x — 6. Estudiando el signo tenemos que f’(z) = 0 & x = —3,2. El crecimiento de la

funcién f se observa en la figura 1
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Figura 1: Signo de f’



El intervalo cerrado de longitud méxima que contiene al cero y donde la funcién es inyectiva es por tanto
I = [-3,2] puesto que al tener derivada negativa en el intervalo abierto la funcién sera siempre estrictamente
decreciente.

Sea g : f([-3,2]) — [-3,2] la invresa de f en ese intervalo. Por el teorema de la derivada de la funcion inversa
g'(4) = m con xo/ f(xo) = 4.

Por tanto f(mo):4<:>?—&-%‘%—63:04-4:4@%3—1-?—6%0:0.

2o = 0 es solucion y 0 € I. Como f inyectiva en I, z( es solucion y es ademas la tnica en el intervalo I.
f0)=-6=g'(4)=—5

La solucién es la opcion E.

Ejercicio 4
El polinomio P(z) = 2* — 223 4+ 622 — 82 + 8 tiene una raiz con parte real nula. Considere sus raices en C.

A) Una de ellas tiene médulo menor que 1 y las otras modulo mayor que 1.
B) Todas tienen médulo mayor que 1.

C) Todas tienen modulo menor que 1.

D) Dos de ellas tienen modulo menor que 1 y las otras médulo mayor que 1.
E) Existe al menos una con modulo igual a 1.

Solucién: Se sabe que zp = @i con « € R es raiz de P(z) por tanto:
P(z0) = (aii)* — 2(i)® + 6(ai)? — 8aii + 8 = (a* — 6a% + 8) +i(2a® — 8a) =0 &

a*—6a2+8=0
20 —8a =10

203 —8a =0 & a = 0,2, —2. De estas tres soluciones, solo o = £2 es soluciéon también de a* —6a® +8 =0

Por tanto se obtuvieron dos soluciones de P(z). Aplicando el algoritmo de Ruffini:

1 -2 6 -8 8
2i 2i -4-4i 8+4i -8

1 -2+2i 2-4i -1 0
-2i -2i - -di

1 -2 2 0

Figura 2: Ruffini

P(z) = (2 — 2i)(z + 2i) (2% — 22 + 2)

Calculando explicitamente las raices de 22 — 2z + 2 se obtienen las otras dos raices de P(z), 1+
H+i=v2>1

|£2i]=2>1

La solucion es la opcion B.



Ejercicio 5

Sin intervencién humana, una poblacion de bacterias se duplicaria cada hora. Para controlar dicha poblacién,
cada hora se elimina una proporcion p € (0,1) de la poblacion existente. Sea a,, la cantidad de bacterias en la
hora n.

A) Sip= %, {a,} permanece constante.

B) Sip> %, {as} es mondtona estrictamente decreciente.
C) Sip< 1, {an} esta acotada.

D) Sip=2, {a,} es monétona creciente.

E) Vp € (0,1), {a,} es mondtona decreciente.

Solucién: Sea ag > 0 la poblacion de bacterias inicial. a; = 2(1 — p)ag, az = 2(1 — p)a; y en general
an =2(1—plap_1.

La férmula explicita se puede obtener a partir de la férmula de recurrencia puesto que

an =2(1=pan_1 =21 =p))2an_2=..=(2(1 —p))"ao

{a,} se mantiene constante < 2(1—p) =1<p=1

Si 2(1 —p) < 1,{an} estrictamente decreciente y = lim,,_, 1 a, = 0 que ocurre < p > %

Si2(1—p)>1,{a,} estrictamente creciente y = l{im,,_, 1, a, = 400 que ocurre < p < %

La solucién es la opcion B.



Desarrollo

20 puntos.

Considere que ningan resultado sera tomado como valido si no esta debidamente justificado.

Sea f: R — R tal que:

11) Determine si f es continua y derivable en a, para a = 0, 1

2* _9 siz <0
fl@)=<¢ 23+2—-1 si0<z<1
| sin(z)| six>1

1) Enuncie y demuestre el Teorema de Bolzano.

11) Demuestre que f tiene una raiz en el intervalo [0, 1], demuestre que es tnica y determinela con un error

i 1
menor o igual a 3.

1) Defina lim, 1 f(z) = L.

, 5, ™. En los casos en que f sea derivable en

a, halle f/(a).

111) Realice una representacion grafica de f que incluya el estudio de raices, crecimiento, extremos relativos

y limites en —oo y 4o00.

Solucion:

a)

1) Ver teorico pagina 65, Teorema 19.

1) f(z) = 2+ 2 — 1Vz € [0,1] = f es continua y derivable en [0, 1] por ser un polinomio y f/(x) =

322 +1 > 0,Vx € [0,1]. Por tanto la funcién es estrictamente creciente en el intervalo y, si tiene una
raiz, esta serd unica. Demostremos ahora que tiene una raiz.

7(0) = -1
=1

Por lo tanto por el teorema de Bolzano existe una raiz en (0, 1)

Aplicando busqueda binaria (biparticién) sobre el intervalo [0, 1] tenemos que:

1) =-}

Aplicando Bolzano en [%, 1] se sabe que la raiz tiene que estar en (%, 1)

3 11
f3) =%
. 13 ) 13
Aplicando Bolzano en [5, Z] se sabe que la raiz tiene que estar en (5, Z)

i -5 i 13 _ 5 1 _ 1
Considerando zo = 2, como laraiz c € (3,2) = |z, — | < 2 — 3 =&

1) Decimos que lim,_, . f(z) = L si para todo € > 0 existe K € R tal que para todo x > K vale que

|f(x) — L| <e.

1) f es continua en 0 < lim,_,g- f(z) = lim,_,o+ f(z) = f(0) & lim,_,o- e —2=1im, o+ 23+z—1=
—1< —1=—-1= —1. Por lo tanto, f es continua en 0.
f es derivable en a = 0 < existe y es finito lim,_,q (i g( ) & lim,_,o- emifl = lim,_,o+ ””3;$ &
lim,,_,o- e’ 1 =1lim,_,o+ 22 + 1< 0 = 1. Por lo tanto, f(z) no es derivable en a = 0.




I11)

Anélogamente, f es continua en 1 < lim, ;- f(x) = im,_,1+ f(z) = f(1) © lim, ;- 23 +2 -1 =
lim, 1+ |sin(z)| =1 < 1 =sin(1) = 1. Por lo tanto, f no es continua en 1.
“Si f es derivable en 1 = f es continua 1”. Por el contrarreciproco de este resultado, como f no es

continua en 1 = f no es derivable en 1.

f(x) = |sin(x)|, que es continua en todo punto de (1, +00) por ser composicion de funciones continuas.

En particular, f es continua en 7 y .

Para todo x € (0,7), vale que |sin(x)| = sin(z), por lo tanto f es derivable en T,y f'(5) = cos(%) = 0.
f(z) es derivable en a = 7 & existe y es finito lim, w & limy_,, - % =lim,_, .+ — Sl_nff &
lim,_, - cos(z) = lim,_, .+ — cos(x) & —1 = 1. Por lo tanto, f(z) no es derivable en a = .

Raices: ¢*° —2 =0« z = ++/In(2). Solo la solucién negativa serd raiz de f.

A partir de la parte a, se sabe que ¢ es la tnica raiz en el intervalo [0, 1].

|sin(z)| = 0 < sin(z) = 0 < x = k7 con k € Z. Solo seréan raices de f los ¢ = km con k > 1.
Crecimiento y extremos relativos: f'(z) = 2z¢® < 0,Yz < 0 por lo tanto en (—0,0), f es

estrictamente decreciente y no hay extremos relativos.

n (0,1), f'(z) > 0 por lo que la funcion es estrictamente creciente en este intervalo y no tiene extemos
relativos.

Del crecimiento de f a izquierda y derecha de 0 se concluye que 0 es un minimo relativo.

Como f es creciente a la izquierda de 1, y por otra parte f(1) = 1y Vo > 1 f(z) = |sin(z)| < 1, se

concluye que 1 es un méaximo relativo.
En (1, +00), se tiene que:
En ((1,%), f'(z) > 0.
» f'(z) <0size (k%,(k+1)F) con k impar.
z)>0sixz e (k%,(k+1)%) con k par.
)

= [
» f(z) =0siz=k% con k impar.
» Siz=k%F con k par, f no es derivable en x.
(keZyk>1)
Del crecimiento en este intervalo se concluye que k7 es un maximo relativo si k es impar y es un minimo
relativo si k es par, Vk > 1.
Limites intinitos: lim,_, o f(z) = limy_, oo (e? — 2) = +00.
limy 100 f(2) = limy— 1o | sin(z)[, que no existe: por ejemplo consideremos las sucesiones (a,) = nw

y (bn) = § +nm y observemos que lim,,, . |sin(a,)| = 0 mientras que lim,,_, _ |sin(b,)| = 1.

La imagen 3 muestra la representacion grafica
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Ejercicio de Desarrollo: f(x)

Figura 3: Representacion grafica de f




