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Anexo 2: Demostraciones

Funciones reales de variable real

’Demostracién de: Propiedades del valor absoluto 179 de la pégina 85

Propiedades del valor absoluto 179.-

a) la|>0,Va y Ja|=0 < a=0 b) |ab| = |a| |b| ¢ |a7t = la) ™"

d) la| <k <—= —-k<a<k e) la+0b| < lal+ 0] £) |lal =10 | <]a— b
Demostracion:

a) la| > 0 por la definicién. Para la segunda parte, si |a| = 0, o bien a = |a| = 0, o bien a = —|a| = 0,

luego necesariamente o = 0; la otra implicacién es obvia pues |0] = 0.

b) Consideremos los casos: si @ > 0 y b > 0 se tiene |ab] = ab = |a||b]; si a < 0y b < 0 se tiene
|ab] = ab = (—a)(=b) = |a||b]; ysi a <0y b >0, entonces |ab] = —ab = (—a)b = |a] |b|.

¢) De 1= 1| =|a~'a| = |a™!||al, se obtiene el resultado.

d) Si |a| <k, 6 a=]a] <k que cumple la segunda desigualdad 6 —a = |a| < k, pero entonces —k < a y se
cumple la primera. Si —k < a < k, se tiene k > —a > —k, por lo que —k < |a| < k.

e) Como Vz, x <|z|,6 |a+b =a+b<|a|+ |b], 0o bien |a+b| =—a—b < |—a|+|-b| =]a| +]b].
f) la|] = la—b+b] < |a—>b|+ |b], luego |a] — |b] < |a—b|; y con b se tiene |b] — |a] < |b—al. Luego

—la—=bl=—|b—a|l < —(]b] —|a|) = |a] —|b| < |a — b] y por d) se concluye la prueba =

Limites y continuidad

’Demostracién de: Proposicién 196 de la pagina 92

Proposicion 196.- Sean f,g,h: A — R y xg un punto de acumulacién de A.

1.- Si f(z) <g(x) <h(x) en Ay lim f(x)=L= lim h(z), entonces lim g(z) =L

T—xTg T—x T—To
2.- Si g estd acotadaen A y lim f(x) =0, entonces lim g(z)- f(z) =0

T—xg T—x0

Demostracién:

1.- Si lim f(z) =L = lim h(z), entonces para cada ¢ > 0:

T—xo T—x0

existe 01 tal que si 0 < |z — o] < 1, entonces L —e < f(z) < L+¢

existe d2 tal que si 0 < |z — zg| < 2, entonces L —e < h(z) < L+«

luego tomado 6 = min{dy,d2}, si 0 < | —xo| < 0, entonces L —e < h(z) < g(z) < f(x) < L +e.
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2.-

Si g esta acotada, existe K > 0 tal que [g(z)| < K, para todo x, luego se verifica que
0<|g(x)f(z)| < K[f(z)], paratodo z
Por el apartado anterior, si probamos que lim K |f(x)| = 0, entonces lim |g(z)f(x)| = 0 y se tiene que
T—x0 T—xT0

lim g(x)f(z) =0 (por la proposicién 195).
T—x0

Como lim f(z) =0<= lim |f(z)| = 0, para cada £ > 0 existe § > 0, tal que si 0 < |z — x| < § se
T—x0

T—x0

verifica que |f(z)| < &. Entonces, si 0 < |z — 20| < J se tiene que

3

K °

(K [f(2)] =0 = K|f(z)] < K

lo que concluye la prueba.

’Demostracién de: Propiedades 197 de la péagina 92

Propiedades 197.- Si lim f(x)=L; € Ry lim g(x) = Ly € R, entonces:

a)

T—Tg T—x0

lim [f(z) + g(x)] = lm f(x)+ Um g(z) = L + Lo.

T—Tg T—Tg T—Tg

b) lim [f(x)-g(x)] = lm f(z)- lim g(z)= Ly Lo.
T—x0 T—x0 T—x0
f(a) lim f(x)
. - r) Tz _ Ly AT T O T
c) ;1‘1251‘0 o) = Tm gy — Lro Siempre que Ly #0.
r—z(
Demostracién:
1.- Por la definicién de limite, tenemos que
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lim f(z) = L1 <= paracada ¢ >0, 35; >0 tal que si 0 < |z — x| <61 = |f(z) — L1 < §

r—x0

lim g(x) = Ly <= para cada ¢ >0, 32 > 0 tal que si 0 < |z — 20| < 2 = [g(z) — L2| < 5
T—XTQ

luego tomando 6 = min{d;,d2}, tenemos que: para cada e > 0 existe § = min{dy,d2} > 0 tal que si
0 < |x — x0| < & (luego menor que é; y menor que dz ), entonces

[(F(@)+ g(@)) = (L1 + Lo)| = [£(2) = Lt + 9(@) = Lol < |f(@) = La| + |g(a) = Lo| < S +5 =<

Como lim f(x)g(z) = L1Ls <= lim (f(m)g(x) — L1L2> = 0, veamos esto tltimo. Pero

r—x0 T—xo

f(x)g(z) — L1Le = f(z)g(z) — Laf(x) + Laf(x) — L1L2 = f(z)(g9(w) — L2) + La(f(x) — L1)

y sabemos que lim (f(z)—L;) =0, lim (g(z)—Ls) =0, f(z) estd acotada en algin entorno de zy (Th
T—xo T—T0

de acotacién) y Lo es constante. Por el segundo resultado de la Proposicién 196, lim f(x)(g(z)—Ls) =0
T—x0

y lim Lo(f(z) — Ly) = 0, luego lim (f(x)g(ac) - L1L2) =0+0=0.
T—T0 T—xo

Por ser ch g = f(x) - ﬁ, por el apartado anterior, basta probar que zILH;O ﬁ = L%
Ly— . .
Como ﬁ - L% = ;(x)gg) = m(LQ —g(z)), xlinéo(g(x) — Ls) =0y Ly es constante, si probamos que

la funcién —~ estd acotada en un entorno de zg, por la Proposicién 196 tendremos que lim ——t—(Lq—
g(m) T—x0 Q(I)L2

g(x)) = lim ( 1 1 ) =0, lo que prueba el resultado.

gz \9@) L2
En efecto, si Ly # 0, por el teorema del signo, o bien —K < g(z) < —k < 0 si Ly < 0, o bien
0<k<g(z) <K siLy>0. Entonces, 0 < k < |g(z)| < K y, por tanto, 0 < % < Wlx)\ < 1, luego %@
estd acotada. -
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Demostracién de: Teorema 199 de la pagina 93

Teorema 199.- Sean f:A— Ry ¢: f(A) — R. Si lim f(z) =b y g es continua en b, entonces

r—a

lim g(f(z)) = g(b) = g</1_1’m j(1)>
Demostracion:
Como lim f(z) =0,

r—a
para cada g1 > 0 existe § > 0 tal que si 0 < |z — a| < § entonces |f(z) —b| < e;.
Por otra parte, si g es continua en b se tiene que:
para cada ¢ > 0 existe d; > 0 tal que si |y — b| < d; entonces |g(y) — g(b)| < €.
Entonces, haciendo €; = §; y reuniendo ambas conclusiones:

para cada € > 0 existe § > 0 tal que si 0 < |z — a|] < 4 se tiene |f(z) — b| < &1 = d2 ¥, por tanto,
l9(f(x)) —g(b)| <e.

En consecuencia, lim g(f(z)) = g(b) = g( lim f(x)) .

r—a r—a

’Demostracién de: Proposicién 201 de la pagina 93 ‘

Proposicion 201 (Convergencia propia).- Sean f: A — Ry ¢: f(A) — R. Si lim f(x) =b, con f(x) #b

r—a
para todos los  de un entorno reducido E*(a,dp) de a, entonces
lim(go f)(z) = lim g(f(x)) = lim g(y).
r—a flz)—b y—b"
Demostracién:
Como lim f(x) = b, para cada 1 > 0 existe d; > 0 tal que si 0 < |z — a| < 01 entonces |f(z) —b| < &1,y
r—a

como f(x)#b en E*(a,dp), si tomamos 0 = min{dy,d1}, se tiene que:
para cada €; > 0 existe § > 0 tal que si 0 < |z —a| < J entonces 0 < |f(x) — b| < e7.

Por otra parte, si L = h’n%) g(y) se tiene que:
y—?

para cada ¢ > 0 existe d2 > 0 tal que si 0 < |g(y) — L| < d2 entonces |g(y) — L| < e.
Entonces, haciendo €; = d5 y reuniendo ambas conclusiones:

para cada £ > 0 existe 6 > 0 tal que si 0 < |z —a| < ¢ se tiene 0 < |f(z) —b] < &1 = d2 vy, por
tanto, |g(f(z)) —L| <e.

En consecuencia, lim g(f(z)) =L = limb 9(y).
r—a Yy—

Demostracién de: Proposicién 203 de la pagina 94

Proposicion 203 (Limites laterales).- Sean a < c<by f:(a,c)U(c,b) — R. Entonces

lim f(z) =L <= lim f(z) = h’m+ flz)=1L
Demostracion:
Si lim f(z) = L, para cada € > 0 existe un § > 0 tal que si 0 < |z — ¢| < § se tiene que |f(z) — L| < ¢. Luego
r—cC
en particular, si 0 < |z —¢| < § y « < ¢ se cumple por lo que lim f(z) = L y también si > ¢, por lo que
Tr—cCc—
lim f(x)=L.
z—ct
Reciprocamente, si lim f(z) = ll’m+ f(z) = L, se tiene que
Tr—cCc™ r—cC
para cada ¢ > 0 existe 61 >0 tal quesi 0 < |z —¢| <1 y x <c se tiene |f(z) —L| <e
para cada € > 0 existe d2 > 0 tal que si 0 < |z —¢| <z y & > ¢ se tiene |f(z) — L| <e

tomando d = min{dy, 2}, para cada = con 0 < |z —¢| < J sea z < ¢ 6 = > ¢ se cuple la definicién de limite

en c. Luego lim f(z) = L. -
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’Demostracién de: Continuidad de algunas funciones elementales 211 de la pagina 96

Continuidad de algunas funciones elementales 211.-

* f(z) =¢e® escontinuaen Ry lim e¢*=0y lim e*=4oc0.
T— —00 xr——+00
* f(x) =Inz es continua en (0,400) y lim Inz =—-coy lim Inz = +4o0.
: x—0t Tr—+00
* f(z) =z continua en (0,00) y lim =0y lim 2®=o00 si >0 (resp. co y 0 si a<0).
z—0%t r—+00
* f(z) =shx es continuaen Ry lim shx=-c0oy lim shz=+oc.
T x——00 T x—+o00
* f(z) =chz es continnaen Ry lim chz =00y lim chz=+o0.
T——00 T—-+00
* f(z) =thx es continuaen Ry lim thx=-1y lm thz=1.
xr— —00 r— 400
* f(z) =senz es peridédica de periodo 27, continua en R y A lfIiIl sen .
* f(z) = cosx es de periodo 27, continuaen Ry A lim cosz.
r—+o0
* f(z) =tgz es de periodo 7, continua en su dominioy lim tge = —oc0y lim tga = co.
T— = T—5 "
Demostracion:

Ya hemos probado que e* es continua en IR y sabemos que lim e* = +oo (basta recordar que e® es creciente,

r— 400

luego o esta acotada, o no lo estd y su limite es +00, pero como 2" — 400 y 2" < €™, los valores €™ no estan
acotados). Veamos lo demaés:

*

lim e*= lfim e *= lim =+ =0
T— —00 ——+00 r——4o00 €
1 ; ; 1 lim Inz . .
Para cada a € (0,00), €"? =a = limz = lim e™* = e=—« ; y como la exponencial es estrictamente
r—a r—a
creciente, debe ser Ina = lim Inx. Luego In es continua en a.
Tr—a
Como Inz es estrictamente creciente y continua, y +oo = lim z = lim Ine®* = 1lim In(e”), no estd
r—+00 r—+00 e? —+00
acotada por lo que lim Inz = +4o00.
T——+00
Anslogamente, —oo = lim = = lim Ine®” = lim In(e®), no estd acotada inferiormente por lo que
T——00 T——00 et —0t
lim Inz = —o0.
rz—0t
Como z® = e*"? es continua por ser composicién de continuas y si a > 0:
lim 2% = lim e*"* = lim e*% = y lim 2% = lim e*™% =  lim % = yo0
z—0t z—0t alnz——oco T—00 T—00 alnz—oo
a<0: lim z%= lim e*™?= lfim e*™?=+400 y lim z%= lim e*™?= lim e*™*=0
z—0t rz—0t alnz—+oo r—00 —00 alnx——oco
_e"—e”" : ¢ ef—e " __(0—00) __ ¢ e—e " _ roo0—0) _
shx= %= luego continua y xEI—noo C— =(2)=—00y xEI-&r-loo E5F— =(=57)= +oo.
__e¥4e™ " : s e+e ® _ 0+ _ ; e4+e ® _ o040\ __
chz=“%f— luego continua y EEIPOO E— =(F52)=+o0 y zgr}rloo HE— = (%)= 400
__shax __ e*—e™ " . e —eT® e _1 _ 2 .
tho=2387= ST luego continua y como thzx = T =g =1l =
{ - 1 -2 12 { = i 2 (12 =
wll)rzloo the = xll)r_noo l- =g =1-35 1 y gcll)r_ir_loo tho xEr_iI_loo e (1 OO+1) 1
De geometria sabemos ya que las funciones seno y coseno son periddicas de
periodo 27.
Para la continuidad, veamos primero que sen(x) y cos(z) lo son en z = 0: x>0, N=
Por la construccién geométrica del seno, sabemos que en una circunferencia de sen
radio 1, la longitud del arco recorrido coincide con la amplitud del angulo en
radianes, luego si x € (=%, %), se cumple 0 < [sen(x)| < [z| (ver figura). Es conz
decir, que —z < sen(z) <z y como 0 = lim —z < lim sen(z) < lim = =0, se
z—0 z—0 z—0 z <0 x
cumple que h’n}) sen(z) = 0 = sen(0). Luego el seno es continuo en z = 0.
xr—
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Para ver que lfm cos(x) = cos(0) = 1, probemos que lfm (1 —cos(z)) = 0:

lim (1 — cos(:v)) = lir%QsenQ(%) = 2( h'n%sen(%))2 =2.02=0

x—0
Veamos ahora que son continuas en todo punto zy de RR.

lim sen(z) = }llir% sen(xzg + h) = %1’1% (sen(zo) cos(h) + sen(h) cos(zo))

r—Xo

= sen(zo) ( flbli% cos(h)) + (}ILILI(IJ sen(h)) cos(zg) = sen(zg) - 1+ 0 - cos(zo) = sen(z)

lim cos(x) = hm cos(zo + h) = lim (cos(zg) cos(h) — sen () sen(h))

T—T0 —0 h—0
= COS(.’EQ)(%IH}) cos(h)) — sen(xo)(%ir% sen(h)) = cos(zg) - 1 + sen(z) - 0 = cos(wo)
La periodicidad de las funciones asegura que no existe el limite 11111 sen x, pues cuando n — oo los puntos
T—1T00
x = 27n y los puntos x = 7 +27n se alejan hacia +o0 y sucede que lim sen(F +n27) = hrn sen(§) =1
n—oo
y lim sen(n2m) = lim sen(0) = 0, que son valores distintos.
n—oo n—oo

sen x
cosz *

* Para la continuidad de la tangente bastan las propiedades del cociente tgx =

Demostracién de:  Algunos infinitos e infinitésimos conocidos 215 de la pdgina 96 ‘

Algunos infinitos e infinitésimos conocidos 215.- Usaremos la notacién f ~ ¢ para indicar que f y g son
infinitos o infinitésimos equivalentes:

apx™ + -+ a1x 4+ ag ~ a,x™ cuando x — 400 apx™ + -+ a1x ~ ax cuando x — 0
sen(x) ~ x cuando x — 0 tg(z) ~ x cuando x — 0

: : 2
sen % ~ % cuando z — 00 1 —cos(x) ~ & cuando z — 0
In(l+x) ~z cuando z — 0 er -1~z cuando z — 0

.2
sh(z) ~ x cuando  — 0 ch(z) -1~ % cuando x — 0

Demostracion:
: an@"+an 13"+ ta1ztao an 11
* lim —= = lim 1 =1 =1
r—+o0 anz" r—+oo * x + + o a xn ! +an a" xn +0+ +0+0

% lim anz"+an 12" 4 Fara’ tair _ iy ann 1+anll 2 4. +%x+1:0+0+---+0+1:1

x—0 a1x

* £ =1, con una pequena argucia geométrica (ver figura):
En una circunferencia de radio 1, la longitud del arco recorrido coincide con la ampli- >0 IN| e
tud del d4ngulo (en radianes), luego si € (0, 5 ), se tiene que 0 < sen(z) < z < tg(z) fon o
de donde, dividiendo por sen(x), se tiene 1 < m < ﬁ(m) y tomando limites: A N
z. x -
1< zli)%l+ son(@) = Ill,%l+ Cos(z) = 1. Luego 11 n Sen(i) 1. sena -
Siz € (—%,0), se tiene que 0 > sen(x) > = > tg(x) de donde, dividiendo por sen(z) z <O\ =
(que es negativo), se tiene 1 < ﬁ(m) < Gos(@y COmMO antes. Luego lim Scrfw =1. )
z—0~
* lim 8% — Jfyp senz L — 7.9 -1,
x—0 x x—0 x cosx

* Considerando y = g(z) = 1, 1lim g(z) = 0" con g(z) # 0 para todo x, luego por la proposicién 201

Tr——+00
1
. . . ’ sen — ’ ’ S .
de convergencia propia, se tiene: lim 5% — lfm 509@) _ gy seny (Idem si z — —00)
r—+00 = T——+00 9(@) y—0t

x z z 2
* lim =952 = 1im 728622(5) = lim =2 (3) — (lfm = éi)) = (l'm %) =1. (1) Cony=g(x)=3.
2

z—0 F x—0 5 r—0 (3)? y—0

« lim 200 = in Lin(1+2) = lim In(l+o)F = ln( lim (1+x)%) W 1n( lim (1+§)y) —Ine) = 1

z—0+ z—0 z—0 y—+00
Considerando en (1) y = g(z) = L y luego el ejemplo 210. Anélogamente, para x — 0~
lim M:ln( lim (1+x)%) :ln( lim (1+l)y) =In(e) = 1.

r—0~ ® r—0~ Yy——00 v
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* Para calcular h’r% eml’l, consideramos y = g(z) = e — 1, est. creciente y con h’r% g(z) = 0. Ademas
r— Tr—
_ _ ) Ao el s _
1+y=¢€"y In(l+y)==x. Luego: ill%ez 7;%111(12!4'9)71'
. hz _ 1/ T_g=® ., 20 _ 1 ; 1 ; 22 _1\ (1) ; v_1 . o
* lm 2% = lim 57— = lim 5 = (ggn—z)(yggezz ) =1-lme==1. (1) y=g0) =22

T —x 2

;. ch(z)—1 ,  ede 1 , @y , 20, 1 gz , z_1)2 . , @_

* 1fm @=L gy 2 — lfm €+e =2 _ iy €1=2e" gy DT (g L) (gm €21) = 1.
z—0 55 z—0 &= z—0 25 z—0 T z—0 €7 —0 €

Demostracién de: Teorema de Bolzano 218 de la pagina 98 ‘

Teorema de Bolzano 218.- Sea f una funcién continua en el intervalo [a,b] y que toma valores de signo
opuesto en a y b (es decir, f(a)f(b) < 0) entonces dc € (a,b) tal que f(c) =0.

Demostracion:
Podemos suponer que f(a) <0y f(b) > 0. Tomemos ¢y = %$2 el punto medio entre a y b:

Si f(ep) =0, como ¢ = ¢y € (a,b), es el punto buscado. Si f(cg) # 0 pueden darse dos casos:
* si f(cg) >0, como f(a) <0y f continua en [a,cyl, el teorema se reduce al intervalo [a, col;
*x si f(ep) <0, como f(b) >0y f continua en [cg,b], el teorema se reduce al intervalo [cg, b].

En un caso u otro el teorema queda probado si lo hacemos en el intervalo [a1,b1] C [a,b] (bien [a,cy] o bien

[co,b]) de longitud by —a; = %52, en el cual f es continua, f(ai1) <0y f(b1) > 0.

En este intervalo, tomamos su punto medio ¢; = ‘”—;rbl. Si f(e1) = 0 es el punto buscado; si f(c1) # 0 se
puede, como hicimos antes, reducir el teorema al intervalo [as, bs] C [a1, b1] de longitud by — ag = bl_T‘“ = 1’2_—2“
en el cual f es continua, f(az) <0y f(b2) > 0.

Repitiendo sucesivamente el proceso anterior, y si ninguno de los puntos medios, ¢, , verifica que f(c,) =0,

entonces hemos construido una sucesién de intervalos cerrados encajados

[aab]D[ahbﬂD[a2’b2]3"'3[an7bn]3'” con b’n_a'n:b;la7 f(a’ﬂ)<0 y f(bn)>0

Ademas, los puntos a,, extremos inferiores verifican que a<a; <ax<---<a, <---<b,
luego el conjunto A = {a, : n € IN} estd acotado superiormente (por b) y, por tanto, existe ¢ = sup A4;
como a<a, <b se cumple a <c<b luego c € [a,b]. Por ser c=sup A, para cada £ >0 existe a,, € A con
c—e<ap, <c,ycomo a, crece con n, para cada n > ng se tiene a,, < a, < c. Luego

c—e<ap, <ap,<c<ct+e VYVn>ny <<= |ap—c|<e, Vn>ny <= lima,=c

n—oo

Como lim (b, — a,,) = lim 1’2’—”‘1 =0y lim a, = ¢, entonces lim b, = ¢ y, por ser f continua en [a,b],
n—oo n—oo n—oo n—oo

se tiene que 0 > lim f(a,) = f(c) = lim f(b,) > 0, luego f(c) = 0. En consecuencia, existe ¢ € [a,b] con
n—oo n—oo

fle)=0y,como f(a) <0y f(b)>0,c#ayc#b,luego c € (a,b). -

’Demostracién de: Corolario 220 de la pagina 98 ‘

Corolario 220.- Sea [ un intervalo de R y f:I — TR continua en [, entonces f(I) es también un intervalo
de R.

Demostracién:
Supongamos primero que f(I) no estd acotado ni superior ni inferiormente. Entonces, para cada y € IR, existe
algin valor mayor que élen f(I), y < f(b) € f(I), y existe algtin valor de f(I) menor que él, y > f(a) € f(I),
luego f(a) < y < f(b). Como a y b son del intervalo I, el intervalo [a,b] C I (o [b,a] C I), luego por el
teorema de los valores intermedios 219 existe ¢ entre a y b tal que f(¢) =y, luego y € f(I) y f(I) = R.
Supongamos ahora que f(I) no estd acotado inferiormente pero si superiormente, y sea I' = sup f(I).
Entonces, por ser extremo superior, para cada y < T', existe un punto f(b) € f(I) tal que y < f(b) <T y, por
no estar f(I) acotado inferiormente, existe a € I, tal que f(a) <y < f(b). Luego por el teorema 219 existe
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c entre a y b tal que f(c¢) =y, luego y € f(I) de donde (—o0,T') C f(I). Pero como T es el superior del
conjunto, f(I)=(—oo,I') é f(I) = (—o00,T"] (segin que el superior sea maximo o no lo sea).
La prueba, para los dos casos que restan, son enteramente analogas.

Demostracién de: Teorema de acotacién 221 de la pagina 99

Teorema de acotacién 221.- Sea f una funcién continua en el intervalo cerrado [a, ], entonces f estd acotada
en dicho intervalo. Es decir, existe M > 0 tal que |f(x)| < M, para todo z € [a,b].

La prueba de este resultado se incluye en la prueba del siguiente; el Teorema de Weierstrass 222.

’Demostracién de: Teorema de Weierstrass 222 de la pagina 99 ‘

Teorema de Weierstrass 222.- Si [ es una funcién continua en el intervalo [a,b], entonces [ alcanza un
méximo y un minimo en [a,b]. Es decir, Ja € [a,b] tal que f(a) < f(z), Vo € [a,b] y 3B € [a,b] tal que
f(z) < f(B), Yx € [a,b].

Demostracién:
La demostracién de este resultado y del Teorema de acotacién 221 anterior, que vamos a exponer aqui no son
todo lo rigurosas que seria de desear, por dos razones: la primera, que se hace uso del Teorema de Bolzano-
Weierstrass (Un conjunto infinito y acotado de IR, tiene al menos un punto de acumulacién) que no se incluye
en estos apuntes y, en segundo lugar, que simplificaremos del proceso (con una muy breve explicacién) en aras
de entender el sentido de la prueba.

Por el Corolario 220, como J = [a,b] es un intervalo, su imagen f(J) es un intervalo de R.

Veamos primero, que el intervalo f(J) estd acotado. Supngamos que es un intervalo no acotado superiormente,
en cuyo caso, el conjunto {n € N} C f(J) y existen puntos z,, € [a,b] tales que f(x,) = n. Los puntos son
distintos, pues tienen imégenes distintas por la aplicacién f y son infinitos, luego el conjunto T' = {x, : n €
IN} C [a,b] es infinito y acotado por lo que tiene al menos un punto de acumulacién ! (Teorema de Bolzano-
Weierstrass enunciado arriba). En aras de no complicar el proceso supondremos que es punto de acumulacién
de todo el conjunto T, es decir, que nl;rrgo x, =1 (ser punto de acumulacién, significa que nos podemos acercar

tanto como queramos al punto [ con puntos del conjunto T'; luego que [ es el limite de los puntos de un
subconjunto infinito de 7', por lo que tiene un funcionamiento similar a si fuera todo T —en cualquier estudio
sobre sucesiones de nimeros reales puede consultarse con mds detalle esta simplificacién-).

Como a < x, <b se tiene que a < lim z, < b, luego que [ € [a,b]. Entonces, por ser f continua en [a, b],

n—oo
lim f(z,) = f( lim xn) = f(I) € R; pero por su construccién, lim f(z,) = lim n = co ¢ R, lo que es
n—oo n—oo n—oo n—o0
absurdo. En consecuencia, f(J) tiene que estar acotado superiormente.
Andlogamente, se obtiene que f(J) estd acotado inferiormente, lo que prueba el Teorema de acotacién 221.

De lo anterior, f(J) es un intervalo acotado de R, luego de la forma [c,d] o [¢,d) o (¢,d] o (c,d).
Veamos si d estd o no en el conjunto. Por ser d = sup f(J), para cada n € IN, existe z,, € [a,b] tal que
flxy) = d— % < d, como las imdgenes de los x, son distintas, tenemos un conjunto T = {z, : n € IN}

infinito y acotado que tiene un punto de acumulaciéon /. Con un razonamiento similar al de la parte anterior,
sea lim x, =1 € [a,b] y se verifica que lim f(x,) = f( lim a:n) = f(l) € R por ser f continua y por otro
n— oo n— 00 n— 00

lado, lim f(z,) = lim d— 1 =d, luego d = f(I) y d € f(J), por lo que d = méx f(J).

Anélogamente, se prueba que ¢ = min f(J). Lo que concluye la prueba.

Demostracién de: Corolario 223 de la pagina 99 ‘

Corolario 223.- Si f es continua en (a,b) y lim f(x) =13 € Ry lim f(x) =l € R, la funcién f estd
z—b

r—at

acotada en (a,b). (También es cierto cuando a es —oo y cuando b es +00.)

Demostracién:

Para que el resultado sea cierto no es necesario que exista el limite en los extremos del intervalo, basta con que
la funcién esté acotada en algin entorno de ellos. La razén de poner el enunciado con limites estd en que es
una manera cémoda de asegurar la acotacién y suficiente en la mayoria de los casos.
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Si Hm+ flx)=heRy 11’1?7 f(x) =13 € R, por el Teorema de acotacién para limites 216, existe F(a,d1)

y My > 0 tal que |f(z)| < M; para todo z € (a,a + d1) y existe E(b,d2) y Mz > 0 tal que |f(z)] < Ma
para todo x € (b — d2,b). Entonces, (a,b) = (a,a + 1)U [a+ d1,b — 2] U (b — d2,b) y al ser f continua en
el intervalo [a + 01,b — d2] estd acotada en él (Th 221), luego existe M3 > 0, tal que |f(z)| < M3 para todo
x € [a+ d1,b — d2]. En consecuencia, f estd acotada en cada uno de los tres trozos en que hemos dividido el
intervalo, por lo que estd acotada; es decir, tomando M = méx{M;, M2, M3}, para todo x € (a,b), |f(z)] < M.

Sia=—00 6 b= 400, la prueba es idéntica, tomando entornos de —oco 6 +o00. -

Funciones derivables

’Demostracién de: Propiedades 226 de la pagina 102

Propiedades 226.- Sean f y g funciones derivables en un punto g, entonces:
a) f+ g es derivable en el punto zo v (f + g)'(z0) = f'(z0) + ¢'(x0).
b) fg es derivable en el punto z¢ y (fg) (x0) = f'(x0)g(z0) + f(x0)g' (z0).
[ (@o)g(@o) — f(@0)g' (20)

(s(20))

¢) f/g es derivable en el punto xg, si g(xzo) #0,y (f/g) (x0) =

Demostracién:

a) Es cierta, pues

(f+9)(@) = (F+9)(z0) _ .~ f&) +9(z) — flwo) — g(o)
T—To r — X T—To r — X
f(x) — f(z0) (z) — g(wo)

+ lim FLIE — f(ao) + g/ (@0):
T—x0 Tr — X T—To T — X9

b) Basta tomar limites, cuando = — ¢, en la expresién

f(@)g(x) = fxo)g(wo) _ fx)g(x) — f(z0)g(x) + f(20)g(x) — f(20)g(w0)

T — o B T — Zg
ZMg(az) ( )M_

+ f(xo
Tr — X Tr — X

¢) Teniendo en cuenta que la expresién

e — L83 Fw)glwo) — Flwo)g(x)

r—=x0 9(z)g(wo)(z — x0)
1 f@)g(@o) — f(zo)g(wo) + f(xo)g(wo) — flxo)g(x)
9(x)g(xo) T — o
_ 1 f(@) = f(=o) 2) — flx g(z) — g(xo)
B g(x)g(wo) ( T — Zo 9(wo) = f (o) T — o )

es valida en los valores de = préximos a xg, y tomando limites se obtiene el resultado.

Demostracién de: Regla de la cadena 227 de la pagina 102 ‘

Regla de la cadena 227.- Sea f derivable en zy y g derivable en f(z(), entonces la funcién compuesta g o f
es derivable en zy y ademas:

(90 ) (w0) = g'(£(x0)) £ (o).
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Demostracion:

Si f(x) = f(xo) en un entorno de zp, también se verifica que g(f(x)) = g(f(xo)) y, por tanto, f y go f son
constantes en dicho entorno, luego g o f es derivable en g y (go f) (z9) = 0. Ademds, como f es constante,
se tiene ¢'(f(z0))f (x0) = g'(f(x0)) - 0 = 0 obteniendose la igualdad propuesta.

Si f(x) — f(xg) # 0 en un entorno de zq, podemos escribir

9(f (@) = 9(f(x0)) _ 9(f(x)) = g(f(w0)) f(x) = f(wo) _ 9(f(2)) = g(f(x0)) [flz) = f(x0)
T — o T — o f(@) = f(zo) f(@) = f(zo) -y

Como y = f(x) # f(zo) =yo y Um f(x) = f(z0), por la proposicién 201, se tiene
x—xT(

9(f(x)) — 9(f(0))

o) = 9(f(x0)) . f(x) = f(xo)

(g0 f)'(wo) = lim z — 20 R TS Sy P e N
= iy SOty T o) = () 0

’Demostracién de: Teorema del valor medio de Cauchy 236 de la pagina 106 ‘

Teorema del valor medio de Cauchy 236.- Sean [ y g funciones continuas en [a,b] y derivables en (a,b). Si
g (x) #0, Va € (a,b), entonces Jc¢ € (a,b) tal que:

f) = fla) _ f(o)
g(0) —g(a)  ¢'(c)

Demostracién:

Como en la demostracion del teorema del valor medio de Lagrage 235, construyamos una funcién para aplicar
el teorema de Rolle. Sea h:[a,b] — R dada por h(z) = (f(b) — f(a))g(z) — (9(b) — g(a)) f(z).
Entonces, h es continua en [a,b] y derivable en (a,b) por ser suma de funcines continuas y derivables, y

h(a) = (£(b) — f(a))g(a) — (9(b) — g(a)) f(a) = f(b)g(a) — g(b)f(a)
h(b) = (f(b) = f(a))g(b) — (9(b) — g(a)) f(b) = —f(a)g(b) + g(a) f(b).

Luego también se cumple que h(a) = h(b) y por el teorema de Rolle, existe ¢ € (a,b) tal que h'(c) = 0; es
(

)y
decir, 0 = (f(b) — f(a))g’(c) ( b)—g a)) f'(¢) de donde se obtiene el resultado 7’;8:5{((2)) = J;,Eg

Notar, que al ser ¢’'(z) # 0 para cada = € (a,b), se tiene que ¢'(c) #0 y g(b) # g(a).

’Demostracién de: Regla General de L'Hopital 238 de la pdgina 106 ‘

Regla General de L’Hopital 238.- Sean [ y ¢ funciones derivables en un entorno reducido de xo, E*(zg,9),
con g(x) A0y ¢ (x) #0, Ve € E*(x9,0) y lim f(x)=0= lim g¢g(x). Entonces,
T—T0 T—xT

f:éf; se cumple que lim f@g = lim ‘f/(‘r').

si existe lim e
s—zy 9 v—xzp 9 (@)

T—xTo

s}

Demostracién:
Por comodidad, denotaremos por E* = E*(x¢,d) y por E = E(xg,9).
Como lim f(z) =0 = lim g(z), podemos ampliar estas funciones hasta F, con continuidad. En efecto,
T—x0 T—To

; que son continuas en E* por serlo fy gy

[ f@), siz £ _ [ g(@), siz £
sean F(z) = { 0, siz=1x9 ° Glz) = 0, siz =1z
continuas en xy por su contruccién ( lim F(z) = lim f(z) =0 = F(zp) y lo mismo para G).

T—x0 T—x0
Para cada = € E* con z < x, el intervalo [z,z0] C F, luego F y G son continuas en él y derivables

en (z,zq), donde se cumple que F/ = ' y G’ = ¢’. Entonces, por el teorema de Cauchy 236, existe &, con
T < & < xg tal que

F(z)~ F(xo) _ F'(&)
G(a)—Glao)  G(&

f) =0 _ &)
g@) 0~ g(&)

es decir, tal que
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Luego, como = < &, < xg, si * — z;, también &, — x, y entonces,

LI P& ) S
rz—xy g(x) T—xy g/(gz) Ea—xy g/(gz) T g’(ac)

siempre que este ultimo limite exista. Andlogamente, para los x > xg, se tiene lim+ % = ll'm+ g :Eg
$—>$D (13—)(1?0
O PN i ) : e S e =) g (=) ;
En consecuencia, si zlingo 7(z) existe se tiene que :,;1520 7 = xlfil— T = xl_l)ri1+ o7z Por lo que existe el
0 0
limite lim & y coincide con el anterior.
o 9(%) ]

Para la justificacién del funcionamiento de la Regla de L’Ho6pital en los demds casos, en que decimos que
también funciona, sélo indicamos como se obtendria ésta o en que se basa:

Para el caso zg = +00, con el cambio z = 1 se tiene que las funciones F(t) = f(}) y G(t) = g(7) verifican
o fe) . e v F(H) . . . . .
que lim existe si y sélo si lim =+ existe, y si ocurre son iguales. Aplicando el caso anterior a estas
r—+o0 g(z) t—0=E G(t)
funciones se obtiene el resultado.

Para la indeterminacion lim % = 22, se toma un punto y fijo y suficientemente cercano a zo y entonces, el
Tr—T0

9(W) ¢

cociente puede escribirse en la forma % = ’; EZ;:Z: ((;)) - —- Aplicando el Teorema de Cauchy 236 al primer

e "
F) 1) _ f(&) : i a@ Tt
factor =g = T Y teniendo en cuenta, que al ser y fijo, JLH;O Jfﬁﬁi;fl = 1, se observa que el resultado

serd cierto (la prueba exaustiva no es tan inmediata).

’Demostracién de: Teorema de la funcién inversa 240 de la pégina 107 ‘

Teorema de la funcién inversa 240.- Sea f:[a,b] — IR continua en [a,b] y derivable en (a,b), con ' >0 6

/' <0 en (a,b). Entonces f admite funcién inversa derivable en (a,b) y (f_l)/(f(.’z?)) = f’é@ )

Demostracion:

Por ser f' > 0 en (a,b) (resp. f' <0 en (a,b)) la funcién f es estrictamente creciente (resp. estrictamente
decreciente) en [a,b], luego es inyectiva y existe f~1:f([a,b]) — [a,b] tal que f~'(f(z)) = x para cada
x € [a,b] (recordar la definicién 189 y ver los ejemplos siguientes). De hecho, si f es estrictamente creciente,
f([a,b]) = [f(a), f(b)] vy si es estrictamente decreciente, f([a,b]) = [f(b), f(a)].

Veamos primero, que si f es continua en zg, entonces f~! es continua en yo = f(x¢). Supongamos
que f es estrictamente creciente y sea yo € ( fla), f (b)) Tomemos un ¢ > 0 de manera que el intervalo
(f " yo) =&, fHwo) +¢) = (w0 —&,20 +€) € (a,b); entonces f(zo —e) < f(zo) < f(wo +¢) y existen y; e
Y2 tales que y1 = f(axo—¢€) < yo < f(xo+€) =y2. Sea § > 0, tal que E(yo,9) C (y1,y=2), entonces, para cada
y € E(yo,6), se cumple que 31 < yo—6 < y < yo+6 < y2 y se tiene que cumplir que f~1(y1) < £~ (y) < f 1 (y2)
pues de no ser asf, si f~1(y1) > f~1(y) 6 f~ (y) > f~1(y2) por ser f estr. creciente serfa y; >y 6 y > y2 lo
que es absurdo ™). Por consiguiente, f~1(y1) < f~(y) < f~1(y2), es decir 29 —e < f~1(y) < ¢ + €, es decir
FYyo)—e< f~Hy) < f~Yyo)+ey f~! es continua en yo. Si el punto es un extremo del intervalo o para f
estrictamente decreciente, basta adaptar la prueba.

Veamos ahora que si f es derivable en zg € (a,b), entonces f~! es derivable en yo = f(x0), pero esto es
sencillo, pues si y # yo,

) = o) _ fH(f (@)

Y — Yo f(z)

— [N f@o) _ w—wmo (f(x) - f(m))‘l

— f(2o) f(z) = f(zo) T — Zo

Si y — yo, v = f1(y) tenderd hacia o = f~!(yo) con x # xo por ser f~! inyectiva, en consecuencia,
f@—flxo) _, f! 1

= (19) con lo que f~! es derivable en o y su derivada es (f'(x¢))~*. =

Nota: Durante la demostracién, se ha probado™) que: si f es estrictamente creciente (o decreciente), f~!

también lo es.
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Polinomios de Taylor

’Demostracién de: Férmula de Taylor 250 de la pagina 114 ‘

Férmula de Taylor 250.- Sea una funcién f existen f/, f”, ..., f y f»+1) sobre el intervalo [a,z]. En-
tonces,
]c(n,Jr'l)(C)

m(l — a)"*! para un cierto ¢ € (a, ),

f(v(> - [)n,u(l'> -
llamado resto de Lagrange, o también

[ 0e)
f(@) = Pra(2) = ————(z = ¢)"(z — a) para un cierto ¢ € (a,z),
' n!

que se denomina resto de Cauchy. >

Demostracion:

Consideremos la funcién G: [a,z] — R, definida por

(z —t)?
2!

(x—1)°
3!

@ + )

+ f(S) (t) 4+t f("*l)(t)w + f(n) (t) (x - t)n}

(n—1) n!

La funcién G verifica que G(z) =0y G(a) = f(x) — Py ,q(x) y es derivable en [a, 2], por ser suma y producto
de derivables. Y su derivada es

G(t) = fla)— [f(t) Iy

(z—t)"
1

po @SS 4y EDY o (i S g (= D= G

. f(l)(t) 1(x — 30(_1)) n (f(?’) ) (z ;!t)Q N f(Q)(t) 2(x —31(_1))

+ ! 31 ) (n—2)!
e e

- [f“)(t) (@@l pom) 4 (o e gD

+(f(4)(t) (z ;)3 Fom (x ;)2) T (fm)(t) (d(fn— _t):)!l _ Dy (ﬂzn— _zf);)!2>
A

quitando los paréntesis internos y cambiando el orden de los sustraendos, se tiene:

__ lf(l)(t) _ f(l)(t) + f(Q)(t># _ f(2) (t)@ + f(3) (t)%
T — 2 T — 3 T — n—2 T — n—1
,f(&(ﬂ% 1@ (t)( 3!t) NI f(nl)(t)((n_t)g)! n f(n)(t)((n—t)l)!

(n—1) n!

y cada término que resta se anula con el anterior, luego sélo queda el ultimo término:

) (t)w + f(n+1)(t)($t)n]

= g0

Entonces:

* Por el teorema del valor medio de Lagrange, G(x)— G(a) = G'(c¢)(z — a), para algin ¢ € (a,z). Luego

Tz —c)" (41 (¢
G(@) - Gla) = ~6ta) = VTV e ) = f@) - Prate) = Vo oya )
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% Tomando la funcién g(t) = (z — t)"*!, continua en [a,x] y derivable en (a,x), por el teorema del valor

medio de Cauchy G(z) — G(a) = (;’,(5) (9(z) — g(a)), para algtin ¢ € (a,z). Luego

1 (@)

£ (0
R CECE L

(n+1)!

—G(a) = —(z— a)"“) = f(z) — Pou(z) =

y hemos obtenido el resto de Cauchy, en el primer caso, y el de Lagrange en el segundo.

’Demostracién de: Proposicién 252 de la pagina 115

Proposicién 252.- Sea f una funcién de clase C*~! en un entorno del punto a, para la que se cumple que
f'(a) = f"(a)=---= f"Y(a) =0, y ademés existe f(")(a) # 0. Entonces:

Si n es pary f(”>(n) > 0, f presenta un minimo local en a.
Si n es pary f(”>(a) < 0, f presenta un maximo local en a.

¢) Si n esimpary ,/’(’">((1) > 0, f es estrictamente creciente en a.

Sin esimpary f <’">((1) < 0, f es estrictamente decreciente en a.

Demostracién:

Si f'(a) = f"(a) =--- = f»Y(a) = 0, el polinomio de Taylor de grado n de f en a se reduce al primer y
1 P _ £ (a) n

ultimo término, P, .(z) = f(a) + +—*(z —a)".

n!
f(x)_Pn,a(z)

Por la proposicién 249 anterior, lim =ay

r—a

=0, luego

™ (q .
@@ SR 0) e p@ O @)= S [P

z—a (x —a)” z—a (x—a)” n! z—a (T —a)” n!

luego

% si f(™(a) >0, debe ser f@)=fa) - g para los z de un entorno de a, y

(x—a)"
— si n espar, (z—a)” >0 de donde f(z)— f(a) >0y f(z) > f(a), por lo que f(a) es minimo local.

— si n es impar, para los z < a se tiene que (z —a)™ <0 de donde f(z) — f(a) <0y f(z) < f(a);y
para los x > a se tiene que (z —a)” > 0 de donde f(x)— f(a) >0y f(z) > f(a). En consecuencia,
f es estrictamente creciente en a.

Y se cumplen (a) y (c).

* si f(™(a) <0, debe ser f@)=fa) g para los = de un entorno de a, y

(x—a)™

— si n espar, (t—a)” >0 de donde f(z)— f(a) <0y f(z) < f(a), por lo que f(a) es méximo local.

— sl n es impar, para los z < a se tiene que (z —a)” < 0 de donde f(z) — f(a) >0y f(x)> f(a);y
para los x > a se tiene que (z —a)™ > 0 de donde f(z)— f(a) <0y f(zx) < f(a). En consecuencia,
f es estrictamente decreciente en a.

Y se cumplen (b) y (d).
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