
Sistemas Lineales 1 2 de julio de 2010Sistemas Lineales 1Segundo Par
ial, 2010Re
omenda
iones generales:
∙ Leer atentamente todos los ejer
i
ios y asegurarse de no olvidar realizar alguna parte.
∙ En 
aso de no poder avanzar en un problema, 
ambiar a otro y volver a él más tarde. No sedemore mu
ho tiempo en un solo ejer
i
io.
∙ SEA PROLIJO Y EXPLIQUE Y DETALLE BIEN TODOS SUS PASOS. Exprese sus resulta-dos exa
tamente en el formato pedido. Re
uerde que a través de esta evalua
ión usted debedemostrar sus 
ono
imientos en la materia. Tenga presente que si algo no es 
laro para elevaluador, usted podría perder los puntos 
orrespondientes a la pregunta.
∙ HACER PROBLEMAS DISTINTOS EN HOJAS SEPARADAS.
∙ PONER EL NOMBRE EN TODAS LAS HOJAS.
∙ Se re
uerda que la prueba es individual.
∙ Al �nalizar, 
olo
ar las hojas dentro del sobre amarillo y entregarlo al do
ente del salón.
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Figura 1: Cir
uito del Problema 1.Problema 1 (28 puntos)Se 
onsidera el 
ir
uito de la �gura 1(a) Hallar la transferen
ia en régimen sinusoidal H(j!) = Vo(j!)
Vi(j!)

, siendo vo(t) la tensión enbornes del se
undario del transformador ideal.(b) Veri�
ar que para n = n1

n2

= 2 y RC = 1
25

L
R
, de�niendo 
onvenientemente una 
onstante

!0, H(j!) puede es
ribirse 
omo
H(j!) =

2.!0.(j! + 25!0)

(j!)2 + 5!0(j!) + 100!2
0
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Sistemas Lineales 1 2 de julio de 2010(
) Dedu
ir y dibujar los Diagramas de Bode asintóti
os de módulo y fase de H(j!).(d) Hallar la distan
ia (en db) entre el Bode de módulo real y el asintóti
o para ! = 10!0y ! = 25!0. Bosquejar el Diagrama de Bode de módulo real.(e) ¾Existe alguna fre
uen
ia de trabajo a la 
ual la respuesta en régimen del sistema estáretrasada exa
tamente 30∘ respe
to de la entrada? Justi�
ar.(f) Cal
ular la atenua
ión que introdu
e el sistema en las siguientes fre
uen
ias: i) ! = 10!0;ii) ! = 30!0; iii) ! = 50!0.(g) i) Hallar la Serie de Fourier de una onda 
uadrada simétri
a de amplitud E, periodo
T = 2�

10!0

y valor medio nulo, 
on !0 de�nida anteriormente.ii) Hallar en forma aproximada la respuesta en régimen del 
ir
uito de la �gura 1 
uan-do la entrada es la onda 
uadrada anterior.Gra�
ar esta respuesta y justi�
arlas aproxima
iones realizadas.
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Sistemas Lineales 1 2 de julio de 2010Problema 2 (17 puntos)(a) Sean v y u fun
iones ℒ1. A partir de la de�ni
ión de la Transformada de Fourier parafun
iones demostrar que ℱ [v ∗ u] = ℱ [v] ⋅ ℱ [u](b) Demostrar,
ℱ
[

+∞
∑

k=−∞

�(t− k t0)

]

= f0

+∞
∑

k=∞

�(f − k f0) donde f0 =
1

t0(
) Considere una fun
ión x(t) de an
ho de banda a
otado, 
omo se muestra en la �gura2(a). De�nimos a la señal muestreada 
omo xm(t) =
∑+∞

k=−∞ x(t).�(t−k ts) 
on ts ∈ ℛ+dado.
(a) (b)Figura 2:1. Cal
ular el espe
tro de la señal muestreada a partir del espe
tro de la señal original.2. Realizar un bosquejo del espe
tro de xm expli
ando los distintos 
asos que se puedenpresentar en fun
ión de fs =

1
ts(d) Se dispone de los 
ir
uitos mostrados en la �gura . Se sabe que fs = 200B.

1. ¾Qué 
ir
uito le permitiría re
uperar aproximadamente la señal original a partirde xm(t)? [JUSTIFIQUE℄2. Utilizando el 
ir
uito que eligió, dimensione los parámetros para re
uperar x(t) apartir de xm(t).
3



Sistemas Lineales 1 2 de julio de 2010Problema 3 (15 puntos)(a) Dado el triángulo de fuentes de 
orriente equilibrado y perfe
to de la �gura 3, hallaruna estrella de fuentes de 
orriente equivalente.
Figura 3:Considere el 
ir
uito de la �gura 4, donde V1 = 220V ∠ 0o, V2 = 220V ∠ 120o y V3 =

220V ∠ 240o . A su vez I1, I2 e I3 un sistema de fuentes de 
orriente también equilibradoy perfe
to. Por otro lado Z = R + j!L = 50(1 + j)Ω y se asume que trabajamos en régimensinusoidal a fre
uen
ia f = 50Hz.

Figura 4:(b) Realizar el equivalente monofási
o.(
) Determinar los fasores I1, I2 e I3 de modo que se 
umpla simultáneamente que, I ′1, I ′2e I ′3 estén en fase 
on las tensiones V1, V2 y V3 respe
tivamente, y además, que losfasores If1, If2 e If3, se en
uentren en 
uadratura 
on respe
to a los fasores V1, V2 y
V3 respe
tivamente.(d) Determinar la poten
ia a
tiva y rea
tiva entregada por las fuentes de tensión.(e) Compensar la poten
ia rea
tiva 
onsumida por la 
arga al sistema de fuentes. Indiquequé elementos 
olo
aría, de qué valores y reali
e un esquema que ilustre la 
onexión.(f) Con el 
ir
uito 
ompensado, repetir la parte (d).4



Sistemas Lineales 1 2 de julio de 2010Solu
iónProblema 11. Trabajamos 
on fasores. Las e
ua
iones del transformador ideal nos imponen: V1

n1

= V2

n2

,
n1I1 = n2I2, donde 
onsideramos 
orrientes y tensiones de primario y se
undario, lasprimeras entrantes por los puntos y las segundas medidas desde los puntos. Además,
V2(j!) = Vo(j!).La malla del se
undario nos da −I2 =

VoCj!
RCj!+1La impedan
ia de 
arga del se
undario pasa al primario multipli
ada por la rela
ióndel transforma
ión al 
uadrado. ESto nos permite 
al
ular la 
orriente del primario:

I1(j!) =
Vi(j!)

R + Lj! + n2RCj!+1
Cj!

= −I2
n

=
VoCj!

n(RCj! + 1)Operando, llegamos a la expresión de la transferen
ia en régimen
H(j!) =

Vi(j!)

Vo(j!)
= n.

R

L
.

(j! + 1
RC

)

(j!2) + (1 + n2)R
L
(j!) + n2

LC2. Con n = n1/n2 = 2, !0 =
R
L
, RC = 1

25
L
R
= 1

25!0

, tenemos que
n2

LC
=

4

LC
= 4.

R

L
.
1

RC
= 4.!0,25.!0 = 100!2

0Enton
es
H(j!) =

2!0(j! + 25!0)

(j!)2 + 5!0(j!) + 100!2
0

=
2!0(j! + 25!0)

(j!)2 + 2�!n(j!) + !2
n
on !n = 10!0 y � = 1/4.3. Para dedu
ir los Diagramas asintóti
os de Bode, realizamos un análisis por bandas. Lasfre
uen
ias 
ríti
as son !n = 10!0 y 25!0.

! ≪ 10!0 ⇒ H(j!) ≈ 2!0(25!0)

100!2
0

=
1

2

10!0 ≪ ! ≪ 25!0 ⇒ H(j!) ≈ 2!0(25!0)

(j!)2

25!0 ≪ ! ⇒ H(j!) ≈ 2!0(j!)

(j!)2
=

2!0

(j!)Enton
es vemos en la �gura 5 que el Diagrama de Bode asintóti
o de módulo tiene unabanda plana de baja fre
uen
ia, donde introdu
e una atenua
ión de 20. log 2db. A partirde 10!0, 
omienza una 
aída a −40db/dec, 
onse
uen
ia del término de segundo orden enel denominador. Esta 
aída se modera a −20db/dec a partir de 25!0. En lo que respe
taa la fase, en baja fre
uen
ia tenemos 0∘, en tanto que en la segunda banda nos vamosha
ia -180∘ y �nalmente nos a
er
amos a -90∘. Como las fre
uen
ias 
ríti
as no estándemasiado espa
iadas, los Diagramas asintóti
os no van a ser una buena representa
iónde los Diagramas reales en la segunda banda.5
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Figura 5: Diagramas de Bode reales del 
ir
uito del Problema 1 (eje normalizado a !0. Semuestran las aproxima
iones asintóti
as del módulo4. Hre(j10!0) =
2!0(j10!0+25!0)

(10j!0)2+5!0(j10!0)+100!2

0

= 2(j10+25)
50j

= (j2+5)
5j

=
√
29
5
∠(−68o).

Has(j10!0) =
1
2Enton
es

∣Hre(j10!0)∣db − ∣Has(j10!0)∣db = 20 log

∣

∣

∣

∣

∣

(j2+5)
5j

1
2

∣

∣

∣

∣

∣

= 20 log

[

2

5
.
√
29

]

≈ 6, 66db

Hre(j25!0) =
2!0(j25!0+25!0)

(25j!0)2+5!0(j25!0)+100!2

0

= 50(j+1)
(100−252)+j125

= 2,25(j+1)
(4,25−252)+j5,25

= 2(j+1)
(4−25)+j5

⇒
Hre(j25!0) =

2
√
2√

125+212
∠(−121o).

Has(j25!0) =
2

j25Enton
es
∣Hre(j25!0)∣db − ∣Has(j25!0)∣db = 20 log

∣

∣

∣

∣

∣

2
√
2√

125+212

2
25

∣

∣

∣

∣

∣

= 20 log

[

25
√
2√

125 + 212

]

≈ 4, 3db5. La respuesta en régimen del sistema para una entrada sinusoidal pura de la forma
e(t) = V. cos(!et) viene dada por r(t) = V.∣H(j!e)∣. cos (!et + arg [H(j!e)]). De a
uerdo
on las asíntotas de baja y alta fre
uen
ia, la fase de la transferen
ia en régimen es unafun
ión 
ontinua que se a
er
a a 0∘ en baja fre
uen
ia y a -90∘ en alta fre
uen
ia, porlo que existirá una fre
uen
ia a la 
ual el sistema introdu
e un retraso de -30∘.6. La atenua
ión que el sistema introdu
e a determinada fre
uen
ia, viene dada por el mó-dulo de la transferen
ia a la fre
uen
ia de trabajo. Cal
ulamos las distintas atenua
ionesa 10!0, 30!0 y 50!0.

∣H(j10!0∣ =
√
29
5

≈ 1, 077 ≈ 0, 66db (ya 
al
ulada).6



Sistemas Lineales 1 2 de julio de 2010
∣H(j30!0∣ ≈ 0, 096 ≈ −20db

∣H(j50!0∣ ≈ 0, 043 ≈ −27db7. i) Cal
ulamos la serie de Fourier de una onda 
uadrada simétri
a g(t) de valormedio nulo y pulsa
ión !g = 10!0 (T = 2�/(10!0)). Sabemos ya que c0(g) = 0.Suponemos que
g(t) = A , t ∈ (0, T/2) , g(t) = −A , t ∈ (T/2, T )Enton
es, para n ∕= 0,

cn(g) =
1

T

∫ T

0

g(t)e−jn!gtdt =
A

T

[

∫ T/2

0

e−jn!gtdt−
∫ T

T/2

e−jn!gtdt

]

cn(g) =
A

T

[

e−jn!gt

−jn!g

∣

∣

∣

∣

T/2

0

− e−jn!gt

−jn!g

∣

∣

∣

∣

T

T/2

]

=
A

−Tjn!g

[

e−jn!gT/2 − 1− e−jn!gT + e−jn!gT/2
]Tenemos que T!g = 2� y T

2
!g =

�
2
. Enton
es

cn(g) =
2A

−jn2�

[

e−jn� − 1
]

=
A

−jn�
[(−1)n − 1]De donde cn(g) = 0 si n par y cn(g) =

2A
jn�

si n impar.ii) De las 
onsidera
iones anteriores, sabemos que el peso los distintos armóni
os dela onda 
uadrada se verá afe
tado por el valor en di
ho armóni
o del módulo de latransferen
ia del sistema. Vimos que el ter
er y el quinto armóni
o se atenúan másde 20 db. Lo mismo su
ederá 
on los armóni
os superiores, por lo que podemos
onsiderar que sólo pasa el primer armóni
o. Podemos de
ir que la salida en régimendel sistema a la onda 
uadrada será aproximadamente una sinusoide de amplitud
(2× 1, 077× A)/�.Problema 2(a)

ℱ [v ∗ u] =
∫ +∞

−∞

[
∫ +∞

−∞
u(�)v(t− �)d�

]

e−j2�ftdt (1)
ambiamos las integrales, u y v son ℒ1 por lo tantola integral de la 
onvolu
ión 
onverge absolutamente
=

∫ +∞

−∞
u(�)

[
∫ +∞

−∞
v(t− �)e−j2�ftdt

]

d� (2)
ambio de variable z = t− � en la integral interna
=

∫ +∞

−∞
u(�)

[
∫ +∞

−∞
v(z)e−j2�f(z+�)dz

]

d� (3)
=

∫ +∞

−∞
u(�)e−j2�f�

[
∫ +∞

−∞
v(z)e−j2�fzdz

]

d� (4)
=

∫ +∞

−∞
u(�)e−j2�f�d�

∫ +∞

−∞
v(z)e−j2�fzdz (5)

= ℱ [v] ⋅ ℱ [u] (6)7



Sistemas Lineales 1 2 de julio de 2010(b)
ℱ
[

+∞
∑

k=−∞

�(t− k t0)

]

=

+∞
∑

k=−∞

ℱ [�(t− k t0)] =

+∞
∑

k=−∞

ej2�kt0f = ★Hallamos los 
oe�
ientes de Fourier del peine al que queremos llegar:
ck

(

+∞
∑

k=∞

�(f − k f0)

)

=
1

f0

〈

�(f), e
−jk 2�

f0
f
〉

= 1por lo tanto
f0

+∞
∑

k=∞

�(f − kf0) =
+∞
∑

k=−∞

e
jk 2�

f0
f
= ★(
) 1.

xm(t) = x(t).
+∞
∑

k=−∞

�(t− k ts)

ℱ [xm] = ℱ [x]∗ℱ
[

+∞
∑

k=−∞

�(t− k ts)

]

= X(f)∗fs
+∞
∑

k=∞

�(f−kfs) = fs

+∞
∑

k=∞

X(f−kfs)donde fs = 1/ts2. En la �gura 6 se muestra el espe
tro de xm para el 
aso en que B ≤ fs. En la �gura
-B +B fs-B fs+Bfs-fs-B -fs+B-fs

|Xm(f)|

fFigura 6: Espetro de xm para el 
aso B ≤ fs7 se muestra el espe
tro de xm para el 
aso en que B > fs.
Figura 7: Espetro de xm para el 
aso B > fs
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Sistemas Lineales 1 2 de julio de 2010(d) 1. Como estamos en el 
aso B < fs, para re
uperar la señal se ne
esita un �ltropasabajos que deje pasar el lóbulo prin
ipal y anule los restantes, si anulamos losdemás lóbulos tenemos una señal 
uya transformada de Fourier 
oin
ide 
on lade xm. Como no disponemos de un pasabajos ideal usamos el �ltro A, que es unpasabajos de primer orden (se sugiere ha
er el Diagrama de Bode asintóti
o demódulo).2. Tenemos que dimensionar los parámetros para que la fre
uen
ia de 
orte del �ltroquede entre B y fs − B. Dada la distan
ia que hay se puede poner una dé
adapor en
ima de B es de
ir 1

RC
= 10B también queda más de una dé
ada antes de

fs −B.Problema 3(a) Si planteamos las e
ua
iones para los nudos, obtenemos:
I ′1 = I1 − I2

I ′2 = I2 − I3

I ′3 = I3 − I1

⎫



⎬



⎭

⇒ 
omo el sistema es equilibrado y perfe
to tenemos⎧⎨




⎩

I ′1 =
√
3e−j30o I1

I ′2 =
√
3e−j30o I2

I ′3 =
√
3e−j30o I3(7)(ver dedu

ión geométri
a en las notas del 
urso).(b) Trans�guramos las 
argas a estrella y sustituimos las fuentes de 
orriente por sus equiva-lentes en estrella (
al
uladas en la parte anterior).El equivalente monofási
o queda 
omose muestra en la �gura 8.

Figura 8: Equivalente monofási
o(
) Utilizando el equivalente monofási
o, tenemos
IZ = If1 + I ′1 =

V1

(Z/3)
=

3 V1

R + j!L
=

3 V1(R− j!L)

R2 + (!L)2
(8)Luego bus
amos I ′1 en fase 
on V1 e If1 en 
uadratura 
on V1, observando la e
ua
ión 8tenemos,

I ′1 = Re(Iz) ⇒ I ′1 =
3 V1R

R2 + (!L)2

If1 = Im(Iz) ⇒ If1 =
3 V1 (−j!L)

R2 + (!L)2

(9)Finalmente, re
ordando la rela
ión entre I ′i = Ii halladas en la parte (a), obtenemos,9
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I1 =

1√
3
ej30

o 3 V1R

R2 + (!L)2
=

√
3 220

100
ej30

o
A

I2 =
1√
3
ej150

o 3 V1R

R2 + (!L)2
=

√
3 220

100
ej150

o
A

I3 =
1√
3
ej270

o 3 V1R

R2 + (!L)2
=

√
3 220

100
ej270

o
A(d) Como la 
orriente por las fuentes está en 
uadratura 
on la tensión, sabemos que lasfuentes de tensión solo aportarán poten
ia rea
tiva. Por otro lado, las fuentes de 
orrienteaportan toda la poten
ia a
tiva 
onsumida por las 
argas. La poten
ia rea
tiva entregadapor las fuentes de tensión 
oin
ide 
on la poten
ia rea
tiva 
onsumidas por las 
argas.

Pfuentes = 0W

Qfuentes = 3× Im
{

Vf1I
∗
f1

}

= 3× 2202 3!L

R(!L)2
=

2202 9

2
V AR(e) Compensamos la poten
ia rea
tiva 
onsumida por las 
argas al sistema de fuentes,
olo
ando 
ondensadores en paralelo. El valor de di
hos 
ondensadores, debe ser tal,que la poten
ia rea
tiva 
onsumida por estos sea −Qfuentes.

3×QC = −2202 9

2
= 3× V 2

1 !C ⇒ C = 4,77mF

Figura 9:El esquema de 
onexión se muestra en la �gura 9(f) Con el sistema 
ompensado, la poten
ia rea
tiva 
onsumida al sistema de fuentes seránula. Como la poten
ia rea
tiva estaba subministrada por las fuentes de tensión y lapoten
ia a
tiva por las fuentes de 
orrientes, tenemos que para el sistema 
ompensado
P = 0 y Q = 0 (para las fuentes de tensión).
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