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Sistemas Lineales 1
Segundo Parcial, 2010

Recomendaciones generales:

e Leer atentamente todos los ejercicios y asegurarse de no olvidar realizar alguna parte.

e En caso de no poder avanzar en un problema, cambiar a otro y volver a él mas tarde. No se
demore mucho tiempo en un solo ejercicio.

e SEA PROLIJO Y EXPLIQUE Y DETALLE BIEN TODOS SUS PASOS. Exprese sus resulta-
dos exactamente en el formato pedido. Recuerde que a través de esta evaluacién usted debe
demostrar sus conocimientos en la materia. Tenga presente que si algo no es claro para el
evaluador, usted podria perder los puntos correspondientes a la pregunta.

e HACER PROBLEMAS DISTINTOS EN HOJAS SEPARADAS.
e PONER EL NOMBRE EN TODAS LAS HOJAS.
e Se recuerda que la prueba es individual.

e Al finalizar, colocar las hojas dentro del sobre amarillo y entregarlo al docente del salén.

Ui(t)

Figura 1: Circuito del Problema 1.

Problema 1 (28 puntos)

Se considera el circuito de la figura 1

(a) Hallar la transferencia en régimen sinusoidal H (jw) = ‘é’((jj)), siendo v,(t) la tension en

bornes del secundario del transformador ideal.

(b) Verificar que paran =™ =2y RC = L L definiendo convenientemente una constante

. N2 BR
wo, H(jw) puede escribirse como

2.wo.(jw + 25wy)
(jw)? + bwo(jw) + 100w?

H(jw) =
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(c) Deducir y dibujar los Diagramas de Bode asintoticos de modulo y fase de H (jw).

(d) Hallar la distancia (en db) entre el Bode de modulo real y el asintotico para w = 10wy
y w = 25wy. Bosquejar el Diagrama de Bode de modulo real.

(e) (Existe alguna frecuencia de trabajo a la cual la respuesta en régimen del sistema esta
retrasada exactamente 30° respecto de la entrada? Justificar.

(f) Calcular la atenuacion que introduce el sistema en las siguientes frecuencias: i) w = 10wy;
i) w = 30wp; iii) w = 50wp.

(g) i) Hallar la Serie de Fourier de una onda cuadrada simétrica de amplitud £, periodo
T = 13—20 y valor medio nulo, con wy definida anteriormente.

ii) Hallar en forma aproximada la respuesta en régimen del circuito de la figura 1 cuan-
do la entrada es la onda cuadrada anterior. Graficar esta respuesta y justificar
las aproximaciones realizadas.
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Problema 2 (17 puntos)

(a) Sean vy u funciones £'. A partir de la definicion de la Transformada de Fourier para
funciones demostrar que F [v * u] = F [v] - F [u]

(b) Demostrar,

+o0 +oo
F [ > 6(t—kt0)] =fo ) _0(f—kfo) donde fo= %
k=—o00 k=c0

(c) Considere una funcién z(t) de ancho de banda acotado, como se muestra en la figura
2(a). Definimos a la sefial muestreada como z,,(t) = >.7°° __x(t).6(t —kt,) con t, € R*
dado.

X(f)

Figura 2:

1. Calcular el espectro de la senal muestreada a partir del espectro de la senal original.

2. Realizar un bosquejo del espectro de z,, explicando los distintos casos que se pueden

presentar en funcion de f, = ti
S

(d) Se dispone de los circuitos mostrados en la figura . Se sabe que f; = 200 B.

filtro| 4] filtro| B|

in out in C out

R
VW—T-

52

1. ;Qué circuito le permitiria recuperar aproximadamente la senal original a partir

de z,,(t)? [JUSTIFIQUE]

2. Utilizando el circuito que eligié, dimensione los pardmetros para recuperar z(t) a
partir de x,,(t).
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Problema 3 (15 puntos)

(a) Dado el triangulo de fuentes de corriente equilibrado y perfecto de la figura 3, hallar
una estrella de fuentes de corriente equivalente.

Figura 3:

Considere el circuito de la figura 4, donde V; = 220V £0° V, = 220V £120° y V53 =
220V £240° . A su vez I, Iy e I3 un sistema de fuentes de corriente también equilibrado
y perfecto. Por otro lado Z = R + jwL = 50(1 + 5)Q2 y se asume que trabajamos en régimen
sinusoidal a frecuencia f = 50H z.
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Sistema de fuentes

Figura 4:

(b) Realizar el equivalente monofasico.

(c) Determinar los fasores Iy, I, e I3 de modo que se cumpla simultdneamente que, I7, I
e I} estén en fase con las tensiones V;, V, y V3 respectivamente, y ademas, que los
fasores Iy, Ifo e Iy3, se encuentren en cuadratura con respecto a los fasores Vi, Vo y
V3 respectivamente.

(d) Determinar la potencia activa y reactiva entregada por las fuentes de tension.

(e) Compensar la potencia reactiva consumida por la carga al sistema de fuentes. Indique
qué elementos colocaria, de qué valores y realice un esquema que ilustre la conexion.

(f) Con el circuito compensado, repetir la parte (d).
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Soluciéon

Problema 1

1. Trabajamos con fasores. Las ecuaciones del transformador ideal nos imponen: % = X—z,

ni1ly = nols, donde consideramos corrientes y tensiones de primario y secundario, las
primeras entrantes por los puntos y las segundas medidas desde los puntos. Ademas,

Va(jw) = Vo(jw).

VoCjw
RCjw+1

La malla del secundario nos da —Iy =

La impedancia de carga del secundario pasa al primario multiplicada por la relaciéon
del transformacion al cuadrado. ESto nos permite calcular la corriente del primario:
Vi(jw) S V,Cjw

R+ Ljw+n2B8etl = 0 n(RCjw +1)

L(jw) =

Operando, llegamos a la expresion de la transferencia en régimen

_Viw) _ R (jw + 7e)
Vo(jw) L7 (jw?) + (1 +n2) E(jw) + 2

L _
%R — 25w , tenemos que

n? 4 R 1
IC ILC L RC T MW 0
Entonces
QWO(jW —+ 25&10) B QWO(jW + 25&10)

HUSY= GO 5iolio) + 100~ Geo)? + 2Gaon(je0) + 2

con w, = 10wy y ¢ = 1/4.

3. Para deducir los Diagramas asintoticos de Bode, realizamos un anélisis por bandas. Las
frecuencias criticas son w,, = 10wy y 25wyg.
2(4.)0(25{4.}0) 1

1 Hjw)r ———F = —
w <K 10wy = H(jw) 10002 5

2{,(.)0(250)0)
(jw)?
25wy €K w = H(jw) = QW(_](‘]W) = Q,wO
(w)* (jw)

Entonces vemos en la figura 5 que el Diagrama de Bode asintotico de modulo tiene una
banda plana de baja frecuencia, donde introduce una atenuacion de 20.log 2db. A partir
de 10wg, comienza una caida a —40db/dec, consecuencia del término de segundo orden en
el denominador. Esta caida se modera a —20db/dec a partir de 25wy. En lo que respecta
a la fase, en baja frecuencia tenemos 0°, en tanto que en la segunda banda nos vamos
hacia -180° y finalmente nos acercamos a -90°. Como las frecuencias criticas no estan
demasiado espaciadas, los Diagramas asintéticos no van a ser una buena representacion
de los Diagramas reales en la segunda banda.

10wy <€ w <K 25wy = H(jw) ~

5
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Figura 5: Diagramas de Bode reales del circuito del Problema 1 (eje normalizado a wy. Se
muestran las aproximaciones asintoticas del modulo

4 B 200 (j10wo +25wo) _2(j10425) _ (j245) _ /29 o
4. Hye(j10wo) = (10jw0)20+]5w0(?wwo)grloou;g = ]50]' = ]53' = 5 4(-0687).
H.s(710wg) = %
Entonces
(j2+5) )
| H,e(510w0)|ap — | Has(710wo) | = 20 log 51] = 20log [g.\/ 29] ~ 6,66db
2
. _ 200 (j25w0 +25w0) s0G41) 22541 2(j+1)
Hpe(j25w0) = (25jw0)20+j5w0(?25w0)1100wg = (100—2;2)4—]'125 = (4,25—25%)-',—]’5,25 = (4—;5)4—]’5 =
H,o(j25w0) = é%g(—mr).
Has(.]25w0) = jo25
Entonces
2v2
Tt 25v/2
H,e(52500) gy — | Has (125w0) g = 20 log | Y2522 1 — 90 10g | ——Y2 | a4, 3db
| Hre(52500)[an — [ Has (725w0) |ap Bl 2 8| A ror

5. La respuesta en régimen del sistema para una entrada sinusoidal pura de la forma
e(t) = V. cos(wet) viene dada por r(t) = V.|H (jw,)|. cos (wet + arg [H (jw,)]). De acuerdo
con las asintotas de baja y alta frecuencia, la fase de la transferencia en régimen es una
funcién continua que se acerca a 0° en baja frecuencia y a -90° en alta frecuencia, por
lo que existird una frecuencia a la cual el sistema introduce un retraso de -30°.

6. La atenuacion que el sistema introduce a determinada frecuencia, viene dada por el mo-
dulo de la transferencia a la frecuencia de trabajo. Calculamos las distintas atenuaciones
a 10wy, 30wy v 50wyg.

w |H(j10wo| = @ ~ 1,077 =~ 0,66db (ya calculada).
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w |H(j30wo| =~ 0,096 ~ —20db
» |H(j50wo| =~ 0,043 =~ —27db
7. i) Calculamos la serie de Fourier de una onda cuadrada simétrica ¢(t) de valor

medio nulo y pulsacion w, = 10wy (T" = 27/(10w)). Sabemos ya que c¢o(g) = 0.
Suponemos que

gt)y=A ,te (0, 7/2) , glt)y=-A ,te(T/2,T)

Entonces, para n # 0,

1 [T , A T/2 T
cn(g) = _/ g(t)e_jnw-"tdt = = / einwet gy / =it gy
T Jo T\ /o /2
A —jnwgt |T/2 —jnwgt | T A ' ' |
Cn(g) e ‘ . - ‘ A - V. [efjnng/Q — 1 — eijnng —|— eijnng/2j|
T | —jnwy |, —JNWg |79 —Tjnw,

— r., _ =«
Tenemos que Tw, = 27 y Sw, = 3. Entonces

2A A

cal) = oo [ 1] = (21" 1)

2A
jnm

ii) De las consideraciones anteriores, sabemos que el peso los distintos armonicos de
la onda cuadrada se vera afectado por el valor en dicho armonico del médulo de la
transferencia del sistema. Vimos que el tercer y el quinto armoénico se atentian més
de 20 db. Lo mismo sucederd con los armonicos superiores, por lo que podemos
considerar que solo pasa el primer armoénico. Podemos decir que la salida en régimen
del sistema a la onda cuadrada serd aproximadamente una sinusoide de amplitud
(2x 1,077 x A)/m.

De donde ¢,(g) = 0 si n pary ¢,(g) = si m impar.

Problema 2

(a)
Flvxu] = / +OO { / +oo u(T)v(t — T)dT} e Ity (1)

o0 o0

cambiamos las integrales, u y v son £; por lo tanto
la integral de la convolucion converge absolutamente

= /_ - u(7) /_ +°O v(t — T>eﬂﬂftdt] dr (2)

o0 o0

cambio de variable z = ¢ — 7 en la integral interna

— /+OO u(r) _/+OO v(z)e_ﬂ”f(z”)dZ} dr (3)

_ /j:oo u(T)e_ﬂ:T [/_:Ov(z)eﬂ”fzdz} dr (4)
— Flv]- Flu) (6)
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Hallamos los coeficientes de Fourier del peine al que queremos llegar:

por lo tanto

F [2m)

F

f 5(t — mo)]

k=—00 k=—o00

cx (Z 5(f—kfo)> =

+o00
fo ) 6(f —kfo) =
k=00

k=—o00

1 _ip2m
T <5(f)76 kao > =1
Jo
iy 7,27
k=—00

T(t) = 2(t). > O(t - kt,)

k=—o0

[x]xF [

k=—o00

donde f, =1/t

2. En la figura 6 se muestra el espectro de z,, para el caso en que B < f,. En la figura

IXm(®)|
A

+oo +oo
= Y F(t—kto)] = Y &Ml =

N ot~ w] = X(F)#f S 6(f—kf) = £ 3 X(f~kf)

-fs-B

1s -fs+B -B +B  1s-B Ts fs+B )f
Figura 6: Espetro de x,, para el caso B < f
7 se muestra el espectro de x,, para el caso en que B > f,.
. |Xm(f)| .
oK O
oB "5 Bfs+B T T

Figura 7: Espetro de z,, para el caso B > f
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(d)

1. Como estamos en el caso B < fs, para recuperar la senal se necesita un filtro
pasabajos que deje pasar el 16bulo principal y anule los restantes, si anulamos los
demés lobulos tenemos una senal cuya transformada de Fourier coincide con la
de z,,. Como no disponemos de un pasabajos ideal usamos el filtro A, que es un
pasabajos de primer orden (se sugiere hacer el Diagrama de Bode asintotico de
modulo).

2. Tenemos que dimensionar los parametros para que la frecuencia de corte del filtro
quede entre B y f, — B. Dada la distancia que hay se puede poner una década

por encima de B es decir "o = 10B también queda mas de una década antes de
fs — B.
Problema 3
(a) Si planteamos las ecuaciones para los nudos, obtenemos:
L=1-1 I} = V3 I
Ib =1, — I3 3 = como el sistema es equilibrado y perfecto tenemos { I} = /3e¢=73% I,
=151, I = \/3e 73 I

(7)

(ver deduccion geométrica en las notas del curso).

Transfiguramos las cargas a estrella y sustituimos las fuentes de corriente por sus equiva-
lentes en estrella (calculadas en la parte anterior).El equivalente monofésico queda como
se muestra en la figura 8.

Figura 8: Equivalente monofésico

Utilizando el equivalente monofasico, tenemos

Vi 3Vi _ 3Vi(R—jwl)

(Z/3) ~ R+jwL  R2+ (wL)? (8)

I;=1Ipn+1 =

Luego buscamos /] en fase con V; e Iy en cuadratura con V;, observando la ecuacién 8
tenemos,

3VIR
I = Re(l) = I' = —> 7
! ell.) = I R? + (wL)? )
3Vi(—jwl)
I =Imll) = In = Fo Oy

Finalmente, recordando la relacion entre I/ = I; halladas en la parte (a), obtenemos,

9
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1 we 3VIR V3 220 a0 4
V3 R+ (wl)? 100
Le‘moo 3ViR _ \/522063‘1500A
V3 R? 4 (wL)? 100
L j270° 3ViR _ \/§ 2206j2700A
V3 R? 4 (wL)? 100

(d) Como la corriente por las fuentes esta en cuadratura con la tension, sabemos que las
fuentes de tension solo aportaran potencia reactiva. Por otro lado, las fuentes de corriente
aportan toda la potencia activa consumida por las cargas. La potencia reactiva entregada
por las fuentes de tension coincide con la potencia reactiva consumidas por las cargas.

Pfuentes =0W

quentes =3 xIm {Vfll}kl} =3 x

220°3wL  220%9
RwL)? 2

VAR

(e) Compensamos la potencia reactiva consumida por las cargas al sistema de fuentes,
colocando condensadores en paralelo. El valor de dichos condensadores, debe ser tal,
que la potencia reactiva consumida por estos sea —Q fuentes-

3XQCI—

22029
2

=3x VPwC = C=4,7TmF

<]_1r
LY L, Z
i Y,
(o) C
\/ f VW
I,y Z
Figura 9:

El esquema de conexiéon se muestra en la figura 9

(f) Con el sistema compensado, la potencia reactiva consumida al sistema de fuentes sera
nula. Como la potencia reactiva estaba subministrada por las fuentes de tension y la
potencia activa por las fuentes de corrientes, tenemos que para el sistema compensado
P =0y Q =0 (para las fuentes de tension).

10



