
Sistemas Lineales 1 - 2009 - segundo parial - Soluión23 de julio de 2009Problema 11. Parte a.Apliando divisor de tensión, la transferenia del iruito RC queda:
H1(jω) =

1

1 + jωR1C
=

ωa

jω + ωasiendo para los valores del problema ωa = 1

R1C
= 100 rad/s.Análogamente, la transferenia del iruito RL queda:

H2(jω) =
jω

R2

L
+ jω

=
jω

jω + ωbsiendo para los valores del problema ωb = R2

L
= 10 rad/s.Y los orrespondientes diagramas de bode son:
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2. Parte b.La fuente de tensión del iruito b) hae que la transferenia de este iruito sea más senillo de alular, ya que losdivisores de tensión siguen valiendo. Si V1 es la tensión en bornes del apaitor entones V1 = H1Vi y Vo = H2V1 por laparte anterior, por lo tanto la transferenia del iruito b) resulta:
H(jω) =

Vo

Vi

= H1(jω)H2(jω)Como la transferenia es el produto, el diagrama de bode de H orresponde a la suma de los diagramas de H1 y H2, esdeir, un iruito pasabanda (de ganania 0dB) en la banda [ωb, ωa].
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Diagrama de bode del circuito b)

Para el iruito a) la situaión es distinta, debido al aoplamiento. Si se alula la transferenia no se tienen dos raíesreales omo en el aso b) sino raíes omplejas de freuenia natural ωn = 317 rad/s.3. Parte .Las transferenias de ambos iruitos son distintas debido a que no es posible apliar el divisor de tensión para elapaitor, por lo que V1 6= H1Vi. Debido además a que R2 es muy pequeña, la segunda parte del iruito onsume muhaorriente y por ello el omportamiento es ualitativamente distinto.
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F{e−α|t|} =

∫ +∞

−∞

e−α|t|e−j2πftdt =
2α

(α2 + (2πf)2)
.

Sabemos, de las propiedades de Fourier que

g(·)
F

−→ G(·) =⇒ G(·)
F

−→ g(− ·) .

Aśı,
2α

(α2 + (2πt)2)

F
−→ e−α|f | .

También sabemos de las propiedades de Fourier que para a > 0,

g(·)
F

−→ G(·) =⇒ g(a ·)
F

−→
1

a
G(

1

a
·) .

Aśı tenemos que (con a = 1
2π

)

2α

(α2 + t2)

F
−→ 2πe−2πα|f | .

Lo cual implica que

1

(α2 + t2)

F
−→

π

α
e−2πα|f | .

b) Sabemos de los ejercicios y/o usando las propiedades de Fourier que

H(f) = F{h}(f) =

{

1 , f ∈ [−f0, f0)
0 , alternativamente

.

Además,
Y (f) = F{h ∗ x}(f) = H(f)X(f) .

Aśı,

X(f) − Y (f) =

{

0 , f ∈ [−f0, f0)
π
α
e−2πα|f | , alternativamente

.
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Notemos que la función X − Y es un miembro de L2(−∞, +∞)
(es decir, es de enerǵıa finita) por lo tanto la función x−y también
lo es, y tenemos que (Teorema de Parseval)

∫ +∞

−∞

|x(t) − y(t)|2dt =

∫ +∞

−∞

|X(f) − Y (f)|2df =
π

2α3
e−4παf0 .

c)

y(t) =

∫ f0

−f0

π

α
e−2πα|f |ej2πftdf =

1

2α

(e(j2πt−2πα)f0 − 1

(jt − α)
+

1 − e−(j2πt+2πα)f0

(jt + α)

)

=

1

(α2 + t2)

(

1 −
1

α
e−2παf0(α cos(2πf0t) − t sin(2πf0t))

)

.

d) s = y . En efecto,

s(t) =
(

(

+∞
∑

k=−∞

1

fS

y(kTS)δ(t − kTS)
)

∗
(

fS

sin(πfSt)

(πfSt)

)

)

(t) =

(

(

y(t)
+∞
∑

k=−∞

1

fS

δ(t − kTS)
)

∗
(

fS

sin(πfSt)

(πfSt)

)

)

(t) .

Aśı,

S(f) =
(

Y (f) ∗
+∞
∑

k=−∞

δ(f − kfS)
)

(f) P fS
2

(f) =

+∞
∑

k=−∞

Y (f − kfS) P fS
2

(f) = Y (f) .

Donde la última igualdad sigue del hecho que fS > 2f0 . Hemos
también usado P fS

2

para denotar

P fS
2

(f) =

{

1 , f ∈ [−fS

2
, fS

2
)

0 , alternativamente
.
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Figura 1: Circuito del problema con las corrientes I1 e IR definidas

Definiendo las corrientes I1 e IR como en la figura 1 , el voltaje de salida queda

Vo = LjωI1 + RIR = LjωI1 + R (I1 − a.V1) (1)

= [Ljω + R (1 − 2Ra)] I1 = [Ljω + R (1 − 2aR)]
Vi − Vo

2R + 1/Cjω
(2)

Donde al final sustituimos la corriente I1en función de Vi y Vo

⇒ Vo (2RCjω + 1) = Cjω [Ljω + R (1 − 2aR)] (Vi − Vo) (3)

⇒ Vo

[

2RCjω + 1 + LC (jω)
2

+ RCjω (1 − 2aR)
]

= Cjω [Ljω + R (1 − 2aR)]Vi (4)

∴ H (jω) =
Vo

Vi

=
Cjω [Ljω + R (1 − 2aR)]

2RCjω + 1 + LC (jω)
2

+ RCjω (1 − 2aR)
(5)

=
Cjω [Ljω + R (1 − 2aR)]

LC (jω)
2

+ RCjω (3 − 2aR) + 1
(6)

b)

Dividiendo entre RC en el numerador y el denominador H (jω) queda:

H (jω) =
jω (jω + R/L (1 − 2aR))

(jω)
2

+ (3 − 2aR) R/Ljω + 1

LC

(7)

=
jω (jω + ω0 (1 − 2aR))

(jω)
2

+ (3 − 2aR)ω0jω + 1

LC

(8)

Para que la transferencia quede como pide la letra:

LC =
1

ω2
0

⇒ C =
1

Lω2
0

=
1

Rω0

(9)

1



1 − 2aR = −1 ⇒ aR = 1 ⇒ a =
1

R
(10)

Con la condición anterior también se cumple:

3 − 2aR = 1 (11)

c)

H (jω0) =
jω0 (jω0 − ω0)

(jω0)
2

+ jω2
0

+ ω2
0

=
j (j − 1)

j
= j − 1 =

√
2∡

3π

4
(12)

El módulo nos da por cuanto se multiplica la amplitud y el argumento nos da el desfasaje de la salida respecto a la
entrada por lo tanto en régimen la salida es: v0 (t) = A

√
2 sen

(

ω0t + 3π
4

)

d)

Raices del numerador: ω0

Raices del denominador: Complejas conjugadas con ζ = 1/2y módulo ω0

Realizamos el análisis por banda:

ω ≪ ω0: H (jω) ≃ −j
ω

ω0

, el módulo crece a 20 db/dec y el argumento es 3π
2

.

ω ≫ ω0: H (jω) ≃ 1, el módulo vale 0 db el argumento es 0 o 2π. Como hay tres raíces con el mismo módulo, del
análisis por bandas no podemos deducir a priori si el argumento varía π/2 o 3π/2. Pero de la parte anterior sabemos que
el argumento tiene que valer 3π/4 en ω0 por lo tanto el argumento debe disminuir.

Con estos datos los diagramas de Bode quedan:

Figura 2: Diagramas de Bode
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e)

i-

La fase baja continuamente desde 3π/2 a 0 por lo tanto debe pasar por π. A la frecuencia que esto ocurre los fasores
de entrada y salida tienen un ángulo de π entre ellos, por lo cual son colineales.

ii-

Según lo visto los fasores son colineales a la frecuencia a la cual H (jω) es un número real negativo:

H (jω) = −α ∴ jω (jω − ω0) = −α
[

(jω)
2

+ ω0jω + ω2

0

]

(13)

Igualando parte real:
− ω2

0 = −αω2

0 ⇒ α = 1 (14)

Igualando parte imaginaria y usando lo obtenido en la ecuación anterior (α = 1):

− ω2 = −
(

ω2

0 − ω2
)

⇒ ω =
ω0√

2
(15)

Como α = 1 la ganancia es 0 db.

f)

i-

Por lo mismo que en la parte e.i la fase de H (jω) debe pasar por π/2.

ii-

Según lo visto los fasores son colineales a la frecuencia a la cual H (jω) es un número imaginario puro con parte
imaginaria positiva:

H (jω) = jα ∴ ω (jω − ω0) = α
[

(jω)
2

+ ω0jω + ω2

0

]

(16)

Igualando parte imaginaria:

ω2 = αωω0 ⇒ α =
ω

ω0

(17)

Igualando parte imaginaria y usando lo obtenido en la ecuación anterior (α = ω
ω0

):

− ωω0 =
ω

ω0

(

ω2

0 − ω2
)

⇒ −ω0 = ω0 −
ω2

ω0

⇒ ω =
√

2ω0 (18)

Como α = ω
ω0

=
√

2 la ganancia es 3 db
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